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Probabilidad: un modelo para resolver diversos problemas
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Resumen: Con el fin de brindar una faceta distinta de la probabilidad, especificamente la de modelo para
resolver problemas ajenos al azar, entre ellos, determinar una cantidad de objetos, aproximar un nimero
irracional y hallar un area, se desarrollo el presente trabajo. Por lo general, en un curso introductorio de
probabilidad, la resolucion de problemas se enfoca en el calculo de la probabilidad de un determinado evento,
convirtiendo este calculo en el objeto mismo de resolver el problema y degradando el poder aplicativo de la
probabilidad. En este articulo veremos que no es inicamente util para resolver problemas en los que intervenga

la toma de decisiones.
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Abstract: In order to provide a different use of the probability, specifically as model to solve some kind of
problems, including determining a number of objects, approximate an irrational number and calculate an area,
this paper was developed. Usually, in an introductory course of probability, problems solving has to do with
calculation of some event probabilities, making this calculation the object itself of resolution problem and to
degrading, at this way, the application power of probability. In this article we will see that it is not only useful

for solving problems in which decision-making involved.
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1. Situaciones problema en la ensefianza de la probabilidad

Las teorias de didactica de las matematicas actuales se centran en una ensefianza basada en
la resolucion de problemas. En particular, la Teoria de Situaciones de Guy Brousseau (1986),

sefala que el profesor debe disefiar situaciones problema cuya solucion sea el conocimiento
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que se quiere ensefiar. Asi, se plantean uno o varios problemas al estudiante (situacion a-
didactica), el cual debe ser motivado, para que por medio de sus conocimientos previos, logre
resolverlos y asi lograr la devolucion de la situacion, en la que le devuelve la responsabilidad
de su aprendizaje al profesor. Cuando se logra la devolucion de la situacion, el profesor toma
este conocimiento para institucionalizarlo, es decir el profesor relaciona este conocimiento
contextualizado adquirido con el saber formal pretendido. Luego este saber debe ser aplicado
en la resolucion de problemas. El aprendizaje en esta teoria se evidencia, cuando en un medio
a-didactico, en un contexto fuera incluso del dambito escolar, el estudiante es capaz de
aplicarlo para resolver algin problema en el que intervenga dicho conocimiento. Por otro
lado, Vérgnaud (1990), en su teoria de Campos Conceptuales establece que, un conocimiento

si se precia de ser racional, éste debe ser operatorio, de los contrario, no es conocimiento.

En ese sentido, la probabilidad no solamente debe ser util para la toma de decisiones, por
ejemplo, al jugar loteria, el jugador sabe que tiene una probabilidad de acertar el mayor de 1
en 100000, y de esta manera decidira si compra loteria o no. Lo mismo sucede cuando una
persona sabe intuitivamente, en un dia dado, que en la tarde de ese dia es muy probable que
llueva, si lleva o no el paraguas. La probabilidad también funciona como modelo para
resolver algunos problemas, como el de calcular una area, estimar un ntimero irracional,

estimar el nimero de objetos que hay en un determinado recipiente, por ejemplo.

La resolucion de problemas debe permear el proceso de ensefianza, y debe estar presente no
solo al final para aplicar los conceptos adquiridos, sino también, al inicio para aprehender los

conceptos. El profesor debe disefar buenas situaciones problema para lograr estos objetivos.

En el caso de probabilidad, ;Qué es resolver un problema? Al revisar diversos libros de texto,
aunque algunos plantean situaciones atractivas y contextualizadas, el problema se reduce al
calculo de la probabilidad de un determinado evento. Esto da la sensacion de que se busca
calcular probabilidad sin ningun otro fin, mas que el de calcular. Asi, después de abordar el
estudio de un topico de probabilidad, los problemas a resolver se reducen a calcular

probabilidades.
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Por otro lado, cuando se quiere formular una aproximacion a una situacion a-didactica para
introducir el concepto de probabilidad, el panorama es mas negativo. ;Cual situacion
problema se le deben plantear a los estudiantes? Sobresalen los problemas de dados y
monedas, pero jsera correcto introducir el concepto de probabilidad planteando situaciones

al estudiante como que determine la probabilidad de que salga un seis en un dado?

Al respecto, mencionamos que en una ocasion, nos comentaba un ex-estudiante de un curso
de probabilidades, que ¢l estaba sorprendido, porque en ese curso lo habian ensefiado a
calcular probabilidades de ganar en juegos de azar como dados, ruletas, cartas, calculos que
a ¢l no le interesaban, le daban la sensacion de estar preparandose para ir a un casino, y su

formacion cristiana chocaba con eso.

Si bien se puede aprovechar el concepto intuitivo de probabilidad que posee el estudiante, el
fin de un ambiente a-didactico es que el conocimiento a ensefiar surja del tratamiento con la

situacion y no que la misma situacion lo mencione.

Entonces, ;cudles situaciones problema pueden ser utiles en la ensefianza de la probabilidad?

Con base en lo anterior, proponemos las siguientes:

1. Parala introduccion del concepto de probabilidad. Se recomienda utilizar situaciones

sobre toma decisiones.

2. Durante el proceso de ensefianza-aprendizaje de probabilidad. En esta etapa debe
predominar las situaciones centradas en el calculo de probabilidades, pero estas se
pueden combinar con situaciones sobre toma de decisiones y situaciones ajenas al

azar que utilicen la probabilidad como modelo.

3. Para la aplicacion de los conocimientos aprendidos. Se recomienda el uso
principalmente de situaciones sobre toma de decisiones y situaciones ajenas al azar

que utilizan la probabilidad como modelo.
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Asi se proponen tres tipos de situaciones: las situaciones centradas en el célculo de
probabilidades (ampliamente tratadas en los libros de texto), las situaciones sobre toma de
decisiones (que seran abordadas en un proximo trabajo) y las situaciones ajenas al azar que

utilizan la probabilidad como modelo (a exponer en el presente trabajo).

En el siguiente apartado, se brinda lo que se entendera por las situaciones que utilizan la
probabilidad como modelo. Posteriormente se brindaran algunos ejemplos y finalmente, se
exponen los resultados obtenidos al solicitar a algunos estudiantes avanzados y docentes que

intenten resolver ciertas situaciones por medio de la probabilidad.

2. Situaciones ajenas al azar que utilizan la probabilidad como modelo

Por lo general, un requisito para utilizar la probabilidad como una herramienta para resolver

un problema es que el problema posea una situacion o experiencia azarosa.

Sin embargo, se puede presentar problemas desprovistos del azar, donde si aquel que lo
resuelve quiere utilizar la probabilidad, debe recrear dentro del problema una situacion
azarosa, modelando las relaciones de la situacidon problema con los elementos teoricos de la

probabilidad.

Este tipo de situaciones que utilizan la probabilidad como modelo requiere de un dominio
mas completo y complejo de la probabilidad, pues implican aplicar la probabilidad donde no
se ve, construyendo una situacion azarosa. En estas situaciones, aplicar el concepto adquirido

de probabilidad, implica crear las condiciones necesarias para aplicarlo.

(Como se aplica la probabilidad en este tipo de situaciones? Dado que la probabilidad es
una medida relativa (medida de la posibilidad de que suceda de un evento), ésta puede ser

utilizada para hallar ciertas medidas absolutas.

Mas concretamente, de acuerdo a la Generalizacion de la ley de Laplace, dado un evento X
de un espacio muestral equiprobable €, con u una medida asociada a Q, se tiene que la

probabilidad de que ocurra X es:
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P(X) = ((u(X))/(u(€2))).

Si P(X) y u(Q2) son conocidos, entonces se puede hallar la medida de X.

Asi, en ciertas situaciones que se requiera hallar una medida absoluta (por ejemplo la cantidad
de objetos o un area), esta se puede ver como la medida de un evento de una situacién azarosa

construida.

Para entender de qué estamos hablando, presentamos a continuacién algunos ejemplos de
estas situaciones, las cuales, en ciertos casos, se suelen abordar con la teoria de estimacion
de estadistica inferencial. Proponemos sin embargo, abordarlas por medio de la Ley de los
Grandes Numeros, involucrando la probabilidad frecuencial y el uso de la tecnologia.
Confiamos que este tratamiento, distinto al de la estadistica inferencial, brinde un camino

mas justificado para enfrentar estos problemas.

3. Ejemplos de situaciones ajenas al azar que utilizan la probabilidad como modelo

Aproximacion de un numero racional

Situacion #1. Halle numeros racionales que se aproximen a 7

Para resolver esta situacion, primero debemos ver © como la medida de algo. Una opcion es
verlo como el 4rea de un circulo de radio 1. Mas concretamente el circulo centrado en el

origen de un plano coordenado de radio 1.

Ahora, la medida escogida es el area, por lo que necesitamos un universo: una figura que
contenga al circulo y que tenga un éarea sencilla de averiguar. Una opcidn es considerar el
cuadrado centrado en el origen y de lado 2. Sea A el conjunto de puntos en el interior de
puntos y Q el conjunto de puntos en el interior del cuadrado. La representacion de las figuras

definidas es:
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N

Ahora, debemos crear una situacion azarosa: Se elige un punto al azar en el interior del
cuadrado. Note que el espacio muestral de esta experiencia aleatoria coincide con Q2. Ademas,

A es visto como el evento

A: el punto elegido esta en el interior del circulo.

Note que la probabilidad de A es

P(A)= éarea(A) / area(Q)= pi/4

De donde pi= 4*P(A)

Asi, si se obtienen aproximaciones racionales de P(A), y por tanto, aproximaciones racionales

de pi.

(Como hallar aproximaciones racionales de P(A)? Aqui se utilizara el concepto de
probabilidad frecuencial. Si simulamos un nimero n suficientemente grande de veces la

situacion azarosa, se tiene que P(A) es aproximadamente:
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(Numero de veces que sucede A) / n.

Notese que esta aproximacion es un numero racional.

Para simular la situacion se utilizara Excel. Es importante hacer notar que, el punto a colocar
aleatoriamente en el interior del cuadrado, queda determinado de manera unica por sus

coordenadas. La coordenada X del punto varia de -1 a 1, al igual que la coordenada Y.

(Como elegir un nimero al azar entre -1 y 1? Dados a y b reales tales que a<b, sea r un

numero al azar entre 0 y 1. Considere la variable Z dada por

Z=a +r(b-a)

Vamos a probar que Z sigue una distribucién uniforme entre a y b (Z~UJ[a,b]). Como

r~U[0,1], entonces

P(r<=k) = (k-0)/(1-0) =k paratodok entre 0 y 1 ~ (*)

Por lo tanto, si k esta entre a y b se tiene que

P(Z<=k)=P(a+r(b-a)<=k) =P(r<=(k-a)/(b-a))= (k-a)/(b-a)) por (*)

Obteniendo la distribucion acumulada de la uniforme, por lo tanto Z~U[a,b].

Ahora, r se puede obtener facilmente en Excel con la funciéon Aleatorio(). Ademas, de
acuerdo al resultado anterior, el valor z=a +Aleatorio()*(b-a) es un nimero real elegido al
azar entre a 'y b. En particular, un nimero al azar entre -1 y 1 es dado por Excel escribiendo:

-1+Aleatorio()*2.
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Para similar la situacién azarosa, escribimos en Excel:

A B C
1 Coordenada X de P | Coordenada Y de P (P pertenece al interior del circulo?
2 =-1+Aleatorio()*2 | =-1+Aleatorio()*2 =Si(A2*A2+B2*B2<1, “SI”, “NO”)

Luego, utilizando el mouse se puede arrastrar las formulas de la fila 2 hasta la fila 1001,
obteniendo 1000 simulaciones de la situacion azarosa. Si se cuenta el niimero de
simulaciones que tiene “SI” y se divide entre 1000, se obtiene una aproximacion racional a

P(A).

Asi, una aproximacion racional a PI se obtiene escribiendo en una celda en blanco de Excel:

=4 * CONTAR.SI(C2:C1001; “ST”) / 1000

Para hallar mejores aproximaciones, de acuerdo a la ley de los grandes ntimeros, se debe

aumentar el nimero de simulaciones.

Hallar la cantidad aproximada de ciertos objetos

Situacion #2. Se compra una bolsa de frijoles rojos. ; Cuantos frijoles hay en la bolsa?

Sea N la cantidad de frijoles en la bolsa. ; COmo determinar, usando probabilidades, el valor

de N?

Para ello, debemos recrear una situacion aleatoria, pero ;como recrearla, si todos los frijoles

son de un mismo color?
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La idea es sustituir una cantidad M de frijoles rojos tomados de la bolsa, por M frijoles negros

del mismo tamafio. Asi nuestra situacion azarosa, seria:

Elegir un frijol al azar de la bolsa. Considérese ahora el evento:

A: el frijol elegido es negro.

Notamos que, por la Ley de Laplace, que la probabilidad de A es

P(A)=M/N

De donde se obtiene que el valor buscado N, estd dado por M/P(A).

Por lo tanto, si tuviéramos una aproximacion de P(A), tendriamos el valor aproximado de N.

Hallando una aproximacion para P(A)

Por Ley de los grandes Numeros, si se extraen una cantidad suficientemente grande de n
frijoles de la bolsa y se obtienen en esa muestra m frijoles negros, una aproximacion a P(A)

sera:

P(A) aprox igual m/n. De ahi se tiene que m/n aprox igual M/N, de donde se obtiene que N

aprox igual (n*M)/m

/Serd buena esta aproximacion?

Para responder esta pregunta, suponga que la bolsa tiene N=150 frijoles y que este nimero
N se desconoce y simulemos el proceso en Excel. Suponga que ya se sustituy6 una cantidad

de frijoles negros por una cantidad de frijoles rojos.
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Asi en la primera columna, se enumeran los 150 frijoles y en la segunda columna indicaremos
el color de cada uno de ellos. Para tal efecto, se escribe en la celda BIl:

SI(ALEATORIO.ENTRE(0;1)=0; “Rojo”; “Negro”).

Hasta este instante hemos simulado la bolsa con frijoles rojos y negros, seguidamente se

procede a simular la extraccion de un frijol varias veces. ;Cémo se hace esto? Veamos.

Se va a simular la extraccion de n=80 frijoles de la bolsa. Recuerde que estas extracciones
son con reposicion, es decir extraemos un frijol, y se devuelve a la bolsa antes de la siguiente

extraccion.

Para extraer un frijol, en la celda D1, escribimos =ALEATORIO.ENTRE(1;150). Este valor,
nos da el namero del frijol extraido. Si esta formula la arrastramos hasta la celda D80, se
obtiene el nimero de los 80 frijoles extraidos. Seguidamente, en la columna E, colocaremos
el color de cada uno de estos frijoles extraidos. Pare ello, se debe de buscar el numero del

frijol en la columna A y ver su color en la columna B. Esto se logra escribiendo en la celda

E1: =BUSCARV(D1;$A$1:$B$150;2). {Con ello, hemos simulado la 80 extracciones!.

Ahora nos resta contar, de los 80 frijoles extraidos, los frijoles negros. Y ademas, hallemos

la aproximacién de N=150. Para esto, se escribe lo siguiente en las celdas respectivas:

F G H I
1 | Frijoles negros en la | Frijoles negros en los | Aproximacién | Aproximacion
bolsa 80 extraidos de P(A) de N
2 | =CONTAR.SI(B1:B150; | =CONTAR.SI(E1:E80; | = G2/80 =F2/H2
“Negro”) “Negro”)

Asi, se obtiene una aproximacion de la cantidad de frijoles en la bolsa, ;Qué tan buena es

estd aproximacion?
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El lector, puede notar que en la simulacion el valor en la celda I2 es bastante cercano a 150.
La calidad de la aproximacion dependera de la cantidad de frijoles extraidos (n) y del nimero

de veces que se simule la situacion aleatoria.

Se invita al lector a realizar otras simulaciones con diferentes valores de n, para que note que
este valor no puede ser demasiado grande ni demasiado pequefio. En estadistica se dice que

valor n debe ser mayor al 5% de N y menor al 95% de N.

En términos practicos, volviendo al problema, la cantidad de frijoles extraidos no debe ser

mezquina ni exagerada.

Determinar el area aproximada de una figura

Situacion #3. Determine aproximadamente el drea bajo la curva y=x? en el intervalo [0,1].

Este problema es muy similar a la primera situacion. Sea A la region a la cual se le quiere

determinar el area 'y Q el interior del cuadrado de vértices (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1):
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Ahora se necesita recrear una situacion aleatoria: se elige un punto Z al azar del interior del

cuadrado. Note que la probabilidad de que Z este en A es

B Area(4) oz
P(ZeA) = —Area(Q) = Area(A)

Asi, para determinar el area aproximada de A, basta hallar una aproximacion a la
probabilidad de que X pertenezca a A. Para ello, utilizando Excel, debemos simular la
eleccion al azar de un punto en el interior del cuadrado. Recuerde que un punto queda

determinado de manera tinica por sus coordenadas.

Se escribe en Excel:

A B C

1 | Coordenada X del punto Z | Coordenada Y del punto Z | ;El punto pertenece a A?

2 | =Aleatorio() =Aleatorio() = SI(B2<A2*A2; “SI”; “NO”)

Note que para saber si el punto estd en A se compara la coordenada Y del punto con la

imagen de la coordenada X del punto en la funcion f(x) = x2, por ejemplo:
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1 Z=(x,Y)

En este caso x°<y por lo tanto ZgA.

Luego, se arrastran las formulas de la fila 2 hasta la fila 1001, obteniendo 1000 simulaciones
de la situacidon azarosa. Si se cuenta el nimero de simulaciones que tiene “SI” y se divide

entre 1000, se obtiene una aproximacion a P(A), que es una aproximacion de A.

4. Conclusion

De acuerdo con lo desarrollado en este trabajo, nos damos cuenta del enorme poder que tiene
la probabilidad, como técnica para resolver algunos problemas como por ejemplo, la
aproximacion de nimeros irracionales, como estrategia para estimar el nimero de elementos

idénticos en un cierto recipiente y para estimar el area bajo una curva dada.

Hemos visto que los célculos de probabilidades de eventos son importantes, pero quedarse

alli seria desperdiciar la fortaleza que tienen las probabilidades para resolver problemas.

En sintesis, hemos propuesto que, para la introduccion del concepto de probabilidad, es
recomendable la utilizacion de situaciones sobre toma decisiones, que durante el proceso de
ensefanza-aprendizaje de probabilidad, deben predominar las situaciones centradas en el
calculo de probabilidades, pero combinandolas con situaciones sobre toma de decisiones y
situaciones ajenas al azar que utilicen la probabilidad como modelo. Por ultimo, para la

aplicacion de los conocimientos aprendidos, es recomendable el uso principalmente de
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situaciones, las cuales tengan que ver con la de decisiones y situaciones ajenas al azar que

utilizan la probabilidad como modelo.
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