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Resumen: Este es un proyecto de investigacion que pretende crear una propuesta pedagégica, justificada, comprobada, y
con el apoyo de Tecnologias de Informacion y Comunicacién. Se lleva a cabo en la Universidad de Costa Rica, con la
finalidad de mejorar significativamente el proceso de ensefianza y el aprendizaje de la Graficacion de Funciones en cursos

basicos de la matematica universitaria de las diferentes instituciones estatales de educacion superior.
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1. Planteamiento

La ensefnanza de la matematica en Costa Rica ha generado bajos resultados en bachillerato
que se ven reflejados, por ejemplo, en un bajo nivel mostrado en pruebas PISA (Programme
for International Student Assessment) y en el DiMa (Examen Diagnostica) de la Universidad

de Costa Rica, la cual sélo el 15% de los estudiantes aprueba (ver Figura 1.1).
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Figura 1.1: Distribucion de notas del examen de diagnostico en Matematicas, Universidad
de Costa Rica 2004-2013 (Ruiz, 2013)
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Paralelo a ello se ha venido dando una transicion a las nuevas tecnologias al punto que, segin
el INEC (INEC, 2015), al 2014, el 52,3% de los hogares contaban con alguna computadora
y el 55% tenia acceso a Internet y es mas comun observar Sistemas Tutores Inteligentes,
particularmente utiles en educacion a distancia, portales de aprendizaje como Educ@tico,
RELPE y CEDUCAR. Por tales razones la politica costarricense impulsa la creacion de

capacidades y competencias digitales (Ministerio de Ciencia y Tecnologia, 2011).

Segun Pena y Pena (Pefia & Pefia, 2007), el uso de las TIC (tecnologias de la informacion y
comunicacion) en educacion se asocia al progreso de sociedades de mayor desarrollo pues,
segin Rosado (Rosado, 2011), permite el desarrollo de metodologias alternativas para el
aprendizaje ante problematicas como ubicacion geografica, calidad de docencia y tiempo
disponible, aunque debe valorarse desventajas como un acceso desigual a la tecnologia, fallas
técnicas imprevistas que puedan interrumpir la clase, el desfavorecimiento del contacto
interpersonal entre estudiantes y estudiantes y docente, constante desactualizacion debido al

avance la las TIC y otras.

Es asi que tanto en Costa Rica como en otras latitudes son mas frecuentes los esfuerzos
dirigidos al trabajo con TIC. Ya en el 2011, en el marco del VII CIEMAC, se expusieron
proyectos como el de Viquez y Arroyo (Viquez & Arroyo, 2011), quienes tratan una serie de
guias metodoldgicas en las cuales trabajan como proyecto de tesis, apoyadas en el software
GeoGebra y la modelacion matematica para la introduccion del tema de Funciones Reales de
Variable Real. Su eleccion de utilizar GeoGebra para tal fin y no otro software, se debe a la
valoracion positiva del programa, por parte tanto de un grupo de expertos en tecnologia como
de docentes en matematica (ver Figura 1.2). Estos también coinciden en que las TIC
“propician ambientes de aprendizaje dinamicos, que permiten la visualizacion, la
manipulacion con ello, la exploracion y por consiguiente el descubrimiento, lo que aleja del

panorama tradicional” (Viquez & Arroyo, 2011).
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Figura 1.2: Modelacion de la funcion cuadratica en GeoGebra.

De manera analoga, Sarmiento et al. (Sarmiento, Torres, & Macias, 2011) en Colombia,
desarrollaron un software educativo llamado RYDUX (ver Figura 1.3) como apoyo en el
proceso ensefianza-aprendizaje del método de reduccion en la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales. Este permite la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con dos y
tres incognitas por el método de reduccion. Ademas, incluye modulos que contemplan temas
previos como: calculo del maximo comun divisor, minimo comun multiplo, suma y resta de

fracciones y descomposicion de nimeros como productos de sus factores primos.

o e Sisl emias de conachunes lnestes, ¥
RYDUX Es un que se ha
pera resolver de forma dil y te de
ecuaciones lineales utilizando el método de raduccion.

Tembién tiene ' Y acerca de
algunos temas que estén con la lucion de
ecuaciones como lo son: calculo del minimo comuin multiplo,
maximo comun divisory descomposiciénen factores primos .

Requerimientos Minimos:
~Computador con procesador Pentium (Cualquier version)
-Disco Duro de 40 Giga Bytes.

~512 Mega Bytes e memoria RAM (Random Acces Memory).

Figura 1.3: Resolucion de sistemas de ecuaciones en RYDUX.

RYDUX puede revelar la solucion de los ejercicios de manera instantdnea o mostrar el
procedimiento de resolucion, sin embargo, trata de inducir al usuario a que intente resolverlos

antes de conocer la solucion final (ver Figura 1.4).
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Figura 1.4: Sistemas de ecuaciones lineales en RYDUX.

2. Objetivos del proyecto
General

Desarrollar y valorar una unidad didactica utilizando tecnologias de informaciéon y
comunicacion (TIC), con software libre, que sirva de apoyo para la ensefanza del tema de
Graficacion de Funciones con énfasis en el método de transformacion de funciones, en

diferentes cursos basicos de Matematicas de las universidades estatales.
Especificos

e Determinar insumos computacionales pertinentes para su implementacién en la
ensefianza de Graficacion de Funciones con ¢énfasis en el método de
transformaciones.

e Identificar, de forma tedrica, los procesos didacticos que pudieran propiciar un mejor
aprendizaje de los conocimientos inherentes a la Graficacion de Funciones con
énfasis en el método de transformaciones.

e Disefiar e implementar una unidad didéctica con elementos tedricos y practicos de
Graficacion de Funciones, con la intermediacion de tecnologias de informacion y
comunicacion.

e Describir la actitud de los estudiantes de un grupo experimental ante el tema de
Graficacion de Funciones con el apoyo de TIC, respecto a uno de control.

e Cuantificar la eficiencia alcanzada de la unidad didéctica, respecto al nivel de
adquisicion de conceptos y procesos por parte de los estudiantes.

202



Para poder alcanzar estos objetivos la investigacion se estaria aplicando en el curso de
Precalculo MA-0001 de la Universidad de Costa Rica, eso si respondiendo al objetivo del

curso:

“Trazar mediante transformaciones (verticales, horizontales, reflexiones,
simetrias, compresiones y elongaciones) grdficas de criterios que
involucran una funcion: lineal, cuadratica, cubica, valor absoluto,

1

racional, raiz cuadrada, exponencial, logaritmica ...’

Como se aprecia, dicho objetivo excluye la graficacion de funciones trigonométricas, por lo

que la investigacion también lo hace.

3. Graficacion por transformaciones en diferentes latitudes

La Escuela de Matematica de la Universidad de Costa Rica cuenta con plataformas que
refieren a temas de los cursos Matemadtica Aplicada y algunos de ellos cuentan entre sus

contenidos con el tema de Graficacion de Funciones.

Particularmente, en el enlace del curso Matematica Elemental MA-0125 en Moodle cuenta
con archivos teoricos sobre graficacion de funciones que exponen transformaciones como
traslacion horizontal y vertical, elongacion y compresion, rotacion y el valor absoluto de

algunas funciones bésicas: lineal, cuadratica, ctbica, radical y racional (ver Figura 3.1).

AMBAS TRASLACIONE'S"(/Z)/‘

g:R->R g(x)=x"+2x-3 Completando
X)=(x+1 o 4 cuadrados
a(x)=( ) G
\ ; " grdfica
\ I basica
/ origina esta
i \ 't / funcion?
\__/ |
4=

1 FERoR f(x)=x2 2Cuadles son
-t . las

N | fransforma_
/ ciones?

g:R-H R g(x)=f(x+1)-4

4

Figura 3.1: Ejemplo de graficacion elaborado por la Prof. Silvia Mora para el curso de
Matematica Elemental MA-0125.
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Por su parte, la Revista Digital Matematica: Educacion e Internet (Instituto Tecnologico de
Costa Rica, 2014), se exponen varios applets relacionados al tema en cuestion: Rectas,
Parabolas, Dominio de una Funcion, Dominio de una Funcién con Intervalos, Ambito de una
Funciéon, Ambito de una Funcién con Intervalos, Pares Ordenados, Pares Ordenados y
Griafica, Intervalos Eje X, Intervalos Eje Y y Graficador General, como los que se muestran

en las Figuras 3.2 y 3.3.

Ejemplo 1 ~

Ejemplo 2 : ez Sl
Elompio3 18 T £m em
ATIEPE @ N B0 1R RISCE DAND e L SOOI BIEE
Figura 3.2: Applet con propuesta de Figura 3.3: Ejemplo de las
dominio de la funcion. transformaciones que dan origen a una

funcion.

Ya fuera de las fronteras costarricenses, en Latinoamérica se localizan pocos trabajos
relacionados. Algunos de ellos corresponden a un articulo titulado “El Graficador como
Herramienta para la Clase de Matematica” que acude al graficador Graphmatica en
funciones exponenciales y logaritmicas (Leston) (ver Figura 3.4); un material escrito de
apoyo procedente de Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas, que incluye “Graficacion
de Funciones: Transformaciones” 'y ejemplifica diferentes transformaciones y la
combinacion de estas (ver Figura 3.5); y en Puerto Rico, el “Tutorial de Matematicas”™
(Cuevas, Figueroa, Novoa, & Serquén, 2015), mediante applets, muestra ejemplos teoricos

de transformaciones (Figuras 3.6 y 3.7).
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© Envreca conto v @ v Comando

Figura 3.4: Combinacion de transformaciones. Figura 3.5: Transformaciones de la
funcion definida por f(x)=2".

Reflexion de graficas Ejemplo: Reflexién de gréficas

Para gréficar y = -f(x), refleje la grifica de y = f(x) en el eje x.
Trace la grafica de cada funcidn:
Para graficar y = f(-x), refleje la grifica de y = f{x) en el ejey.
W f(0)=— , b) gl ==

¥ ¥ p=x
glxy=+-x —
v = fix)
w v = fl-x) flxy==x*
Figura 3.6: Reflexion de la grafica. Figura 3.7: Ejemplo de reflexion de

graficas.

En los Estados Unidos se puede ubicar investigaciones como ‘“How Graphing Calculators
and Visual Imagery Contribute to College Algebra Students’ Understanding the Concept of
Function” (Lane, 2003), que detalla un estudio de casos cualitativo que muestra el papel de
las calculadoras graficas y determina como éstas y las iméagenes visuales contribuyen a la
comprension de las funciones, por parte de los estudiantes universitarios. Los datos utilizados
en este estudio se basaron en entrevistas y revision de documentos y fueron analizados
mediante el uso de dos marcos teoricos: Translating component for understanding functions,

O’Callaghan (1998) y Role of graphing calculator approaches, Ruthven (1990).

En Espafia, el Proyecto Descartes (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte de Espana,
2015) del Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte surgioé para promover nuevas formas

de ensenanza y aprendizaje de las Matematicas integrando las TIC en el aula como
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herramienta didactica. Ofrece materiales didéacticos para el aprendizaje de las matematicas,
en los niveles de ensefianza no universitaria y en ¢l se puede encontrar el vinculo de

“Transformaciones de funciones: Traslaciones y Dilataciones” (Figuras 3.8 y 3.10).

En este apartado vamos a analizar cémo, a partir de la grafica de una determinada funcién y = fi(x), se puede representar con facilidad la gréafica de-
cualquier funcidn de la forma y = f(x-a), siendo a un nimero real cualguiera.

S W

e |

|| En la escena adjunta se muestra la grafica de la funcion f{x)=x-3x. En la
parte inferor e muestran dos ecuaclones: en azul la de la funcldn anterlor y

| en rojo la de la funcion
™\ } alx)=(x-a)*-3(x-a).
Dale al a valores tanto positivos como negativos y obsonva quce

f alx.‘-:x-l?nf{-):} iy et
J { Vi

Observa que sl a>0, la grafica se desplaza horizontalmente hacia Iz

derecha a unidades y si a<0 hacia la izquierda. Es decir, estamaos haclenda

una traslacion de vector v(a,0}, de tal modo que las abscisas de todos los
puntos de la grafica o d en a unidad

|
yo{a-n1-1-3¢ {1-n Ty

] . e ]

Ohserva que el méximo y minimo relativo de la funcidn se ¥ L te a unidades cuando varl el a.

Figura 3.9: Traslacion horizontal.

yatme  geatxs
i I a :i: 5.5 b ﬂl.m c :I: -0.10 "ﬂ!ﬂfﬁf'l

Figura 3.10: Simetria respecto al eje de las abscisas.

Pero también existen opciones como la pagina web del Instituto Nacional de Tecnologias
Educativas y de Formacion del Profesorado en donde se encuentra un enlace con el ejemplo
de una funcion cuadratica creada en GeoGebra (Arias), que permite al usuario variar uno o

mas parametros y, con ello, aplicar un maximo de siete trasformaciones: reflexiones,

traslaciones, elongaciones y valor absoluto (ver Figuras 3.10).
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Funciones elementales - Transformacién de funciones

TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

Of X+3 Yy pOr y+3, X por -x, y por a*y, etc
dos de Ia izquierda para visualizar u ocultar 1as graficas.

v

(x+3.1-2) (
)
I 1%
W fe+a

W fix+a)

f(x)=(x-2) (x+2)

e Puedes redefinir f(x)= en la barra inferior

I fax)
W 1ol

14 12 10 8 ) \ - V o /2 P ] 8 10 12 13 18 18

©) Entrada: * ~ @ v Comando._. ~

Figura 3.10: Transformaciones de una funcion.

4. Pensamiento complejo y unidad didactica

La unidad didéctica que se pretende implementar esta disenada considerando parametros del
Pensamiento Complejo (Margery, 2010), caracterizada por la no linealidad y regido por los

principios de:

Simplicidad: El ser humano tiende a simplificar la realidad para abarcarla y entenderla de

una manera global.

Vision sistémica: La combinacion de diferentes interacciones de los componentes de un
sistema complejo puede dar lugar a propiedades emergentes, conductas del sistema visto

como un todo.

Co-vision: Toda vision esta marcada por diferentes perspectivas de los observadores, quienes

interpretan lo que ven y tienen visiones fragmentadas de la realidad.

Para el abordaje de la unidad didactica, se pretende complementar la memoria auditiva
potenciando la visual mediante el uso de recursos informaticos, sin dejar de lado la
construccion de esquemas en la graficacion de una funcion por el método de

transformaciones automatizando algunos de los procesos.
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Debido a la variabilidad de tareas de aprendizaje que propone el Pensamiento Complejo, la
unidad didactica esté estructurada en dos o tres sesiones (segun el tiempo disponible para el

tema, a partir del cronograma del curso), con las siguientes actividades:

e Motivacion.

e Exposicion magistral.

e Exposicion de ejemplos con apoyo de TIC.
e Tareas formativas.

e Diagnostico de conocimientos adquiridos.

e Verificacion y resolucion apoyado en TIC.

Ademas, el uso de softwares permite al estudiante un control considerable de su aprendizaje
cuando verifica con ellos los resultados que obtiene con el solo uso del lapiz y el papel. Por
tal razon, se elabord en GeoGebra una serie de Modulos de graficacién que permiten tales

tareas. Ellos son:

Moédulo 1: Permite esbozar hasta tres graficas en un mismo plano, en dominios
comprendidos entre —20 y 20. Pretende brindar al estudiante una mejor nocidn de la relacion

de la grafica con el criterio que la define, siendo ademas amigable al usuario (ver Figura 4.1).

Modulo 2: Permite representar rapida y eficientemente cada una de las graficas que se
obtienen a partir de la ecuacion de una funcion basica, dejando el “rastro” de cada una de
ellas y resaltando la Gltima. El usuario puede seleccionar una de las opciones de funcion
basica y variar el o los pardmetros que considere necesarios, puede verificar tanto la ecuacion

como la grafica que se obtiene con las diferentes variaciones (ver Figura 4.2).

Moédulo 3: Se complementa con el Modulo 2, pero centrandose ya no en la variacion de

parametros sino en las transformaciones (ver Figura 4.3).
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5. Metodologia

Se utiliza una metodologia cuasi-experimental con un grupo experimental y otro control.
Ademas, la investigacion se valdra de test y cuestionarios objetivos para hacer un analisis de
la situacion, con la utilizacion de técnicas estadisticas en el andlisis de datos y generalizacion

de resultados.

De esta manera se pretende verificar o refutar las siguientes hipotesis respecto a la

implementacién de la propuesta didactica planteada:

e Eluso de TIC puede crear un ambiente mas cercano y agradable para el estudiantado.

e La implementacion de diversas técnicas de transmision de conocimiento le permite
al estudiante un panorama mads claro de los conceptos y procedimientos y, por lo
tanto, mas perdurable.

e Con el uso de TIC se logra un aprovechamiento mas eficiente del tiempo disponible

para abordar el tema, dentro y fuera de clase.
Fuentes de informacion

Se requiere de fuentes de informacion bibliografica, preferentemente, primarias, con el fin
de fundamentar las razones del porqué de la investigacion, basados en experiencias
nacionales y foraneas; asimismo, para el desarrollo de una propuesta didactica y la validacion
de los instrumentos elaborados y los resultados obtenidos. Entre las fuentes de informacion

S€ cuentan:

e Memorias de congresos nacionales e internacionales y publicaciones de
investigaciones en el area.

e Sitios web especializados en materiales cientificos, particularmente, en el area de
matematicas.

e Libros y materiales de uso comun en los cursos en los cuales se trata el tema planteado
en el presente trabajo.

e Libros y publicaciones de andlisis de datos.

Aunado a las anteriores fuentes, se contaria con la informacion que puedan aportar los
profesores expertos en el tratamiento del tema y los estudiantes de estos grupos, mediante los

siguientes instrumentos:
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Encuestas

Estas seran dirigidas a los estudiantes de dichos grupos de control y prueba con la finalidad

de recolectar su apreciacion y conocer su actitud respecto al tema en cuestion.
Entrevistas

Estas seran implementadas en los profesores expertos y los docentes de curso, para preparar
una propuesta educativa acorde a las exigencias del tema por tratar y validar los insumos

preparados para tal fin.
Procedimientos

El estudio se aplica en el curso de Precalculo MA-0001, de la Escuela de Matematica de la
Universidad de Costa Rica. Para ello se estima conveniente primero poner en practica la
propuesta didactica s6lo con el fin de depurar aspectos como el tiempo disponible, insumos

y los mismos ejemplos y ejercicios que pudiesen usarse posteriormente.

Paralelamente, algunos expertos, docentes conocedores del manejo del tema en el nivel
correspondiente, validan los insumos y hacen las observaciones pertinentes para la mejor

adaptacion de las mismas.

Ya depurada la propuesta, se contaria con un grupo experimental y otro control, tratando de
mantener condiciones homogéneas en ambos casos, de manera que sea viable detectar los
efectos que pudiera provocar la aplicacion de la propuesta didéctica. Para el primer caso, se
contaria con las actividades propuestas en la presente investigacion; para el segundo, se
dictarian clases expositivas, sin el apoyo de TIC y apegadas a los mecanismos que

tradicionalmente se implementan en el curso.

Cabe destacar que los profesores expertos que cooperen con la investigacion deberan ser

seleccionados por su experiencia y posicion en la catedra a la cual pertenezcan.

La evaluacion no solo contempla los resultados académicos de los estudiantes pues este rubro
es solo uno mas que permitiria la evaluacion integral del efecto que la propuesta y el uso de
TIC pudiesen tener en el proceso de aprendizaje de la Graficacion de Funciones por el
Meétodo de Transformaciones. También se espera medir aspectos tales como su eficiencia
respecto al manejo del tiempo disponible por el profesor, tiempo dispuesto por el
estudiantado para el estudio del tema, actitud de los estudiantes ante la metodologia

empleada. En dicha evaluacion intervendria un diagnoéstico de los conocimientos basicos de
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los estudiantes respecto al tema, la aplicacion de pruebas cortas en las diferentes sesiones y

los resultados arrojados en la prueba correspondiente al curso.
6. Conclusiones y recomendaciones

El proyecto esta formulado para aplicar la Unidad Didéctica en el curso de verano del 2016
de la Universidad de Costa Rica, que se extenderia los meses de enero y febrero, para asi

iniciar inmediatamente después con el analisis de los resultados.
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