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Resumen: En este taller, mediante una serie de guias, se pretende explicar a los participantes, algunos proce-
dimientos para graficar curvas y superficies en el espacio tridimensional. En primera instancia se dan algunas
explicaciones sobre comandos bésicos de GeoGebra, y posteriormente se procede a explicar la manera de

parametrizar y graficar las ecuaciones de ciertas superficies (planas, cilindricas y cuddricas) en GeoGebra.
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1. Infroduccién

El uso de herramientas computacionales en la ensefianza de la matemética, cada dia es mds frecuente,
maxime en aquellos temas que involucran graficacion de curvas o superficies, ya sea en el plano o en el

espacio.

Sin embargo, en muchos casos a pesar del deseo de los docentes por utilizar dichos recursos, surge la
limitante del costo econémico o que la curva de aprendizaje para su uso, no es la adecuada para quien

no tenga una buena formacién en programacion.
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En algunos casos, estas dos dificultades pueden ser solventadas por programas gratuitos que presentan
excelentes caracteristicas para ser utilizados en el campo de la ensefianza, uno de estos programas es

GeoGebra, el cual aparte de ser gratuito, es facil de instalar y de usar, mediante las guias apropiadas.

La versatilidad de GeoGebra, en sus diferentes versiones es una herramienta que en particular se
convierte en una ayuda para graficar curvas en el plano, curvas y superficies en el espacio, utilizando

las parametrizaciones adecuadas.

2. Aspectos generales

El taller esta dirigido a docentes universitarios, dado que es graficacién en tres dimensiones (3D), sin
embargo como drea de conocimiento podria ser de interés para docentes de primaria y secundaria. Es

necesario que los participantes cuenten con conocimientos basicos del programa.

Se requiere de un laboratorio con video bean, y el programa GeoGebra instalado en las computadoras

de los participantes.

El objetivo de este taller es aportar a los docentes del campo de la matematica algunos ejemplos en
una guia de trabajo, donde se explicard paso a paso la manera de utilizar el programa GeoGebra para

graficar curvas y superficies.

Para el logro del objetivo propuesto, el taller estd organizado en dos sesiones distribuidas de la siguiente

forma:
Primera Sesion (2 horas)

A. Aspectos basicos de GeoGebra B. Graficacién de curvas
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C. Graficacion de superficies

Planos

i

-
=

Segunda Sesidén (2 horas)

A. Graficacién de superficies cuddricas

Cilindros

B. Trazas de superficies cuddricas

C. Diseflo y manipulacién de objetos visibles
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3. Guias de trabajo

Primera Sesién (2 horas)

A. Aspectos basicos de GeoGebra
En primer lugar debe tener instalado en su computadora la herramienta GeoGebra, la cual es
gratuita y se puede descargar en la siguiente direccion de Internet: https://www.geogebra.
org/download. Cuando la tenga instalada, en sus programas aparecerd uno con el siguiente

icono:

Al entrar al programa tendrd la siguiente pantalla de inicio:

& e - ol

En el mend superior, ingrese a Vista y luego a Vista Grafica 3D:

L) GeoGet

Archivo Edita Mista) Opdiones Herramientas Ventana Ayuda

. All=| vista Aigebeaica Cir+Maylis+A
R o " Hoja de Célculo Clri+Mayis+s |

b Vists Algeb) £ Calculo Simbdlico (CAS) Ciri+Mayus+K
& Vista Grifica Cii+Mayis+1 |,
a Vieta Grifica2? Chi+Mayis+2
£y Vista Grafica 3D Chri+Maylis+3
we Prolocoio de Construccion Ciri+Mayis+L i
4. Cdlculos de probabilidad Ciri+Maylis+P
[ Tedado
+ | Bama de entrada

. Disposicién

Actualiza las Vistas (impla rastras) Clri+F
Racdlculo de todos los objelos Cii+R

[

Maximice su ventana y ordene las vistas tal como se muestra a continuacion:

B r g
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El mend en la parte superior cambiard de acuerdo a la vista grafica que tenga seleccionada. En

Vista Gréfica 3D, se tiene el siguiente menu:

EllA ] Pl )b @] ] X[ xed )

Y en la Vista Grafica 2D, se tiene el menu:

De click derecho sobre la Vista Gréfica 3D y desmarque la opcién de plano.

Nuevamente, con click derecho sobre la Vista Grafica 3D ingrese a Vista Gréfica para poder
modificar algunas preferencias. En preferencias desmarque “Mostrar el recorte” y cambie el

tamafio de la caja a grande.

Freternea =

En preferencias hay otro mend en la parte superior, seleccione EjeX para rotular el eje, en Rétulo

escoja la x. Realice lo mismo para los ejes y y z, y cierre la ventana.
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& Preferencias
THI&BEES
Bisico EjeX | EjeY | Eje | Cuadricula | Proyecciin

| Eje-x

|+| MOmeros en gradaciones
[] Solo la rama positiva

[ Distancia: |1
Gragaciones:| | | | ¥

Ratulo:|]] v Unidad: v

[ o i vty s 3

La Vista Gréfica 3D se puede girar, para lograrlo seleccione el icono ' en el ment superior
del programa.

Luego de click sobre la Vista Grafica 3D y manteniendo presionado el ratén, deslice hacia arriba,
abajo, derecha o izquierda el sistema de coordenadas para girarlo.

Para ocultar o mostrar los objetos creados, puede utilizar la Vista Algebraica, para ello debe dar
click en el punto azul que aparece al lado izquierdo de cada objeto, si el punto esta en color
blanco el objeto estd oculto.

Para cada uno de los ejemplos se recomienda utilizar un archivo diferente, puede organizar uno
con las caracteristicas deseadas, guardarlo y duplicarlo las veces que sea necesario. Luego, solo

le debe cambiar el nombre, que podria ser el nombre del ejemplo que estd trabajando.

. Graficacion de curvas

Para poder graficar una curva en GeoGebra, primero se tiene que parametrizar, para ello utilice

las parametrizaciones que se muestran en la pagina 292.

Segmento de recta

Considere el segmento de recta que pasa por los puntos A(2,0,1) y B(1,3,2).

Realice la gréifica del segmento de recta en GeoGebra.

Solucion

Primero se parametriza el segmento
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xX=2—t
c(t):q y=3t t€1[0,1]
z=1+4t¢
Abhora se ingresa a GeoGebra la curva, para esto se escribe la palabra “Curva” en la celda de
entrada que se encuentra en la parte inferior de la pantalla, GeoGebra le completard la gufa para
ingresar la curva, usted debe seleccionar la que indica <Expresién> en tres ocasiones, ya que

esta es la utilizada si se desea graficar en tres dimensiones:

Curva[ <Expresi6n=, <Expresién=, <Parametro=, <Valor inicial=, <Valor final=

Curval <Expresion=, <Expresidn=, <Expresidn>, <Pardmetro=, <Valor inicial=, <Valor final> ]|
Curvalmplicita] <Lista de puntos=]

Curvalmplicita[ <f(x, y)=]

CurvaTriangular] <Punto=, <Punto=, <Punto=, <Ecuacién=]

Curvatura[ <Punto=, <Objeto (funcién o curva)=]

Entrada: cur

Donde indica <Expresion> se debe escribir la parametrizacion de las tres variables, en el orden
X, ¥, 2-

En <Pardmetro> se escribe ¢, <Valor inicial > y <Valor final> corresponde a los extremos del
intervalo donde se evaluard el pardmetro, en este caso ¢ € [0, 1].

Su entrada debe quedar de la siguiente manera:

Entrada: Curva[2-1, 31, 1+1,1,0, 1]

Cuando haya terminado, pulse la tecla “Enter” para poder ver su segmento. Puede girarlo para
tener diferentes vistas.

También puede graficar los puntos, para observar el inicio y final del segmento, para ello escriba:
(2,0,1) en la celda de entrada en GeoGebra, pulse la tecla “Enter” para poder ver su punto. Haga

lo mismo con el punto (1,3,2).

N}
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Si se desea mejorar el dibujo, puede agregar algunas lineas punteadas para que indiquen la
ubicacién de los puntos.

Los segmentos o lineas también se pueden agregar sin parametrizar, escriba la palabra “Segmento”
en la celda de entrada en GeoGebra y le completard la guia para ingresar el segmento, usted debe

seleccionar la que indica de punto a punto:

Segmento[ <Punto (extremo)=, <Punto (extremo)= ]
Segmento[ <Punto (extremo)=, <Nuimero (longitud)= ]
SegundoMiembro[ <Ecuacion=]

Entrada: seq

Su entrada debe quedar de la siguiente manera:

Cuando haya terminado, pulse la tecla “Enter” para poder ver su segmento.
Para dibujar el segmento, punteado de click derecho sobre este, puede ser en la Vista Gréfica 3D

o en la Vista Algebraica y seleccione “Propiedades’:

Segmento ‘
® b=
Segmento b: Segmento [(2, 0, 0), (2, 0, 1)]
Objeto visible
Etiqueta visible

- HE

Rastro

& N

Renombra
Borra

Propiedades .

En esta ventana selecciones “Estilo” y luego en “Estilo de trazo” escoja uno punteado:

Luego cierre la ventana.
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Cada vez que se crea un objeto utilizando la celda de entrada, debe terminar pulsando la tecla

“Enter” para que el programa grafique el objeto editado.

Repita este procedimiento para crear tres segmentos mas: el primero de extremos (1,0,0),

(1,3,0), el segundo de extremos (0,3,0), (1,3,0) y el dltimo de extremos (1,3,0), (1,3,2).
Recuerde darles estilo punteado.

|

Circulo

Considere el circulo de ecuacién:

Realice la gréfica de la curva en GeoGebra.

Solucion

Primero se parametriza el circulo

x=142cost
C(t): y:2—|—25en[ . ZG[O,27T]
z=4

Abhora se ingresa a GeoGebra la curva, para esto se escribe la palabra “Curva” en la celda de
entrada que se encuentra en la parte inferior de la pantalla, GeoGebra le completard la guia para

ingresar la curva, usted debe seleccionar la opcién que indica <Expresién> en tres ocasiones:
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Curval <Expresion=, <Expresion=, <Parametro=, <Valorinicial=, <Valor final= ]

Curva[ <Expresion=, <Expresion>, <Expresidn>, <Pardametro=, <Valor inicial>, <Valor final> ]
Curvalmplicita[ <Lista de puntos=]

Curvalmplicita[ <f(x, y)=]

CurvaTriangular] <Punto=, <Punto=, <Punto>, <Ecuacién=]

Curvatura[ <Punto=, <0Objeto (funcidn o curva)=]

Entrada: curva

Su entrada debe quedar de la siguiente manera:

Entrada: Curva[1+2*cos({), 2+2"sin(i), 4,1, 0, 2pi]

El valor de 7 lo puede escribir como “pi” (sin las comillas), o tomar al final de la linea donde
esta escribiendo, dando click en:
Cuando halla terminado, pulse la tecla “Enter” para poder ver su circulo. Puede girarlo para tener

diferentes vistas.

También puede graficar su centro, para ello escriba: (1,2,4) en la celda de entrada en GeoGebra

y pulse la tecla “Enter” para poder ver su punto.

Si se desea mejorar el dibujo, puede agregar algunas lineas punteadas para que indiquen la
ubicacidn del centro.

Los segmentos que necesita son: el primero de extremos (1,0,0), (1,2,0), el segundo de extremos
(1,2,0), (0,2,0) y para finalizar uno de extremos (1,2,0), (1,2,4).

Cada vez que se crea un objeto utilizando la celda de entrada, debe terminar pulsando la tecla

“Enter” para que el programa grafique el objeto editado.
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Hipérbola

Considere la hipérbola de ecuacién:
(z=k)? _

(y—j)*
b2 i c? =1

xX=1

Donde i, j, k,b y c seran valores cambiantes.

Realice la gréfica de la curva en GeoGebra.

Solucion

Primero se parametriza la hipérbola

x=1i
0) - ‘e -7 3z
c(t): = ; —_—, =
y=j+bsect ; D)
z=k+ctant

Para realizar esta gréfica, se deben crear varios objetos llamados deslizadores.

Para lo anterior, de click derecho sobre la Vista Gréfica 2D y seleccione la opcion “Ejes”, con

esto se ocultardn los ejes de la Vista Gréfica.
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» Vista Grifica #

Vista Grifica
| Eps
£ cuadricula
Barma de Navegacién
Q Zoom
EleX: EleY
Encusare o 1ages 103 objelos
Vista estandar ]

# VistaGrfica

) 3 3 A a T 1 H

Seleccione el deslizador del menu superior:

a=2

Deskzador
Clic #n pundo o posicidn de la Vista Grifica en que se ubicard

De click en la Vista Gréfica 2D donde desea colocar el deslizador, y complete la informacién

que se le solicita, el deslizador se llamard b, con un valor minimo de 1 y méximo de 5, luego

seleccione “OK”.

Deslizador
® Nimero Nombre
O Angule °
(O Entero [] Aleatorio

Intervalo | Deslizador | Animacian

Win: 1 Max 5 Incremento

oK Cancela

Debe crear un deslizador mas 1lamado ¢, con las mismas caracteristicas.

Si desea cambiar algunas de las propiedades del deslizador, solo debe dar click derecho sobre la

linea del deslizador y seleccionar ‘“Propiedades”:

b=1

(-

c=q
Himero ¢
Objetovisible

l Etigueta visible
Animaciin
[+] objetasio
# | Posicitn absoluta en pantalia

sl Renombra
/. Bora

¢ Propiedades
Para crear los deslizadores del centro de la hipérbola use la misma herramienta, para este caso lo
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que cambiard son las caracteristicas. Se necesitan tres deslizadores mas, llamado i, j y k, con un
valor minimo de —5 y méximo de 5, luego seleccione “OK”.

Por el momento deberia tener los siguientes deslizadores:

Vista Grafica

' 9

=
i

Abhora se creard una hipérbola que dependa de los deslizadores creados anteriormente, esto se
realiza escribiendo la palabra “Curva” en la celda de entrada que se encuentra en la parte inferior
de la pantalla, seleccione la opcién que indica <Expresion> en tres ocasiones y complétala de la

siguiente manera:

Entrada: Curvali, j +b sec(t), k + c tg(), 1, -11/2, 3 11 /2]

Lo que se muestra en azul, son los deslizadores creados anteriormente, y lo que aparece en gris
son los pardmetros de la curva.

Cuando halla terminado, pulse la tecla “Enter” para poder ver su curva. Puede girarla para tener
diferentes vistas, y variar los deslizadores para obtener diferentes curvas.

Para graficar el centro de la curva, y que este varie conforme mueve los deslizadores, escriba en
la celda de entrada: (i, j, k) y pulse la tecla “Enter”, con esto se creard un punto, el cual se mueve

cada vez que mueve el deslizador:
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Si se desea mejorar el dibujo, puede agregar algunas lineas punteadas para que indiquen la

ubicacidn del centro, estas lineas deben depender de los deslizadores i, j, k.

A

== Ejercicios 0

Realice la gréfica en GeoGebra de las siguientes curvas:

12 _12

(c+1? , (=1)

1 4 9
y=3

=1

cly—j)=(z—k)?
2 b==( ) .Donde i, j,k y c serdn valores cambiantes.

C. Graficacion de superficies: planos y cilindros
Para poder graficar una superficie en GeoGebra, primero se tiene que parametrizar, para ello,

utilice las parametrizaciones que se muestran en la pagina 293.

Plano

Ejemplo 4
Considere el plano de ecuacion:
3x—2y+z=4

Realice la gréfica del plano en GeoGebra.
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Solucion

Primero se parametriza el plano

X=u
s(u,v) : y=v ; uclkR,veR
z2=4—-3u+2

Ahora se ingresa a GeoGebra el plano, se puede hacer de varias formas:

a)

b)

Se escribe: 3x — 2y +z = 4 en la celda de entrada que se encuentra en la parte inferior de la
pantalla:

Entrada:|3x-2y+1=4

Cuando haya terminado, pulse la tecla “Enter” para poder ver su plano.
Se escribe la palabra “Superficie” en la celda de entrada que se encuentra en la parte
inferior de la pantalla, GeoGebra le completard la guia para ingresar la superficie, usted

debe seleccionar la opcion:

‘ Entrada: |super
Superficie] <Expresion>, <Expresion>, <Expresion>, <Pardmetro 1>, <Valor inicial 1>, <Valor final 12, <Pardmetro 2>, <Valor inicial 2>, <Valor final 2> ]

Donde indica <Expresiéon> se debe escribir la parametrizacién de las tres variables, en el
orden x,y, z.

En <Pardmetro 1> se escribe u#, <Valor inicial 1> y <Valor final 1> corresponde a los
extremos del intervalo donde se evaluara el parametro 1, en este caso u € IR, pero es
recomendable darle un intervalo, por lo que se puede usar u € [—20,20].

En <Pardmetro 2> se escribe v, <Valor inicial 2> y <Valor final 2> corresponde a los
extremos del intervalo donde se evaluard el parametro 2, en este caso v € IR, de la misma
manera es recomendable darle un intervalo, por lo que se puede usar v € [—20,20].

Su entrada debe quedar de la siguiente manera:

Cuando haya terminado, pulse la tecla “Enter” para poder ver su superficie.
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También puede graficar los puntos de interseccion del plano con los ejes, ademas las lineas que
unen estos puntos, para ello calcule los puntos y los grafica escribiéndolos en la celda de entrada
en GeoGebra.

Estos puntos de interseccion son (0,0,4) , (0,—2,0) y (%,0,0). Es probable que el programa
haya etiquetado sus puntos con “A,By C”.

Luego en la celda de entrada escriba la palabra “Segmento” y complete la guia para ingresar el
segmento, usando la opcién que indica de punto a punto:

Segmento[ <Punto (extremo)=, <Punto (extremo)= ]
Segmento[ <Punto (extremo)=, <Numero (longitud)=]
SegundoMiembro[ <Ecuacion=]

Entrada: seq

Su entrada debe quedar de la siguiente manera:

Pulse la tecla “Enter” y agregue los otros dos segmentos (de BaCy de C a A).
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Cilindro

Considere el cilindro de ecuacidn:

(x=2? (-1

=1
4 9
Realice la gréfica del cilindro en GeoGebra.

Solucién
Primero se parametriza el cilindro

x=2+2secu

- 3
s(u,v): ¢ y=1+3tanu ; ue TRE) ,VER
=V

Ahora ingrese a GeoGebra la curva, su resultado debe verse de la siguiente manera:

Si se desea mejorar el dibujo, puede agregar algunas lineas punteadas para que indiquen el trazo

de la curva directriz que genera al cilindro.
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—| Ejercicios 0

Realice la gréifica en GeoGebra de los siguientes cilindros:

(x+3)?  O0+1)? _
I

4 (y—2)2+(z—1)>%=4

3 1

5 = —(z—2)= (-3

Segunda Sesién (2 horas)
A. Graficacion de superficies cuadricas

Ejemplo 6

Considere el elipsoide de ecuacion:

(=172 =27 (2=2)°
e

=1

Realice la grafica de la superficie en GeoGebra.

Solucion

Primero se parametriza el elipsoide

x=1—2cosusenv
s(u,v): ¢ y=2—3senusenv ; u€[0,2x],v e [0,7]
z=2—1cosv

Ahora ingrese a GeoGebra la curva, su resultado debe verse de la siguiente manera:
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Abhora utilice deslizadores para hacer que cambie el centro del elipsoide y los valores en el

denominador de cada fraccién en la ecuacion del elipsoide.

(X;zi)2+(y—j)2+(z—k)2 _

b? c? !

Los valores de i, j, k pueden variar entre un valor minimo de —5 y mdximo de 5. Y los valores de
a,b,c pueden variar entre 0 y 5.

Construya los siguientes deslizadores:

b UistaGratica

3=1

. -

Si desea cambiar algunas de las propiedades del deslizador, solo debe dar click derecho sobre la

linea del deslizador y seleccionar ‘“Propiedades’:

b Vista Grafica

a=1

Nimero ¢

*.| Objetovisible
As| Etiqueta visible
Animacién

¥ | Objeto fijo
\ | Posicidn absoluta en pantalla

[/ Renombra
4 Boma

+ Propiedades...

Para ocultar o mostrar los objetos creados, puede utilizar la Vista Algebraica, debe dar click en el
punto azul que aparece al lado izquierdo de cada objeto, si el punto estd de color blanco el objeto

estd oculto. Oculte la superficie creada anteriormente.

} Vista Algebraica ]
Nimera

Superficie
a,(uy) = (1 - 2cos(u) senfv),
Abhora se creard un elipsoide que dependa de los deslizadores creados anteriormente, escriba la

palabra “superficie” en la celda de entrada de GeoGebra, y complete con la sugerencia que le

muestra el programa.

Cambie las entradas de la superficie de la siguiente manera:
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Lo que se muestra en azul, son los deslizadores creados anteriormente, y lo que aparece en gris
son los pardmetros de la superficie.
Cuando haya terminado, pulse la tecla “Enter” para poder ver su superficie. Puede girarla para

tener diferentes vistas, y variar los deslizadores para obtener diferentes superficies.

Para graficar el centro de la superficie, y que este varie conforme mueve los deslizadores, escriba
en la celda de entrada: (i, j,k) y pulse la tecla “Enter”, con esto se creard un punto el cual se
mueve cada vez que varie el deslizador.

Ademads puede agregar las lineas que indican la ubicacién del centro, debe hacerlas de tal manera

que dependan de los deslizadores i, j, k.

== Ejercicios 3

Realice la grafica en GeoGebra de las siguientes superficies cuddricas:

(k=12 (=1 ,
6 =1
7 + 1 +2z

2 22
7 (x+5)2—yz+ (Zz )

=1
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y (z+2)?

8 —(x+5)2+2—T 1

9 (x—23)2+(y4r21)2_ (2—31)2 _0
10 2-y= (x+25)2+(z+12)2
01y G52

B. Trazas de superficies cuadricas
Definicion 1
Si S es una superficie en el espacio de ecuacion F(x,y,z) = 0, se llaman trazas de las
superficie a las curvas:
a) F(x,y,d)=0,z=d
b) F(x,d,z)=0,y=d
¢) F(d,y,z)=0,x=d

Se va a trabajar sobre el elipsoide creado el ejemplo 6.

Las trazas se haran dependiendo de un deslizador, para esto haga un deslizador que se llame
Trazay, con un valor minimo de —7 y méaximo de 7. Haga dos deslizadores mas llamados T'raza,
y Traza; con las mismas caracteristicas.

Ademas realice tres vectores, esto se realiza escribiendo en la celda de entrada: Vecror(1,0,0), y
pulse la tecla “Enter”. Agregue los otros 2 vectores, que serian Vector(0,1,0) y Vector(0,0,1),
de la misma manera.

Traza paralela al plano x =0

Para dibujar el plano, escriba en la celda de entrada “plano”, de las opciones que le presenta
GeoGebra escoja la ultima: “PlanoPerpendicular[ <Punto>, <Vector>]" y complétala de la

siguiente manera:

Entrada: PlanoPerpendicular|[( %,0,0), u]

Ahora, mueva el pardmetro y observe la forma en que se mueve el plano y la forma en que corta

al elipsoide.
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Seguidamente se calculard la curva de interseccion de manera algebraica, para luego poder

graficarla.

w2 2 2
—k
(x a_zl) y—17) (z - ) =1 N x=Traza,

(Trazax—i)2 N (y—j)2 n (z—k)2

a? b? c?
(y—j)2 (Z—k)2 _ (Tmzax—i)2
P e e
=)’ n (z—k)? _ a® — (Traza, —i)?
b2 02 - a2
-7 (z—k)?
5 a>—(Traza,—i)* * 5 a®—(Traza,—i)® = 1
b o c =
=) (z—k)*

2

(Z\/az — (Trazay — i)2>2 ' (Z\/a2 — (Traza, - i)2>

Con lo anterior se obtiene la ecuacion de una elipse, y para graficarla en GeoGebra, se debe

parametrizar:
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x = Traza,

c(r):d y=J+ g\/az—(Trazax—i)2 cost . 1 €[0,27]

z=k+ 2\/a2—(Trazax—i)2 sent

Para dibujar la curva, escriba la palabra “Curva” en la celda de entrada y de las opciones que le
presenta GeoGebra seleccione la opcidn que indica <Expresién> en tres ocasiones y complétala

de la siguiente manera:

Entrada:; Curval X, ] +b [a)" sqrtfa® - ( X -1F)" cosfi), k + (c /a)* sqrifa’ - ( X - 1))" sen(i), 1, 0, 2*pi]

Ahora, mueva el parametro y observe la forma en que se mueve el plano y la curva.

Recuerde que para ocultar o mostrar los objetos creados, puede utilizar la Vista Algebraica, para
ello debe dar click en el punto azul que aparece al lado izquierdo de cada objeto, si el punto estd
de color blanco el objeto estd oculto.

Con esto, puede ocultar el plano y la curva de la traza paralela al plano x = 0 para poder observar
el plano y la curva de la traza paralela al plano y = 0.

Traza paralela al plano y =0

Para dibujar el plano, escriba en la celda de entrada:
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Ahora se calculard la curva de interseccién de manera algebraica, para luego poder graficarla.

G- =) Gk

2 0 + 2 =1 N y=Trazay

()c—i)2 n (Traza, fj)z n (z—k)z

a? b? c? =1
(=0’ =R _ (Trazay — j)°
a? c? b?
N2 2 2 N2
(x—0)"  (z—k)™  b*—(Trazay— j)
a? c? N b?
(x—i)’ (z—k)*
2 b2 —(Trazay—j)* + b2 —(Traza,—j)? =1
a = Y CZ bz' Y
(i) -k .

2

<Z\/b2 ~ (Traza, — j)2>2 ' <Z\/b2 — (Trazay, — j)2>

Con lo anterior se obtiene la ecuacién de una elipse, y para graficarla en GeoGebra, se debe

parametrizar.

X=i+ (Z\/bz — (Trazay, — j)2> cost
C(t) : y= Trazay 5 1t e [0,27[]
z=k+ <Z\/b2 — (Trazay — j)2> sent

Para dibujar la curva, escriba en la celda de entrada:

Ahora, mueva el parametro y observe la forma en que se mueve el plano y la curva.
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Traza paralela al plano z =0

Para dibujar el plano, escriba en la celda de entrada:

Ahora se calculard la curva de interseccion de manera algebraica, para luego poder graficarla.

N2 N2 2
(x—1) +(y—J) +(Z—k)

s = ) =1 N z=Traza,

=i, =), (Traza,~k)’

a? + b? 2 =1
(x=i?  (—Jj)’ _ (Traza. —k)*
+ = |l-—F
(12 b2 c2
G G-iP A (k)
a? b2 - 2
N
a2 cz—(TrZzzag—k)2 »2 cz—(TerzzaZ—k)2 o
a2 n2
(x—1) N —J) -

2

<Z \/C2 ~ (Traza, — k)2> g <}C’ \/cz —(Traza, — k)2>

Con lo anterior se obtiene la ecuacién de una elipse, y para graficarla en GeoGebra, se debe

parametrizar.

388



x=i+ | %y/c?—(Traza, —k)z) cost

c(t): y=j+ (%’\/cz— (Trazaz—k)z) sent * t € 0,27]

z=Traza,

Para dibujar la curva, escriba en la celda de entrada:

Ahora, mueva el parametro y observe la forma en que se mueve el plano y la curva.

C. Diseno y manipulacion de objetos visibles

Todos los objetos creados pueden ser modificados en color, grosor e inclusive en ser visibles o
invisibles. Basta con dar click derecho sobre el objeto, en la Vista Grafica 2D o 3D o sobre su
nombre en la Vista Algebraica, y seleccionar “Propiedades”.

Puede probar cambiando el color de la superficie, planos y curvas, y el grosor o estilo de linea en
las curvas.

Para identificar mejor las curvas, cambie el nombre de estas, la primera la puede llamar TrazaX,
para esto entre a “Propiedades” y cambie su nombre. Con las otras dos curvas puede hacer un

cambio similar con TrazaY y TrazaZ.
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De la misma manera cambie los nombres de los planos por: PlanoTrazaX, PlanoTrazaY y
PlanoTrazaZ.
Para controlar si un objeto es visible o invisible, posicione el ratén sobre la Vista Grafica 2D y

seleccione del mend superior la “Casilla de control”:

272 Deslizador
Casilla de control
OK, Botén

a=1| Casillade Entrada

De click en la Vista Grafica 2D donde desea colocar la casilla de control, y complete la informa-
cién que se le solicita, la casilla se llamara Traza x, y en objetos debe seleccionar de la lista, los
objetos que desee que sean visibles cuando la casilla de control este seleccionada. En este caso,

seleccione: Curva paramétrica TrazaX y Plano PlanoTrazaX, luego seleccione “Aplicar”.

o Visibilidad de objetos
Titule: | Trazax

Objetos (a seleccionar en la construccién o de la lista desplegable)

v

Curva paramétrica TrazaX
Plano X

Aplicar Cancela

Debe crear dos casillas de control mas, llamadas Trazay y Traza z para ocultar y mostrar el
plano y la curva que corresponde a cada traza.

Puede probar marcando y desmarcando la casilla de control, para que observe como se muestra o
no el plano y la curva de las trazas.

Ahora puede cerrar la Vista Algebraica, y ordenar a su gusto la Vista Grafica 2D. Si desea escribir
algiin texto, posicione el ratén sobre la Vista Gréfica 2D, y seleccione del mend superior la
herramienta de texto:

ABC

Texio
Clic n purilo & posickdn Of 13 Vista Grica en que se uticard

De click en la Vista Gréfica 2D donde desea colocar el texto, y complete la informacién que se le

solicita:
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o Texto B

Edita
Elipsoide|

[¥]Férmula LaTeX + | Simbolos | Objetos «

B

Vista previa
Elipsoide

Para cambiar de tamaiio, de color de fondo y texto, debe ingresar a las propiedades y modificarlo

segun su preferencia:

El trabajo realizado hasta este momento, deberia verse similar a la siguiente imagen:

1| ¥ Vista Grica =R

a=ig
&

F Vista Geidica 30
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4. Parametrizacién de curvas y supefficies

Curvas

A continuacién se muestra la parametrizacién de algunas curvas en general:

1. Segmento de recta con extremos A(ay,az,a3) y B(by,ba,b3).

N
Su parametrizacion estaria dada por:
X=a —I—l‘(bl —al)
c(t):q y=ar+t(br—az) 3 1 €[0,1]
o _J
2. Circulo:
=P+ =k =r
X=X
e )
Usando sen”x +cos®x = 1, su parametrizacién estarfa dada por:
X =X1
C([)Z y=j+rcost ; te[O,Zn]
z=k+rsent
- J
3. Elipse:
=P, kP _
b? 2
X = X]
4 )
Usando sen? x + cos” x = 1, su parametrizacién estarfa dada por:
X=X
C(t): y:j—|-bcos[ ; 16[0,275]
z=k+csent
. J
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4. Hipérbola:

b? z !
X =X1
(" )
Usando sec?x —tan?x = 1, su parametrizacion estaria dada por:
X = X]
) " ‘e - 37
c(t): = ; —_— =
y=J]+bsect )
7 =k+ ctant
. J
5. Parédbola:
c(y—j)=(z—k)?
X =X1
( . ) h
Su parametrizacion estaria dada por:
X = X1
_ )2
c(t): y:(t k) R teR
c
2=t
- J
Supefrficies
A continuacién se muestra la parametrizacién de algunas superficies en general:
1. Planos
. . )
Ecuacion cartesiana:
ax+by+cz=d
Parametrizacion:
xX=u
s(u,v): < y=v ; ueRveR
d—au—bv
Z =
c
- J
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2. Cilindros
La parametrizacion de estas superficies varia dependiendo del tipo de curva directriz que las
genere, estos son algunos de los casos:

a) Linea recta (este es un caso particular de plano).

~N
Curva directriz en el plano XY :
ax+by=d
Parametrizacion:
xX=u
d—au
s(u,v): ¢ y= - ; ueR,veR
Z=v
g J
b) Circulo.
. . )
Curva directriz en el plano XY :
=Rk =
Parametrizacion:
x=1i-+rcosu
s(u,v): y:j—|-rsenu ) ME[O,2TCLVER
Z=v
\_ J
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c) Elipse.

-

-

-

\
Curva directriz en el plano XY :
(x=i)>  O=0? _,
a? »
Parametrizacion:
x=1i+acosu
S(M,V)Z y=j+bsenu ; ME[O,2TCLVER
=V
J
d) Hipérbola.
o )
Curva directriz en el plano XY :
) it )
a? »
Parametrizacion:
Xx=i-+tasecu
—7T 37
s(u,v):q y=j+btanu ; ue [272]»"6”?
=V
_J
e) Parabola.
o )
Curva directriz en el plano XY :
clx—i)=(—j)
Parametrizacion:
— )2
x= (u=J) +1i
¢
s(u,v): y=u ; uceRyveR
I=V
J
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3. Cuadricas

a) Elipsoide

., L. )
Ecuacién candnica:
=i 0=iP , @k _,
a? b? 2
Parametrizacion:
X=1—acosusenv
s(u,v): 4 y=j—bsenusenv ; u € [0,27],v € [0, 7]
z=k—ccosv
\_ J
b) Hiperboloide de una hoja
4 ] ] N
Ecuacién canénica:
=, 0=iP @k _,
a? b2 c?
Parametrizacion:
x=1—acosucoshv
s(u,v) : y = j—bsenucoshv ; uel0,2n],veR
z=k—csenhv
. J
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c) Hiperboloide de dos hojas

Ecuacién candnica:
I ) i ot
a? b? 2
Parametrizacién hoja eje positivo:
x =1i+asenhucosv
s(u,v):q y=j+bsenhusenv ; u € 10,+o0[,v €[0,27]
z=k+ccoshu
Parametrizacion hoja eje negativo:
x=1i—asenhucosv
s(u,v):q y=j—bsenhusenv ; u € [0,+oo[,v € [0,27]
z=k—ccoshu
\
d) Cono eliptico
Ecuacién canénica:
=i, 0=0P _@=R?_,
a? b? 2
Parametrizacion:
. a
x =i+ —senhucosv
c
. . b )
s(u,v):q y=j+—senhusenv ; ueR,vel02n]
c
z=k-+senhu
\§ J
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e) Paraboloide eliptico

\
Ecuacién candnica:
I )i
LTEE a? b?
Parametrizacion:
XxX=u
s(u,v): ¢ y=v : ucR,veR
52 2
N CE Ui
a b
\_ J
f) Paraboloide hiperbdlico
.. .. )
Ecuacién candnica:
PN )
LTEE a? b2
Parametrizacion:
xX=u
s(u,v): < y=v : uelR,veR
2 N2
Ut Ui
a b
\_ J

5. Conclusion

La graficacién de curvas y superficies tridimensionales, utilizando la pizarra tradicional, presenta
dificultades, por diferentes razones: la habilidad del profesor para dibujar puede ser escasa o deficiente,
captar el efecto tridimensional en una pizarra a veces es dificil de lograr, también se debe mencionar
que el tiempo requerido para hacer un dibujo que logre el efecto deseado puede ser alto. Este tipo de
dificultades se pueden evitar usando el software apropiado, por cuanto visualmente es mds agradable,
se ajusta mds a la realidad del objeto que queremos representar y se puede rotar permitiendo observar

diferentes vistas de la superficie.

En particular, el software GeoGebra, utilizado correctamente en cursos de cdlculo en varias variables

(aunque su uso puede extenderse a otras dreas de la matemadtica) puede ser de gran utilidad para los
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estudiantes, de esta manera ellos logrardn mediante las vistas, y propiedades de objetos tridimensionales

determinar detalles que de otra forma tendrian que imaginar.

De esta manera, el uso de este software es beneficioso para estudiantes y profesores, permitiendo asi el

mejoramiento de la calidad de la educacién mediante el uso de nuevas herramientas tecnoldgicas.
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