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Interpretar el Teorema del Valor Medio para derivadas de manera grafica, como la
identidad entre la derivada de una funcion £; diferenciable y continua, evaluada en
un valor ¢ en el intervalo [4, B], y la secante que pasa por f(4) y f(B).

Propdsito

Introduccion

En el presente trabajo se propone un tratamiento grafico del Teorema del Valor
Medio (TVM) desde un ambiente tecnolégico, para favorecer una aprehension
conceptual de dicha nocién.

Como se sefiala en Artigue (1995), a pesar de que diversos estudios reportan
problemas de ensefianza en Matematicas en distintos niveles educativos, la
ensefianza a nivel superior se limita a favorecer una ensefianza de tipo
“tradicional”, pues aln cuando en este nivel se demanda en las practicas
educativas el establecimiento de mecanismos para la transferencia de
conocimiento de lo escolar a lo profesional, éstas tienden a centrarse en la
algoritmia y los procedimientos algebraicos del Calculo, asi como a evaluar
esencialmente las competencias adquiridas en este dominio.

En ese sentido, se obstaculiza el desarrollo de habilidades y competencias
necesarias para el estudio del Calculo tal como la articulacién entre diferentes
registros de representacién del concepto funcién; obstaculos que devienen en
dificultades cognitivas que se acentlian al realizar conversiones de un registro a
otro, o en el trabajo dentro de un mismo registro, por ejemplo, en la dificultad de
manejar simultaneamente dos clases de informacién (informaciones sobre la
funcién y su derivada) en un registro grafico.
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En esta propuesta, se identifica al TVM como una propiedad relevante de una
funcién £y su derivada f, pues bajo ciertas condiciones, es posible predecir el
comportamiento de la gréfica de £ en un intervalo, conociendo el comportamiento
puntual de £ en dicho intervalo. Empero, un andlisis didéctico realizado con libros
de Calculo universitario ha permitido identificar que el discurso matematico relativo
a este teorema se sitla en el calculo de derivadas o bien, en la demostracién de
teoremas posteriores (como el Teorema de Rolle). Las implicaciones de este tipo
de tratamiento didactico en el aprendizaje de los estudiantes, puede verse
traducido en dificultades como las antes citadas.

Por lo anterior, la intencion con esta propuesta es introducir el TVM para derivadas,
a través del andlisis grafico de funciones, para que los estudiantes doten de un
significado geométrico a este resultado matematico del Calculo. De manera
especifica, se pretende que ellos determinen, por medio de un organizador ~ ge-
nérico, las condiciones bajo las cuales es posible trazar la tangente a la grafica de
una funcién con igual pendiente que su secante en un intervalo cerrado [A4, B,
donde 4 y B son numeros reales.

Fundamentacion

En Cantoral, Cordero, Farfan e Imaz (1990), citado en Salinas y Alanis (2009) se
advierte una premisa importante para la ensefianza del Calculo: “la estructura
general del discurso matemético teérico constituye la base menos propicia para
comunicar las ideas de Calculo”. De forma complementaria, Tall (1990) indica que
presentar la matematica de manera formal, tal y como sucede en el nivel superior,
no implica que el significado que se desea por conveniencia, sea transferido
automaticamente a los estudiantes.

Contrario a lo anterior, se sugiere proveer a los estudiantes con experiencias de
aprendizaje que los ayuden a construir su propio concepto, definicidén e imagen, de
cada objeto matemético, de manera que desarrollen capacidades para que sus
intuiciones sean cada vez mas certeras. Para tal fin, el lenguaje algebraico resulta
insuficiente y por ello se propone el uso de la computadora como un nuevo recurso
que permite otras formas de comunicacion, a través de procesos dindmicos y
visuales que podrian ser habilitados para que los estudiantes exploren libremente
los conceptos, con el objetivo de que construyan una idea o nocion sobre éstos
(Tall, 1990).
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En la tesis central del trabajo de Tall se establece que un organizador genérico, es
un ambiente tecnolégico que permite al estudiante explorar tanto ejemplos como
contraejemplos de un concepto o proceso matematico, el cual lo ha de ayudar a
conseguir experiencias que le proporcionen una estructura cognitiva sobre la que
pueda construir conceptos abstractos. Asi, con una secuencia diferente a la
tradicional encapsulacién por repeticién de tareas hasta hacerlas rutinarias, se
puede desarrollar una imagen del concepto mas significativa y una mejor
visualizacién de conceptos del Calculo (Tall, 1993).

Ciertamente, ideas generales (como funciones diferenciables y no diferenciables)
asociadas al origen del Calculo, pueden ser introducidas en aulas universitarias de
matematicas. No obstante, se pueden explorar ejemplos especificos con
propiedades pertinentes a ser investigadas (como el comportamiento de la
tangente en una linea recta o en un punto de inflexién) con el fin de evitar
generalizaciones limitadas en los estudiantes (Tall, 1990).

Finalmente, Tall (1990) reporta que el uso de organizadores genéricos en un
contexto donde los conceptos son introducidos por el profesor, discutidos con los
estudiantes y después explorados por ellos mismos, sugiere una gran ventaja
sobre las aproximaciones tradicionales en la ensefianza del Calculo.

Puesta en escena

La propuesta consta de tres actividades, que se experimentaron en un aula de
computo con un grupo de 8 estudiantes universitarios de los primeros semestres de
diversas licenciaturas de una facultad de ciencias, quienes poseen conocimientos
previos sobre derivada, tangente, continuidad y diferenciabilidad.

Dichas actividades se realizaron en equipos de trabajo de dos personas, con el
objetivo que los estudiantes discutan acerca de sus resultados. El tiempo de
implementacion de las actividades fue de 80 minutos.

En la puesta en escena de las actividades de la propuesta, se sugiere que el
profesor genere espacios de socializacion de las soluciones de cada actividad para
llegar a consensos o institucionalizacién del conocimiento en juego, en este caso el
TVM. A continuacién se indica el objetivo y una breve descripcion de cada una de
las actividades que conforman la propuesta didactica.
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Actividad 1

Objetivo. Identificar la continuidad y diferenciabilidad de las funciones como una
condicion para el trazado de tangentes con igual pendiente a la secante de una
funcion f'en un intervalo [4, B].

En esta actividad los estudiantes deberan contestar algunas interrogantes a partir
de analizar una animacion en el software Sketchpad (Imagen 1).

Imagen 1. Pantalla de animacion en Sketchpad (Gréfica_1.gsp)

Actividad 2

Objetivo. Ejemplificar como la discontinuidad y no diferenciabilidad de funciones
imposibilita el trazo de tangentes con pendiente igual a la secante de una funcién f
en un intervalo [4, B].
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En esta actividad los estudiantes deberan elaborar algunos ejemplos con base en
las caracteristicas identificadas en la actividad anterior.

Actividad 3

Objetivo. Enunciar condiciones de continuidad y diferenciabilidad de funciones
como caracteristicas necesarias de legitimidad del TVM para derivadas.

En la tercera actividad, los estudiantes responderan algunas cuestiones en las que
se veran reflejadas sus conjeturas de las actividades anteriores. Posteriormente el
profesor abrira un espacio de discusién para que los estudiantes expongan sus
respuestas y el razonamiento que los llevé a determinar sus conclusiones.

Posterior a la implementacion de la propuesta, se sugiere que el profesor disefie
una serie de actividades gréaficas en las que el estudiante emplee los conocimientos
adquiridos.

Conclusiones

De la experimentacion de las actividades se obtuvo que los estudiantes identifican
y describen ciertas caracteristicas graficas de las funciones que se requieren para
la validez del TVM, tales como la continuidad (sin huecos) y la diferenciabilidad
(suave o sin picos). Dichas caracteristicas se pueden extraer de los ejemplos y
contraejemplos que surgieron en las discusiones por equipos. Se considera que
mediante el disefio de actividades posteriores a las planteadas y a partir de los
conocimientos obtenidos, podria lograse una formalizacién de las caracteristicas
desarrolladas en dicho teorema.

A manera de conclusién se afirma que este tipo de actividades dentro de contextos
escolares permite que los estudiantes desarrollen su capacidad de analisis,
abstraccién y visualizacién; aspectos relevantes en el pensamiento y lenguaje
variacional, linea de investigacion considerada como eje del redisefio del discurso
escolar en Célculo y Andlisis. Por ende, se exhorta a docentes a realizar disefios
que enriquezcan la percepcion de diversos conocimientos del Calculo y que
resalten el papel activo del estudiante en la construccion de sus propios
conocimientos.
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Propuesta didactica

Actividad 1

Indicaciones. Para realizar la siguiente actividad abre el archivo Grafica_1.gsp.

1. En el archivo Gréfica_1.gsp se presenta la animacion de una recta tangente
que se desplaza sobre la grafica de una funcién. Activa la animacion con el

botén Mover Tangente y contesta:

¢ Existe algun valor entre 4 y B donde la pendiente de la tangente y la pendiente
de g(x) sean iguales? Si lo(s) hay, indicalo(s) sobre la grafica de f{x).

'Anogl. Numero 2, Abril 2011 4 17



RIDENE] I puesta Diddctica | -

2. Ahora abre el archivo Gréfica_2.gsp donde se presenta la animacién de una
recta tangente que se desplaza sobre la grafica de otra funcion. Activa la
animacién con el botdn Mover Tangente y contesta:

¢ Existe algun valor entre A y B donde la pendiente de la tangente y la pendiente
de g(x) sean iguales? Si lo(s) hay, indicalo(s) sobre la gréfica de f{x).

Actividad 2

Indicaciones. Con base en lo observado en la Actividad 1 elabora tres ejemplos
donde no sea posible trazar una tangente a f(x) con la misma pendiente a g(x)
entre Ay B. En cada ejemplo justifica por qué no es posible.

Actividad 3

Indicaciones. Con base en lo realizado en las actividades anteriores, responde las
siguientes preguntas:

1. ¢Bajo qué condiciones es posible trazar la tangente a la gréfica de una
funcion?

2. ¢Bajo qué condiciones no es posible trazar alguna tangente a f{x) con la
misma pendiente que la secante?

3. A manera de conclusion, escribe un enunciado que sintetice las ideas de las
respuestas de los incisos anteriores.
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