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NUMEROS PRIMOS:
UNA HISTORIA SIN FIN

Eugenia Bernaschini

Sutilmente escondidos en la infinitud de los nimeros enteros se encuentran unos pe-
culiares numerillos que han movilizado el desarrollo de la matemaética por siglos. Su pe-
culiaridad radica en la capacidad que tienen de generar todos y cada uno de los niimeros
enteros. Son como las “particulas elementales"de la matematica. Son los niimeros primos.

§1. El comienzo de esta historia: Euclides y los Elementos

Euclides fue un célebre matemaético griego que vivié durante los afios 325 — 265 a.C.
Se lo conoce como E! Padre de la Geometria, y se le atribuye la autoria de una famosa obra,
titulada Elementos, que recopila gran parte del saber matemético de la época.

Ficura 1. Euclides, dibujo en grafito sobre papel de la autora del articulo
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Dicha obra es un tratado que consta de trece voliimenes en los cuales se presentan y se
desarrollan, de manera sistemédtica y formal, conceptos de geometria del plano, geome-
tria de los objetos sélidos y algunos resultados de lo que hoy se conoce como Teoria de
Numeros.

Después de la Biblia, los Elementos es el libro con mayor cantidad de ediciones pu-
blicadas en la historia [2]. Incluso hoy en dia algunas universidades lo siguen utilizando
como bibliografia para sus cursos de geometria. Sin lugar a duda, es uno de los tratados
maés importantes de la historia de la disciplina, y es en donde se aprecia por primera vez el
surgimiento de una matemaética deductiva y analitica, que busca las verdades universales.

En uno de los tantos tomos de los Elementos, Euclides introduce un tipo especial de
nuameros, los niimeros primos:

Un niimero primo es el medido por la sola unidad [1].

En términos modernos, un nimero primo es un niimero natural distinto de 1 que sé6lo
es divisible por 1, -1, por si mismo y por su opuesto. Por ejemplo, 5 es un niimero primo,
pues solo es divisible por 1, -1, 5 y —5; en cambio 6 no es un nimero primo, ya que ademds
de ser divisible por 1, -1, 6 y -6, es divisible por 2 y —2. A los ntimeros que no son primos
se los llama niimeros compuestos.

Los ntimeros primos son los bloques constitutivos de los ntimeros enteros. Esto quie-
re decir que todo ntimero entero distinto de 0, 1 y —1 se factoriza de forma tinica como
producto de nimeros primos, por ejemplo 440 = 23 -5-11, donde 2, 5 y 11 son ntimeros
primos. Este hecho se conoce en matemética como EI Teorema fundamental de la Aritmética,
y fue Euclides quien lo demostré por primera vez.

Otra caracteristica importante de los niimeros primos es que existen infinitos de ellos.
A estas alturas no creo sorprender al lector al decir que Euclides ya estaba al tanto de este
fenémeno, y su demostracién va mas o menos como sigue:

Supongamos que hay una cantidad finita de niimeros primos, y que todos
ellos son p1,pa,...,pn. Sea

r=py-p2--pntl.

Como r es un niimero entero mayor que 1, el Teorema Fundamental de la
Aritmética (mencionado mds arriba) nos permite afirmar que existe un
primo p que divide a r. Como p1,pa, ..., pn son los tinicos primos que
existen, p = p; para algiin j entre 1y n, luego p divide a py-p2---py. Pero
como p también divide a r, entonces p divide a 1, lo que es un absurdo. O
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§2. Primalidad

Determinar si un cierto nimero es primo o compuesto se denomina problema de pri-
malidad. Y los métodos que dan con la solucién son algoritmos conocidos como test de
primalidad. Existen dos tipos de test, lo deterministas y los probabilisticos. Los test deter-
ministas son capaces de afirmar con absoluta certeza la primalidad de un ntiimero dado.
En cambio, los test probabilisticos sélo nos indican qué tan probable es que dicho namero
sea primo, sin ningtn tipo de garantia matematica.

El primer test determinista surgié en el siglo II a. C. y se lo conoce como Ia criba de
Eratéstenes, en honor a su creador, quien fue un matematico y astrénomo griego contem-
poraneo a Arquimedes.

La criba de Eratéstenes no sélo permite deducir la primalidad de un namero dado n,
sino que también encuentra todos los ntimeros primos menores que n. Funciona de la
siguiente manera:

Se arma una tabla con todos los niimeros comprendidos entre 2 y n. A continuacion, se
tachan todos los multiplos de 2. El primer ntimero que no ha sido tachado en la tabla (el 3)
serd niumero primo. Luego se tachan todos los miltiplos de ese ntimero (los multiplos de
3), y se repiten los pasos anteriores hasta el altimo ntiimero menor o igual a y/n. Si al final
del procedimiento el ntimero n no ha sido tachado, entonces sera un niimero primo. Por
ejemplo, en la Figura 2, luego de haber tachado todos los multiplos de los primos menores
o iguales a /97, vemos que el 97 quedd sin tachar, por lo tanto 97 es un ndmero primo.

2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
1113|415 |16|17 (18|19 |20
21|22 (23|24 | 25|26 | 27|28 |29 |30
311323334 35|36 |37 (38|39 |40
41 142143 |44 |45 (46|47 |48 |49 |50
51|52 |53|54|55|56|57|58 |59 |60
61 | 62|63 |64 |65|66|67|68|69 |70
71| 2|73 |74 |75 |76 |7 | 78|79 |80
81182 |83|84|85 |86 |87 |88 |89 |90
91192193194 (95|96 |97

Ficura 2. Criba de Eratéstenes para n = 97.

Sibien la criba de Eratéstenes es un método determinista para el anélisis de primalidad,
es ineficiente cuando se aplica a n grandes, pues requiere de tiempos de computo muy
prolongados.

Un resultado tedrico muy bello que podria ser utilizado como test de primalidad deter-
minista es el llamado Teorema de Wilson:

Teorema de Wilson: El nimero entero n > 1 es primo si y s6lo sin
dividea (n—1)!+ 1.
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Desafortunadamente, al igual que la criba de Eratéstenes, en la practica, usar el Teorema
de Wilson para determinar la primalidad de un nimero dado es muy costoso computacio-
nalmente.

En el afio 2002 un grupo de investigadores desarroll6 un test de primalidad determinista
con la caracteristica de ser un algoritmo que se ejecuta en tiempo polinomial. Sin entrar en
detalles técnicos, eso quiere decir que el tiempo que le lleva a una computadora completar
el procedimiento es bastante “aceptable”. El test se denomina Test de primalidad AKS [3],
por las siglas de sus disefiadores. Y esta basado en una generalizacién del Pequefio Teorema
de Fermat:

Pequeiio Teorema de Fermat: Sea p un nmero primo y a un
numero natural, entonces p divide a a? — a.

Una consecuencia directa del Pequefio Teorema de Fermat es la siguiente:

Corolario del PTF: Si p es un ntimero primo y a es un nimero
natural no divisible por p, entonces p divide a aP~t -1,

Si bien la reciproca del corolario no vale, hay muchos valores de p para la cual si se
verifica. En ese hecho se basa un test probabilistico conocido como Test de primalidad de
Fermat [4]. Los nameros en donde falla este test se llaman Niimeros de Carmichel, por el
matematico Robert Carmichel (1879 - 1967), quien se dedicé a estudiarlos. El nimero de
Carmichael més pequefio es n = 561 = 3 x 11 x 17, que no es primo. Sin embargo, a°® - 1

es divisible por 561 para cualquier a coprimo con 561.

§3. Factorizacion

El problema de factorizacién consiste en escribir cualquier nimero n como producto de
primos, y es ain mds complicado que el problema de primalidad. Un algoritmo elemen-
tal que se ensefia en la escuela primaria (Figura 3) permite factorizar, con papel, lapiz
y calculadora, cualquier nimero n (no muy grande) en producto de primos. Pero, des-
ventajosamente, ese algoritmo requiere conocer previamente todos los ntimeros primos
menores o iguales a n; ademas de muuucha paciencia y tiempo.

68 | 2
34 |2
17| 17
1

FiGura 3. 68 = 2217.

A diferencia del problema de primalidad, atin no se sabe si el problema de factorizacién
se puede resolver en computacion cldsica en tiempo polinomial. Sin embargo, existe un
algoritmo de factorizacién en tiempo polinomial en lo que se conoce como computacion
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cudntica [5], que es otro enfoque a la computacién, y que se encuentra en sus primeras
etapas de desarrollo.

§4. Fabrica de nimeros primos

No nos costé mucho entender que hay infinitos ndmeros primos, pero decir quiénes son
es otra historia, y una muy dificil. Desde su descubrimiento, los matematicos han traba-
jado arduamente en la bisqueda de nuevos nimeros primos. El interés por encontrarlos
no nace s6lo del reto intelectual que implica, sino también de la utilidad préctica que tie-
nen estos niimeros para, por ejemplo, la criptografia. Los nimeros primos son la base de
los sistemas de seguridad informdtica que protegen las comunicaciones y los datos en
Internet.

Una férmula de niimeros primos es una regla que genera estos niimeros, como una es-
pecie de fébrica de primos. El desafio del matematico consiste en encontrar férmulas de
nimeros primos que requieran tiempos de ejecucién razonables.

Consideremos la siguiente férmula
n? —n+41.

Para n = 1 obtenemos 41, que es un nimero primo. Para n = 2 da 43, que también es
primo. Para n = 3 sale 47, que nuevamente es un ntimero primo. ;Sera cierto que para
cualquier n = 1,2, 3,4, ... nimero natural n? — n + 41 es un ntimero primo? A pesar de que
para los primeros ntimeros naturales la férmula produce exitosamente niameros primos,
para n = 41 falla, pues el nimero que se obtiene es 412, que es claramente un ntimero
compuesto.

En la primera mitad del siglo XVII el matemaético francés Pierre de Fermat conjetur6
que todos los nimeros de la forma

F, =2 +1,
donde n es un ndmero natural, son nimeros primos. Por ejemplo F = 5, 5 = 17, F3 = 257
y Fy = 65537 son ciertamente niimeros primos. Sin embargo F5 ya no es un ntimero primo,
pues es divisible por 641. Lo que prueba la falsedad de la conjetura.

Las dos férmulas arriba presentadas no son férmulas de ntimeros primos, ya que pa-
ra ciertos valores de n (conocidos y desconocidos) el calculo no da ndmero primo. Pero
entonces... jexisten formulas de nimeros primos? Actualmente si se conocen algunas, un
ejemplo deriva del ya mencionado Teorema de Wilson [6].

Por otra parte, no es dificil probar que no existe una férmula polinémica
f(x) =apz™ +-- + a1z + agp,

de grado n > 1, tal que f(k) sea un ndmero primo para todo entero k. Sin embargo, se
conocen sistemas de ecuaciones diofdnticas (ecuaciones algebraicas en una o més incégnitas
con coeficientes enteros) en 26 variables que pueden ser usadas para obtener nimeros
primos [7].
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Finalmente, cabe destacar que, a pesar de que existen férmulas de niimeros primos,
las que se conocen hasta la fecha son demasiado complicadas como para ser aplicables
computacionalmente. Para fortuna de los mateméticos, ain queda muchisimo por inves-
tigar y descubrir :)

§5. Primos con nombre propio

Si bien algunas férmulas no generan siempre niimeros primos, son muy utiles para en-
contrar conjuntos pequefios de estos niimeros. Es por ello que se les han asignado nombre
propio. Algunos ejemplos:

Primos de Fermat. Estos primos ya se han mencionado més arriba. Son de la forma
F,=2%"+1,

para algtn ntiimero entero n mayor o igual a cero. Curiosamente, los tinicos primos de
Fermat que se conocen son Fy, I, Fo, F3 y Fj.

Primos de Mersenne. Un primo de Mersenne es de la forma
M,=2P -1,

donde p es un ntimero primo. El 7 de enero de 2016 se anuncié el descubrimiento del
primo més grande que se conoce: es el primo de Mersenne M74207281, |y tiene mds de 22
millones de cifras! [8].

Primos de Sophie Germain. Un niimero primo p se dice que es de Sophie Germain si 2p+1
también es un ntiimero primo. Estos primos recibieron el nombre de la matematica fran-
cesa Sophie Germain (1776 — 1831), quien obtuvo importantes resultados en el 4rea de
Teoria de Ntimeros.

§6. El Teorema de los Niumeros Primos

Se sabe que hay infinitos nimeros primos, pero... ;se conoce su distribucién entre los
numeros naturales? Hacia el siglo XVIII el matemético aleman llamado Johann Carl Frie-
drich Gauss se planted este interrogante. La idea intuitiva de la época era que los ntimeros
primos se hacen cada vez menos frecuentes cuanto mas grandes son. Gauss conjeturé que,
si m(n) es la cantidad de ntimeros primos menores o (iguales a n, entonces 7(n) es apro-
ximadamente (de forma que precisaremos méds adelante) igual a n/log n.

Recién en el afio 1896 J. Hadamard y C. de la Vallée Poussin demostraron, de manera
independiente pero con técnicas similares, la conjetura de Gauss [9], convirtiéndola en
uno de los teoremas méas importantes y emblematicos de la Teoria de Ntameros.

Teorema de los Nitmeros Primos:
n

w(n) ~ ogn’
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f(z)
g(z)

Aquli, el simbolo ~ se define por f(x) ~ g(x) siy sélo si lim = 1 cuando z tiende a

infinito.

§7. ;Cémo sigue esta historia?

(Existen infinitos primos de Mersenne? ;Hay sélo cinco primos de Fermat? ;Todo nu-
mero par es la diferencia de dos nimeros primos? ;Existe un nimero primo entre n? y
(n+1 )2?... Conjeturas como éstas hay un montén. Una muy famosa, y que algunos mate-
maticos la califican como el problema abierto mas dificil de la historia de la matematica,
es la conjetura de Goldbach. Fue conjeturada por Christian Goldbach en el afio 1742, y sor-
prendentemente tiene un enunciado muy muy sencillo:

Conjetura de Goldbach: Todo ntimero par mayor que 2 puede
escribirse como suma de dos ntimeros primos.

Han pasado 275 afios y muchas mentes brillantes y atin no se ha encontrado una demos-
tracién. Sin embargo, entre los afio 2012 y 2013 el matemaético peruano Harald Helfgott
publicé dos trabajos ([10], [11]) en donde logra probar una versién débil de la conjetura:

Conjetura débil de Goldbach: Todo niimero impar mayor que 5
puede expresarse como suma de tres ntimeros primos.

Notar que la Conjetura de Goldbach implica la Conjetura Débil de Goldbach.

Sobre ntimeros primos atin queda muchisimo por descubrir. Numerosas conjeturas y
preguntas abiertas son temas de investigacion actual. La curiosidad y la fascinacién por
estos nimeros nos motivan a indagar cada vez més profundo sobre su naturaleza. Sin
lugar a duda, esta historia sigue para adelante...
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