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Resumen

El objetivo de esta comunicacion es presentar algunos aspectos que consideramos fundamentales tener en cuenta
al disefiar una secuencia de actividades de geometria para alumnos de los Gltimos afios del nivel secundario (15 a
17 afios) y para estudiantes del nivel superior.

Las actividades deberan basarse en la exploracion e investigacion a través de la geometria dinamica. La aparicion
de este recurso ha producido una revolucién en la ensefianza de la geometria y su aplicacion exige un cambio en
las actividades que resultan interesantes plantear.

Es necesario acostumbrar a nuestros alumnos a justificar sus afirmaciones, para ello priorizamos la “explicacion”,
entendiendo a ésta como una forma de mostrar cdmo (por qué) es verdadera una conjetura en términos de otros
resultados geométricos ya conocidos, es decir, como “esto” es una consecuencia l6gica de “estos otros”
resultados.

Suponemos que algunos alumnos podran realizar demostraciones deductivas informales sencillas, pero sobre todo
queremos lograr que comprendan la necesidad de demostrar y que realicen aquéllas que su destreza matematica y
su experiencia escolar les permitan. Asi como también aprovechen al méaximo las ventajas que ofrece la
Geometria Dindmica en este camino.

Nuestro trabajo se enmarca dentro del proyecto de Investigacion CAID 2006 (PE/227) “La problemaética de la
demostracién en el aprendizaje de la Geometria™.

Palabras Claves: explorar-descubrir-validar-explicar.

1. Introduccién

El objetivo de esta comunicacion es presentar algunos aspectos que consideramos fundamentales tener en cuenta
al disefiar una secuencia de actividades de geometria para iniciar a los alumnos en las demostraciones
geomeétricas. El nivel educativo al que esta destinado es para estudiantes de los ultimos afios del nivel secundario
(15 a 17 afos) y del nivel superior.

Las actividades deberan basarse en la exploracion e investigacion a través de la geometria dindmica. La aparicion
de este recurso ha producido una revolucion en la ensefianza de la geometria y su aplicacion exige un cambio en
las actividades que resultan interesantes plantear.

Nuestro trabajo se enmarca dentro del proyecto de Investigacion CAID 2006 (PE/227) “"La problematica de la

demostracion en el aprendizaje de la Geometria™.

2. Encuadre teorico
Uno de los objetivos de la ensefianza de la geometria en los niveles preuniversitarios y universitarios es que el
alumno aprenda a validar sus conjeturas a través de una demostracién. Para alcanzarlo es necesario que el alumno
aprenda que no todo lo que se ve es verdadero. En este sentido, Balacheff (2000a) menciona dos obstaculos
respecto de las demostraciones geométricas:
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‘:/ La evidencia de los hechos que se impone a la razén: los alumnos no experimentan la necesidad de
demostrar, ya que las figuras son evidencia de la demostracion.

v' La ensefianza en matematica despoja a los estudiantes de la responsabilidad de la verdad. Por ejemplo,
cuando el problema planteado se presenta de la forma “mostrar que...”, el enunciado en cuestion es de
hecho considerado como verdadero; lo que se esta por descubrir es una demostracion.

El primer obstaculo puede manifestarse mas notoriamente cuando se utiliza un software de geometria dindmica
en la ensefianza. “Una propiedad geométrica es un invariante perceptual. Esta evidencia perceptual es tan fuerte
que incluso puede hacer que los estudiantes no lleguen a entender por qué es necesario demostrar una propiedad.
Hasta cierto punto, la eficiencia del software ha eliminado la necesidad de la demostracion.”(Balacheff, 2000b; p.
95)
En relacién con el segundo obstaculo, en las actividades a desarrollar en estos entornos, los estudiantes investigan
sobre un problema y descubren determinadas propiedades geométricas. “En matematica, transformar las
herramientas que se usan conduce a un cambio de los problemas que resulta interesante plantear, mas que a una
transformacion de la matematica en si, como muchas veces se ha afirmado.”(Balacheff, 2000b; p. 96)
Es importante crear en nuestros alumnos la necesidad de explicar la verdad comprobada en todos los casos con el
software, es decir la demostracién como una explicacion a través de las propiedades conocidas (De Villiers,
1996). Mediante la exploracién experimental es posible despejar las dudas en torno a la verdad del enunciado, sin
embargo serd necesario explicar por qué se esta cumpliendo. “Tradicionalmente, el enfoque critico de la
geometria era tratar de crear dudas en la mente de los estudiantes acerca de la validez de sus observaciones
empiricas, esas estrategias de tratar de generar dudas para crear la necesidad de una demostracion simplemente
no funcionan cuando las conjeturas geométricas se investigan a fondo a través de su variacién continua con un
software de geometria dinamica.” (De Villiers, 1996; p. 2).
El argumento: “el resultado se debe probar para que todos los casos estén contemplados, ya que tu dibujo es uno
particular”, no funciona cuando las conjeturas geométricas se investigan a fondo a través de su variacion
constante en estos entornos.
Es necesario acostumbrar a nuestros alumnos a justificar sus afirmaciones, argumentar lo que aseguran es
verdadero en base a resultados y propiedades que ya conocen. Esta tarea no es sencilla. Como afirman Balacheff
y Dreyfus (2000; p. 130), “no deberiamos esperar que nuestros estudiantes sean capaces de captar demostraciones
sofisticadas y de alto nivel, sin haber estado expuestos durante muchos afios al espiritu de la justificacion y a la
naturaleza del pensamiento matematico.”
El desafio serd disefiar actividades para lograr que los alumnos valoren la necesidad de justificar sus
construcciones y conjeturas. Es importante no retardar indebidamente la primera introduccion de la
demostracién como medio de explicacion, ya que los alumnos podrian acostumbrarse a ver la geometria solo
como una acumulacion de hechos descubiertos empiricamente en la cual la explicacién no tiene ningdn rol. Usar
la demostracion como herramienta de descubrimiento en lugar de centrarse unilateralmente en la demostracion
como herramienta de verificacién en geometria.” (De Villiers, 1996; p. 3).
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La demostracion tiene muchas otras funciones: de verificacion, sistematizacion, comunicacion, de

descubrimiento, reto intelectual, etc. Desde esta perspectiva resumimos aqui las funciones de la demostracion

matematica propuestas por De Villiers (1996):

Verificacién: concerniente a la verdad de una afirmacion.

Explicacién: profundizando por qué es verdad.

Sistematizacién: organizacion de resultados dentro de un sistema axiomatico.
Descubrimiento: descubrimiento/invencion de nuevos resultados.

Comunicacioén: transmision del conocimiento matematico.

Para fundamentar las respuestas que esperamos de los estudiantes en estas actividades seguimos las ideas de

Balacheff (2000a), quien clasifica las demostraciones de los estudiantes en dos categorias: pragmaticas o

experimentales y conceptuales o deductivas. Para las demostraciones pragmaticas introduce una clasificacion en

varios tipos:

Empirismo naif: el proceso consiste en la verificacion de la propiedad para unos pocos ejemplos
elegidos sin ningln criterio. Se caracterizan por la ausencia de validacion, es el tipo mas elemental de
demostracion.

Experimento crucial: los procedimientos de los estudiantes se basan en la eleccién minuciosa de un
ejemplo, tan poco particular como le es posible, convencidos de que si se cumple alli, se cumplird
siempre.

Ejemplo genérico: es el caso de procedimientos basados en la eleccidon y manipulacién de un ejemplo
que, si bien es particular, actia como representante de su clase. Los estudiantes empiezan a usar
propiedades abstractas en sus demostraciones, aunque referidas al ejemplo. Si suprimimos el dibujo

usado, la demostracion que queda pierde informacion o carece de significado.

Para las demostraciones conceptuales o deductivas, Balacheff distingue los siguientes tipos:

Experimento mental: la explicacion se centra en la accion interiorizada, separandola de su ejecucion
sobre un representante particular. Es una demostracion deductiva abstracta organizada a partir de
manipulaciones de ejemplos concretos. Es posible suprimir los dibujos realizados que acompafian a la
demostracién, sin que pierda significado. Este tipo de demostracion aparece como medio para
fundamentar las soluciones propuestas en un esfuerzo de explicacién.

Célculo sobre enunciados: Son construcciones intelectuales basadas en teorias mas o menos
formalizadas o explicitas, se originan en una definicion o propiedad y se basan en la transformacién de

expresiones simbdlicas formales.

Para situarnos en el nivel de razonamiento de los estudiantes en esta etapa, tuvimos en cuenta el proceso de

aprendizaje de la demostracion desde el anélisis de los Niveles de Razonamiento de Van Hiele, en particular los

gue tienen que ver con la demostracion, que resumimos a continuacion: (mas detalles Jaime, Gutiérrez, 1990)

Nivel 1: (Reconocimiento) No hay demostracion. La verdad de una afirmacion se justifica por la observacion de

una figura.
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Nivgi 2: (Andlisis) Demostracion empirica. La verdad de una afirmacion se verifica en uno o mas ejemplos,
realizando mediciones, transformaciones, recuentos etc.

Nivel 3: (Clasificacién) Demostracidn deductiva informal. La verdad de una afirmacién se demuestra mediante
un argumento deductivo informal, después de analizar ejemplos o realizar mediciones, transformaciones.

Niveles 4: (Deduccién Formal) Demostracion deductiva formal. La verdad de la proposicion se demuestra
mediante la produccion de demostraciones deductivas formales. Los estudiantes son capaces de aceptar diferentes
formas de demostracion y de comprender la estructura axiomatica de la matematica: significado y uso de
axiomas, definiciones, teoremas, etc.

Niveles 5: (Rigor) Posibilidad de trabajar en sistemas axiomaticos distintos del inicial de la geometria euclidea,

capacidad para compararlos y decidir sobre su equivalencia.

Este modelo de Van Hiele refleja que el aprendizaje de la demostracién es un camino largo que los estudiantes
deben recorrer y no podemos saltear niveles y exigir a los estudiantes de este nivel que realicen demostraciones
correspondientes a un nivel superior de razonamiento, sino que es importante que se recorra este camino

acompafiandolos en su evolucidn hacia las demostraciones deductivas.

3. ¢Cbémo disefiar una secuencia de actividades en geometria?

Teniendo en cuenta el encuadre tedrico, para disefiar una serie de actividades en torno a un problema, para el
trabajo con los estudiantes en un entorno de geometria dindmica, proponemos seguir las orientaciones del modelo
de razonamiento geométrico de Van Hiele. Ubicandonos en el Nivel 2, dado que los alumnos a los que estaran
dirigidas realizan s6lo demostraciones empiricas.

Van Hiele sugiere la organizacion de la ensefianza sobre la base de cinco “fases de aprendizaje”: informacion,
orientacion dirigida, explicacion, orientacion libre e integracion (aplicables a todos los niveles). En la fase 1 de
informacion, los alumnos revisardn los contenidos previos, necesarios para abordar la actividad. La fase de
explicacion deberd tenerse en cuenta en el desarrollo de todas las actividades.

Las actividades deben buscar provocar un conflicto socio-cognitivo en la clase, deben tener que ver con
conjeturar, validar, es decir enfrentar a los estudiantes con el problema de la verdad, con el de la eficiencia y de la
comunicabilidad de las soluciones. De esta manera se movilizan varios registros de validacion que favorecen el
desarrollo de actividades argumentativas.

En la fase 2 de orientacion dirigida, proponemos realizar las actividades en etapas, que no pretenden ser fijas,
sino sdlo aspectos a tener en cuenta, necesarios para enriquecer el trabajo de los alumnos en los entornos de

geometria dinamica.

Etapa 1: Exploracion libre y formulacién de conjetura
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Los estudiantes reconoceran figuras geométricas y sus propiedades, mediante experimentacion comprobaran para
uno o pocos casos.Abordaran el problema de manera experimental, examinaran varios ejemplos, mediran
segmentos, podran tomar como solucién algun caso tan poco particular como les sea posible. Es decir esperamos

obtener respuestas correspondientes al empirismo naif o experiencia crucial.

Etapa 2: Exploracion y formulacion de la conjetura con la funcion “desplaza”

En esta actividad, el software les da la posibilidad del desplazamiento continuo de la figura y asi podran observar
todas las posibles ubicaciones de la figura. Esto confirmara o no la conjetura inicial de la Parte 1. Responderan
con una aproximacion mas fina. Los estudiantes necesitaran explicar razones de validez de la conjetura,
separandose de su ejecucion sobre un representante particular. Suponemos que ante la necesidad de explicar a
otros su conjetura 'y debido a la visualizacién lograda de la situacion, algunos estudiantes podran usar el tipo de
prueba de ejemplo genérico o bien de experimento mental, aunque no necesariamente utilizaran la simetria para

su argumentacion.

Etapa 3: Validacion de la conjetura

En esta etapa los estudiantes se enfrentaran a la necesidad de explicar sus construcciones a otros, lo que ellos
vieron, descubrieron, pensaron y concluyeron. El razonamiento se transforma en un vehiculo para entender y
explicar por qué puede funcionar la conjetura descubierta. Mas aun, se transforma en el medio para convencer a
otros de la validez de la misma.

Con esta actividad los alumnos necesitaran basarse en propiedades de los objetos geométricos para argumentar la
validez de la conjetura. En un esfuerzo de explicacion, deberan fundamentar las soluciones propuestas de modo
que les permita liberarse de situaciones particulares y pasar a acciones interiorizadas. Suponemos que podran

encaminarse hacia el tipo de demostracion de experimento mental.

Este trabajo previo de exploracién, formulacién de conjetura y validacion permitird introducir actividades

correspondientes a la fase 4 de orientacion libre.

Etapa 4: Extensiones del problema

En esta etapa los estudiantes deberan aplicar los conocimientos y lenguaje utilizados en la fase 2 para resolver
las actividades.

La idea de estas extensiones del mismo problema, estdn pensadas como un complemento de las actividades
realizadas, que podran dejarse a los alumnos para que resuelvan de manera auténoma. Esperando que los

estudiantes realicen pruebas de tipo experimento mental y argumenten las soluciones encontradas.
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Finalmente para que los alumnos adquieran una vision global de todo lo aprendido, integrando los nuevos

conocimientos con los ya estudiados, es necesario organizar actividades segln la fase 5: Integracion

Etapa 5: Exploracion de propiedades

De esta manera, algunos alumnos, habran logrado capacidades para producir demostraciones deductivas

informales.

4. Reflexiones finales

Es necesario acostumbrar a nuestros alumnos a justificar sus afirmaciones, para ello priorizamos la “explicacion”,
entendiendo a ésta como una forma de mostrar como (por qué) es verdadera una conjetura en términos de otros
resultados geométricos ya conocidos, es decir, como “esto” es una consecuencia l6gica de “estos otros”
resultados.

En este marco de construccion del conocimiento, la ensefianza de la geometria utilizando un sistema de geometria
dindmica estd basada en la resolucién de problemas, con una perspectiva en la que los alumnos tienen la
posibilidad de ejercer el papel de investigadores sobre cada contenido que se pretende adquirir. El docente
cambia su papel de director y experto por el de co-participe, apoyo y co-aprendiz. ( Fisher,1993)

La comprobacion experimental constituye una evidencia de falsedad si encontramos un contraejemplo; pero si la
conjetura es cierta observaremos que se cumple para todas las posiciones que dibujemos de la figura, lo cual no
constituye una prueba formal.

Pensamos que este trabajo previo, teniendo en cuenta otras funciones de la demostracion como una herramienta
de descubrimiento o la de explicacion, deberian utilizarse para introducir la demostracién como una actividad
significativa para nuestros alumnos en este nivel escolar.

Somos conscientes de la complejidad del aprendizaje de la demostracién, de hecho no pretendemos construir
situaciones que permitan al alumno automaticamente realizar demostraciones formales de manera comprensiva,
sino actividades que la problematicen.

Suponemos que algunos alumnos podran realizar demostraciones deductivas informales sencillas, pero sobre todo
queremos lograr que comprendan la necesidad de demostrar y que realicen aquéllas que su destreza matematica y
su experiencia escolar les permitan. Asi como también aprovechen al méximo las ventajas que ofrece la

Geometria Dindmica en este camino.
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