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Resumen

La Geometria de Espacio es un rico mundo matematico que nos rodea y sin embargo
pareciera estar casi ausente de la ensefianza. El principal obstaculo para la ensefianza
de la geometria del espacio es el problema de la representacion de los objetos de tres
dimensiones.

A lo largo de mas de 25 afios he venido desarrollando un enfoque para poder aprender
Geometria del Espacio al que he denominado ingenieria iIMAT (integrando
Multirepresentaciones, Aproximaciones y Tecnologia). El supuesto fundamental de
IMAT es que para aprender Geometria del Espacio no alcanza con usar un solo tipo de
representacion sino que es imperioso utilizar un conjunto de representaciones, que de
diferentes formas, aproximan el mismo objeto geométrico. Los dibujos planos de los
objetos 3D constituyen las representaciones mas abstractas y por lo tanto deben ser
ineludiblemente precedidos por representaciones concretas, semi-concretas y semi-
abstractas.

En el marco de una tesis de Doctorado para la Universidad de Georgia (USA), se
ensefio experimentalmente geometria del espacio durante dos semanas a 140 alumnos
de nivel Secundario (mitad uruguayos y mitad estadounidenses) utilizando la ingenieria
IMAT . Los alumnos al cabo del curso mostraron signos inequivocos de haber logrado
un aprendizaje significativo sobre geometria del espacio.
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Desarrollo

En los cursos de geometria liceales es comdn ensefiar la propiedad de que por los tres
vértices de un triangulo pasa siempre una circunferencia, como vemos en la siguiente

e
e

Sin embargo la propiedad analoga en el espacio, que por los tres vértices de un tetraedro

figura:

cualquiera pasa siempre una esfera, es una propiedad practicamente ignorada.

De forma similar nuestros alumnos aprenden que existe una circunferencia interior
tangente a los lados de cualquier tridngulo, pero no saben que existe siempre una esfera
tangente a las caras de cualquier tetraedro. Podemos ver una representacion de estas dos

propiedades en las siguientes figuras.
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Los alumnos de nivel Secundario en su mayoria desconocen los nombres de los
poliedros regulares convexos y eso que son apenas cinco. Las nociones de angulo
diedro y angulo esférico resultan totalmente desconocidas asi como los fantésticos
invariantes que constituyen la férmula de Euler y el Teorema de Descartes sobre los
defectos angulares.

En el curriculum de Matematica de nivel Secundario en Estados Unidos, la geometria
representa solamente la quinta parte y la geometria del espacio representa tan solo el
10% de toda la geometria que se ensefia.

En nuestro pais la presencia de Geometria del Espacio en los programas es mayor, pero
lo efectivamente ensefiado es poco por las dificultades que enfrentan los docentes de
matematica para cubrir esta parte del programa.

Mi interés en intentar desarrollar la ensefianza de la geometria del espacio surgié hace
mas de 20 afios cuando se me planteo el problema de calcular el volumen de todos los
poliedros regulares y no sabia como hacerlo.

Este fue el comienzo de una investigacion informal al principio que luego fue
paulatinamente encontrando la forma de hacerse més profesional y rigurosa.

Estoy en condiciones de afirmar que el principal obstaculo para el estudio de la
geometria del espacio esta ligado con el problema de la representacion.

El dibujo plano de un objeto matematico de tres dimensiones debe necesariamente ser
precedido de otro tipo de representaciones: concretas, semi-concretas y semi-abstractas.
Querer aprender geometria del espacio comenzando por representaciones planas es
como dice el refran: poner el carro delante de los bueyes. Las representaciones planas,
son elementos muy abstractos para ser el comienzo del estudio; es complejo producirlas

e interpretarlas y ademas permiten muy escasa experimentacion.
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Para poder abordar eficientemente la Geometria del Espacio se ha desarrollado la
ingenieria IMAT (integrando Multirepresentaciones, Aproximaciones y Tecnologia).
Este enfoque aborda los objetos geométricos de tres dimensiones partiendo de modelos
en 3D (con cartulina o cafitos) luego utiliza figuras semi-abstractas Cabri 3D para
recién al final utilizar representaciones planas. Cada nueva representacion aproxima el
objeto de una forma diferente y su conjunto es lo que posibilita la correcta
conceptualizacion.

La integracién tiene un doble sentido: por un lado se integra geometria con
trigonometria y algebra y por otro lado se integra geometria plana con geometria del
espacio.

Durante el afio 2007, junto con dos profesoras uruguayas de matematica, se escribio el
primer borrador de un curso de geometria del espacio con este enfoque.

Quien escribe estas lineas tuvo la oportunidad de ensefiar durante 2008 parte de este
curso en la asignatura Geometria en el primer afio del profesorado de matematica del
IPA.

Durante 2010 y 2011 el mismo curso, ampliado y traducido al inglés, fue ensefiado por
el Dr. Olive y por mi en la Universidad de Georgia (USA).

El gran recibimiento que tuvo este curso motivo que fuera aceptado efectuar la tesis de
Doctorado referente a este tema.

Se disefid un pequefio curso de geometria del espacio de solamente dos semanas para
ser ensefiado a estudiantes uruguayos y estadounidenses para intentar mostrar la
efectividad del enfoque iIMAT.

Participaron alrededor de 70 alumnos uruguayos y 70 alumnos estadounidenses
pertenecientes a 4 instituciones. EI mini-curso de dos semanas se ensefid en forma
similar en los 7 grupos a los que los alumnos pertenecian. Antes de comenzar la
experimentacion se hizo una prueba diagnostico y luego de finalizar el curso se hizo una
evaluacion final. Se filmaron la mayoria de las clases y se le pidié a los alumnos que
completaran anénimamente una evaluacién. También se hicieron entrevistas en focus
groups donde se recogio la opinidn de los estudiantes con mayor profundidad.

La experimentacion transcurrio durante 2011 y el propdsito de experimentar con
estudiantes de dos nacionalidades fue buscar méas robustez en los resultados es decir
resultados que fueran independientes de la lengua (inglés o espafiol) y del pais.

Durante la investigacion el énfasis fue buscar las similitudes que se dieran en todos los

grupos respecto al proceso de aprendizaje aunque inevitablemente hubo que efectuar
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algunas comparaciones. Se analizé factores tales como nacionalidad, género, situacién
socio-econdmica y motivacion externa utilizandose métodos mixtos (métodos

cuantitativos y cualitativos) para analizar los resultados.

Cabe sefalar que la investigacion requirié un complejo proceso de preparacion antes de
llegar a la etapa de la experimentacion y recoleccion de datos.

En dicho proceso colaboraron varios profesores de matematica de Uruguay y Estados
Unidos asi como profesores de la Universidad de Georgia quienes fueron los
encargados de corregir y aprobar la metodologia a emplear asi como vigilar la ética de
los procedimientos.

En abril de 2012 fue defendida con éxito la tesis para obtener el doctorado.
Compartiremos imagenes de la experimentacion asi como algunos testimonios
recogidos. También se daran a conocer los resultados oficiales mas importantes de la
investigacion asi como posiblemente algunos no oficiales.

Los alumnos durante esas dos semanas conocieron los poliedros regulares.
Descubrieron la férmula de Euler. Midieron angulos diedros y luego los calcularon
usando trigonometria. Aprendieron a calcular areas y volimenes de los poliedros.

Aprendieron a truncar los poliedros para obtener cuerpos Arquimedianos:

Asi descubrieron que el icosaedro truncado es la pelota de futbol y, como el icosaedro
tiene 20 caras y 12 vértices entonces la pelota de futbol tiene 20 hexagonos y 12
pentagonos.

También jugaron con dados poliédricos como los de la siguiente figura.
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Y mientras se divertian mucho tirando estos dados, aprendian probabilidad.
Un alumno de EEUU dijo que en esas dos semanas habia aprendido mas geometria de
lo que habia aprendido en toda su vida.

Al final con mucho gusto se contestaran preguntas relativas al contenido, a la forma o

los detalles de la investigacion asi como de sus resultados.

Voy a terminar formulando una pregunta simple y fascinante como las muchas que tiene
la geometria del espacio. Todos sabemos en geometria plana clasificar los triangulos por
sus angulos, en acutangulos, rectangulos y obtusangulos, o por sus lados, en equilateros,

isdsceles y escalenos.

Ahora en geometria del espacio ¢cdémo se clasifican los tetraedros?
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