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Resumen

El objetivo de la comunicacion es describir los lineamientos tedricos y las actividades de una propuesta pensada
para promover el sentido de la demostracion en estudiantes de tercer afio de Profesorado de Educacion Especial
en Sordos e Hipoacusicos de un instituto de nivel terciario de la ciudad de Santa Fe.

En general, se ha puesto de manifiesto en distintas investigaciones que las actividades en las que se exige “probar
que...” una determinada afirmacién es verdadera no resultan efectivas para desencadenar la produccién de
argumentos. Las propuestas mas efectivas estan relacionadas con aquellas actividades en las que se requiere de la
produccion de una conjetura, puesto que los argumentos que surgen durante la actividad de conjeturar (se
presume) seran utilizados posteriormente durante la demostracion del resultado.

La propuesta versa en torno a las propiedades de las diagonales de los paralelogramos y demanda de parte de los
estudiantes un trabajo cooperativo en torno al enunciado de conjeturas, la resolucion de conflictos, la
presentacion de argumentos y evidencias, la formulacion de hip6tesis y la demostracién de afirmaciones no
obvias.

1. Introduccion
En la actualidad existe en general consenso acerca de que un objetivo importante de la educacién matematica es
el desarrollo del sentido de la demostracion (Mariotti, 2006). En efecto, en documentos curriculares recientes, se
afirma que el razonamiento y la demostracion no deben aparecer esporadicamente en las clases de matematica,
sino que deben formar parte natural de las discusiones de clase.
En los Nucleos de Aprendizaje Prioritarios se observa una progresion paulatina en la practica de plantear
conjeturas y proponer argumentos que permitan sostenerlas. En efecto, desde los primeros afios se recomienda “la
exploracién de la validez de afirmaciones propias y ajenas” (2004, p. 15), en tanto que a partir de 4° afio plantea
“la produccion de conjeturas y de afirmaciones de caracter general, y el analisis de su campo de validez” (2005,
p. 16). A partir de 7° afio se sugiere “la produccion e interpretacion de conjeturas y afirmaciones de caracter
general y el anélisis de su campo de validez, avanzando desde argumentaciones empiricas hacia otras mas
generales” (2006, p. 16). Esta graduacion, como veremos, se ajusta a las recomendaciones de las investigaciones
respecto del trabajo de la demostracidn en los distintos niveles educativos.
En los Estandares Curriculares del NCTM, ya desde la década del noventa del siglo pasado se plantea como
objetivo que los alumnos “aprendan a razonar matematicamente”, incluyendo la capacidad de “formular
hipotesis, recopilar evidencias y elaborar un argumento que apoye estas nociones” (NCTM, 1991; p. 7). En los
Estandares correspondientes a la década actual se propone “reconocer el razonamiento y la demostracién como
aspectos fundamentales de las matematicas, formular e investigar conjeturas matemaéticas, desarrollar y evaluar
argumentos matematicos y demostraciones y elegir y utilizar varios tipos de razonamiento y métodos de
demostracion” (NCTM, 2003; p. 59).
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Los pérrafos anteriores muestran la importancia adjudicada a la demostracion en las recomendaciones

curriculares. No obstante, la actividad propia de demostrar resultados genera muchas dificultades, bien
documentadas en la bibliografia (Battista y Clements, 1995). Mariotti (2006) observa una evolucion desde los
primeros estudios, en los que se enfoca sobre las concepciones de los estudiantes (incluso de profesores) de la
demostracién hacia estudios méas actuales donde se presentan y discuten opiniones sobre si es posible superar las
dificultades y, en caso de que lo sea, cudles serian intervenciones de ensefianza apropiadas.

La presente comunicacion se encuadra en este Gltimo tipo de estudios, dado que su objetivo es describir los
lineamientos teoricos y las actividades de una propuesta pensada para promover el sentido de la demostracién en
estudiantes de Profesorado de Educacion Especial en Sordos e Hipoacusicos de un instituto de nivel terciario de
la ciudad de Santa Fe. La propuesta versa en torno a las propiedades de las diagonales de los paralelogramos.

A continuacién se presentan algunos elementos teéricos dentro de los que se enmarca la propuesta, y

posteriormente se presentara la guia completa de actividades.

2. Aportes tedricos
Tanto la teoria de Piaget como la de Van Hiele sugieren que los estudiantes deben pasar por niveles bajos de
pensamientos geométricos antes de que puedan alcanzar niveles superiores, y que este pasaje toma una
considerable cantidad de tiempo (Battista y Clements, 1995). Segun la teoria de Van Hiele, la instruccion deberia
ayudar a los estudiantes a progresar gradualmente desde niveles inferiores de pensamiento geométrico antes de
comenzar un estudio de geometria orientado hacia la demostracion. Se considera que enfrentar a los estudiantes
prematuramente a la prueba formal puede conducirlos a sélo intentos de memorizacion y a confundir el proposito
de la prueba (Battista y Clements, 1995).
Numerosas investigaciones (Battista y Clements, 1995) proponen una alternativa a las aproximaciones
axiomaticas, llevando a los estudiantes a realizar justificaciones significativas. Se propone que los estudiantes
trabajen cooperativamente, realizando conjeturas, resolviendo conflictos y presentando argumentos y evidencias,
probando afirmaciones no obvias y formulando hipétesis para probar.
El curriculo geométrico de la escuela secundaria deberia ser apropiado para todos lo niveles de pensamiento a
través de los cuales los estudiantes pasan a lo largo del afio (Battista y Clements, 1995). Se deberia guiar a los
estudiantes a aprender sobre conceptos significativos e interesantes y permitir usar justificaciones visuales y
empiricas porque tal pensamiento es el fundamento para niveles superiores. Se deberia requerir que los
estudiantes expliquen y justifiquen sus ideas, refinen su pensamiento y que gradualmente comprendan las
limitaciones de las justificaciones visuales y empiricas para que de esta forma comiencen a utilizar los
componentes criticos de la prueba formal, pero la prueba formal es apropiada si los estudiantes pueden usarla
como una manera de justificar ideas de manera significativa. EI camino mas efectivo para engendrar un uso
significativo de la prueba en la geometria de la escuela secundaria es evitar la prueba formal en muchos
estudiantes, apuntando sobre la justificacion de ideas y construyendo las bases visuales y empiricas para niveles
superiores de pensamiento geomeétrico.
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AIgLTnos autores ponen de relieve una discrepancia entre argumentacion y demostracion. Para Duval (1999, p.
43), “la argumentacion es aquel tipo de razonamiento que se halla intrinsecamente ligado al uso del lenguaje
comun. Y por esto pareciera ser la forma natural de razonamiento. En efecto, se pone en movimiento de manera
espontanea en todas las situaciones donde un parecer, una afirmacion, una opinién, o una eleccion se pueden
poner en duda y requieren de una justificacion”. La demostracién consiste en una secuencia légica de
implicaciones de las que se deriva la validez teérica de una afirmacién. Este autor afirma que la concepcién de
demostracién como un proceso que busca convencer al interlocutor puede conflictuar con los requerimientos de
una demostracion matemdtica. En un sentido similar, Balacheff (1999) considera que “la argumentacion
constituye un obstaculo epistemoldgico para la demostracion”.

Esta ruptura intenta ser superada por algunos autores proponiendo la nocion de “unidad cognitiva”. Durante la
produccion de la conjetura, el estudiante elabora progresivamente su afirmacion a través de una actividad
argumentativa intensa. Posteriormente, durante el proceso de demostrar la afirmacion, el estudiante conecta de un
modo coherente algunas de las justificaciones (“argumentos”) producidas durante la construccién de la
afirmacion de acuerdo a una cadena ldgica.

En general, se ha puesto de manifiesto en algunas investigaciones que las actividades en las que se exige “probar

que...” una determinada afirmacion es verdadera no resultan efectivas para desencadenar la produccion de
argumentos (Mariotti, 2006). Las propuestas mas efectivas, sostienen, estan relacionadas con aquellas actividades
en las que se requiere de la produccion de una conjetura. “En este Gltimo caso es posible esperar que los
argumentos surjan para alimentar el razonamiento y este tipo de situacion es sugerida como 0til para aproximar el
tema de la demostracion en la escuela por esta razén” (Mariotti, 2006; p. 189).

Finalmente, hay dos aspectos importantes a tener en cuenta en una propuesta que tiene como objetivo desarrollar
en los estudiantes el sentido de la demostracion. Por un lado, el hecho de que para hablar de demostracion
matematica se deben tener en cuenta dos elementos: una afirmacién y una teoria completa. “Desde una
perspectiva tedrica, la demostracion de una afirmacion valida es realizada aceptando tanto la verdad hipotética de
los axiomas establecidos como el hecho de que las reglas establecidas de inferencia “transforman verdad en
verdad™” (Mariotti, 2006, p.184).

Por otro lado, no puede dejar de considerarse la dimensidn social de la demostracion. En efecto, “la demostracion
tiene sentido respecto de una comunidad que comparte (mas o menos implicitamente) los criterios de
aceptabilidad de los argumentos en juego” (Mariotti, 2006; p.188). En la comunidad de matematicos, existe una
serie de criterios de aceptabilidad compartidos que son respetados por sus miembros para la elaboracion de
demostraciones. En la comunidad escolar, resultaria complicado trabajar a partir de estos canones de
aceptabilidad, por lo que es necesario ‘aliviar’ las exigencias si se espera tener algin éxito en la produccién de
justificaciones de las conjeturas enunciadas. El rol del profesor es el de “mediador cultural” que debe proponerse
introducir a los estudiantes en los estandares de la validacion matematica (Mariotti, 2006).
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3. Descripcion de la propuesta

Las lineas tedricas anteriores conducen a considerar determinadas cuestiones en la propuesta objeto de esta
comunicacion.

Por un lado, se ha optado por proponer actividades que requieran de la conjetura de las propiedades y su posterior
justificacion, dado que, como se ha planteado en el marco tedrico, los estudiantes tienen la posibilidad de
desarrollar argumentos (durante la formulaciéon de conjeturas) que podrian utilizar posteriormente en la
produccion de una demostracion de la conjetura.

Por otro lado, se considera necesario introducir un apartado en el que se describen los conocimientos y
actividades previas, con el objeto de establecer un marco de conocimientos geométricos que proporcione a los
alumnos elementos conceptuales Utiles para ser aprovechados posteriormente en las actividades de conjeturar y
justificar propiedades geométricas.

3.1. Algunos elementos metodoldgicos

La investigacion se sitda en el paradigma interpretativo (Cohen y Manion, 1990) y la metodologia es cualitativa.
En la presente comunicacion se presentan los lineamientos generales de la propuesta de actividades, en tanto que
se espera en una segunda etapa desarrollar un estudio descriptivo en pequefia escala, cuya finalidad es la
interpretacion de las respuestas y producciones de sujetos.

La propuesta ha sido disefiada para implementar en un tercer afio del Profesorado de Educacidn Especial en

Sordos e Hipoacusicos de un instituto terciario de la ciudad de Santa Fe.

3.2. Actividades y conocimientos previos
Los estudiantes que participan de la propuesta desarrollaron durante su segundo afio de estudio conocimientos
relacionados con las propiedades de los angulos determinados entre rectas paralelas cortadas por una transversal.
En actividades previas se revisaron los criterios de congruencia de triangulos.
Con respecto al estudio propiamente dicho de los cuadrilateros, durante las dos semanas previas a la
implementacion de la propuesta se desarrollaron actividades tendientes a trabajar la clasificacion de los
cuadrilateros segun el paralelismo de lados opuestos, obteniéndose la siguiente clasificacion:

e Trapezoide: no tiene lados paralelos

e Trapecio: un par de lados paralelos

e Paralelogramo: dos pares de lados paralelos

A continuacion se describen las actividades previas.
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LS
Actividad previa N° 1

a) Agrupar los siguientes cuadrilateros (ver Figura 1) segin alguna
caracteristica, de modo que ninguna figura quede sin formar parte de algin
1l S — grupo.

Figura 1 Escriban la caracteristica que tuvieron en cuenta para armar cada grupo.

Durante la resolucion de la actividad, los alumnos que trabajaron en grupos utilizaron como criterio de
clasificacion la igualdad de los lados, la amplitud de los angulos y el paralelismo de lados opuestos.
Surgieron asi las siguientes clasificaciones:
Grupo 1
- Dos lados iguales y dos desiguales.
- Los cuatro lados desiguales.
- Los cuatro lados iguales.
Grupo 2
- Poseen cuatro dngulos rectos.
- No poseen los cuatro angulos de 90°.
Grupo 3
- Cuatro lados iguales.
- Cuatro lados no iguales.
Grupo 4
- Dos pares de lados opuestos paralelos.
- Unsolo par de lados opuestos paralelos.
- Ningun par de lados opuestos paralelos.

El analisis de estas producciones queda fuera de los objetivos del presente trabajo. No obstante, se puede
consultar una comparacién de las producciones de estudiantes de Profesorado de Nivel Inicial y de 8° afio de
EGB en torno a esta actividad en Renzulli y Scaglia (2007).

Para finalizar esta actividad se institucionalizaron las definiciones de paralelogramo, trapecio y trapezoide, como

los cuadrilateros que responden a la ultima clasificacién.

Actividad previa N° 2
a) Escribir todas las caracteristicas del cuadrilatero 13 (Figura 1).
b) Escribir todas las caracteristicas del cuadrilatero 8 (Figura 1).
c) Escribir todas las caracteristicas del cuadrilatero 9 (Figura 1).

En la puesta en comun se plantearon las siguientes caracteristicas para cada uno de los cuadrilateros:
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Cuaarilétero 13:

- Posee los cuatro lados iguales.

- Posee los lados opuestos paralelos.

- Posee los angulos opuestos iguales.

Cuadrilatero 8:

- Posee dos lados iguales y dos lados iguales.

- Posee cuatro angulos rectos.

- Posee los lados opuestos paralelos.

Cuadrilatero 9:

- Tiene los angulos opuestos iguales.

- Posee cuatro angulos rectos.

- Posee cuatro lados iguales.

- Posee los lados opuestos paralelos.

A partir de esta actividad se institucionalizaron las definiciones de rombo, rectdngulo y cuadrado. Se trabajé a
partir de una clasificacion jerarquica de estos cuadrilateros (De Villiers, 1994) caracterizada porque los conceptos

mas particulares forman subconjunto de los conceptos mas generales.

Actividad previa N° 3

A partir de la manipulacién de figuras recortadas en papel los alumnos conjeturan la propiedad de que las
diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. La profesora (integrante, ademas, del equipo de
investigacién) guié mediante preguntas la escritura de la demostracion en el pizarrén, a partir de la utilizacion de
criterios de congruencia de tridngulos.

Actividad previa N° 4
Mediante el mismo procedimiento que en la actividad anterior se trabaja la propiedad de que en todo

paralelogramo los lados opuestos son congruentes.

Actividad previa N° 5
Se conjetura (mediante la manipulacion de figuras recortadas en papel) la propiedad de que en todo
paralelogramo los angulos opuestos son congruentes. La demostracion de la conjetura se dejo para que los

estudiantes realicen de tarea, en forma individual.

3.2. Propuesta
Para el estudio de las propiedades de las diagonales de los distintos paralelogramos, se proponen una serie de

actividades grupales. El curso fue dividido en 6 equipos de entre 3 y 4 alumnos cada uno.
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Dos equipos (N° 1y 2) trabajaron sobre el rectangulo, otros dos (N° 3 y 4) sobre el rombo y los dos restantes (N°
5y 6) sobre el cuadrado. Como los enunciados de las actividades son similares (salvo el tipo de paralelogramo
involucrado), se describen a continuacién Gnicamente las actividades propuestas para los dos grupos que

trabajaron sobre el rectangulo.

ACTIVIDAD 1
¢Qué condiciones deben cumplir las diagonales de un cuadrilatero para que sea un rectdngulo? Escribir la

respuesta en este papel.

Una vez que los dos equipos terminan la actividad, se retiran sus producciones y se intercambian para que,
atendiendo a la produccidn del grupo que trabaja sobre el mismo cuadrilatero, cada equipo responda a la consigna

de la siguiente actividad.

ACTIVIDAD 2
Pensar y dibujar cuadrilateros que no sean rectangulos pero que cumplan las condiciones dadas. (Aqui las

condiciones dadas refieren a las que el otro grupo fij6 para las diagonales del rectangulo)

Cuando un grupo encuentra un contraejemplo, se da esta informacion al grupo que ha elaborado las condiciones,
para que rehaga su trabajo, tratando de producir nuevas condiciones que superen el contragjemplo dado por sus
comparieros. Luego las nuevas condiciones regresan al grupo que controla, para que busque nuevos
contraejemplos. La ‘ida y vuelta’ concluye cuando no se encuentran mas contraejemplos, lo que aseguraria que
las condiciones dadas para las diagonales del rectangulo son necesarias y suficientes. Justamente el objetivo de
este intercambio es que se puedan elaborar una serie de condiciones necesarias y suficientes para las diagonales
de cada paralelogramo.

La razén por la que se decide el intercambio es para evitar situaciones en las que sea el profesor el que termina
validando o no las producciones de cada grupo en la actividad 1. Se obliga asi a los estudiantes a ejercer el
control sobre las producciones propias y las de sus compafieros.

Ante la posibilidad de que los estudiantes no encuentren contraejemplos de cuadrilateros en la actividad 2 aunque
estos existan, la docente del grupo prepara dibujos de cuadrilateros especiales, que satisfacen determinadas
caracteristicas. En la siguiente seccion se describen las figuras preparadas por el docente, dado que estan en
relacidn directa con las posibles respuestas dadas por los estudiantes en la actividad 1.

Una vez que se ha logrado un enunciado de condiciones satisfactorio para las propiedades de las diagonales de
los paralelogramos, se pasa a las siguientes actividades.

ACTIVIDAD 3

Elaborar una propiedad en la que se indica como son entre si las diagonales del rectangulo.

ACTIVIDAD 4

Probar la propiedad enunciada.
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3.3.Brocedimientos esperados en la actividad 1
Algunas de las posibles respuestas de los alumnos respecto de las condiciones que deben cumplir las diagonales
de un cuadrilatero para que sea un rectangulo se incluyen a continuacion:

A) Las diagonales se cortan en su punto medio.

B) Las diagonales son iguales.

C) Las diagonales son perpendiculares.

D) Las diagonales son iguales y perpendiculares.

E) Las diagonales son iguales y se cortan en su punto medio (respuesta correcta).
Como se ha indicado, se esperaba que en caso de que las condiciones formuladas por un equipo no fueran
correctas, el otro equipo encontrara contraejemplos para esas situaciones. No obstante, la docente habia
preparado los siguientes contraejemplos para el caso del rectangulo:
A) Cualquier cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en su punto medio pero no son iguales (N y G de la figura
2).
B) Cualquier cuadrilatero cuyas diagonales son iguales pero no se cortan en su punto medio (P, Q y T de la figura
2).
C) Cualquier cuadrilatero cuyas diagonales son perpendiculares, pero no son iguales o no se cortan en su punto
medio (figuras T, M2, My G de la figura 2).
D) Cualquier cuadrilatero cuyas diagonales son iguales y perpendiculares pero no se cortan en su punto medio (T

de la figura 2).

9 b ] Mz

Figura 2. Contraejemplos

s « Péagina 71
)

'~ Sociedad Argentina de Educacion Matemética



4. R;flexiones finales

Los aportes tedricos considerados ponen de manifiesto que el tratamiento de la demostracidn formal sin realizar
previamente un acercamiento a través del planteo de conjeturas, formulaciones de hipétesis, desarrollo de
argumentos, conduce a un aprendizaje memoristico y a confundir el propdésito de la demostracion (Battista y
Clements, 1995). La propuesta de actividades presentadas apunta a que los estudiantes de un nivel terciario
tengan un acercamiento a la demostracion formal basado en las recomendaciones de la bibliografia consultada.

El trabajo se completara con el estudio de las producciones de los estudiantes durante la implementacion de la

propuesta, asi como la identificacion de sus limitaciones y potencialidades.
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