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Capitulo i: Encuadre del estudio

- CAPITULO |

ENCUADRE DEL ESTUDIO

I. 1 Presentacion
La realizacion de la presente tesis doctoral se encuadra dentro del Programa de

Formacién de Personal Investigador del Ministerio de Educacién y Ciencia, que se
desarrolla pretferentemente a través de las becas para postgraduados. Su aufora ha sido
becaria de investigacion de dicho programa, en la convocatoria correspendiente al afio 1989
y hasta el afio 1993, y el director de este trabajo ha sido tutor en el proceso de su
formacién como investigadera en el area de Didactica de la Matematica.

El presupuesto del que partimos, en 1o que se refigre al campo de la Educacion, es
que la ensefianza y el aprendizaje constituyen una practica humana y social, y que el
compromiso de la Didactica con la practica educativa es, precisamente, lo que da sentido a
su desarrollo. Consideramos que los planteamientos teéricos sobre temas educativos han
de estar conectados con el sistema escoiar, la actuacion practica, y la posterior reflexion
critica sobre lo actuado.

Recientemente, numerosos especialistas en Educacién Matematica demandan un
cambio de actitud para superar |la desconexion teoria-practica que ha caracterizado gran
parte de la historia de la Didactica en general y, en particular, de la Did4ctica de la
Matematica (Kilpatrick, 1988, 1992; Cobb, 1983; Nickson, 1992). En documentos
institucionales, como el preparado por la Comisién Internacional de Educacién Matemética
(ICMI) en 1978, se pone de manifiesto que es fundamental para la coherencia interna de la
disciplina salvar la separacidon entre las indagaciones pedagdgicas fundamentales y la
practica de ia ensefianza.

A la hora de encauzar la formacién de la autora de |a presente tesis como
investigadora en el 4rea de Didactica de la Matematica, parecié clara la necesidad de
conjugar la formacion tedrica con el conocimiento directo de la practica de la ensefianza en
clase y del centro escolar como institucion social. Tal decisién responde a un planteamiento

Tesis Doctoral 1



La Introduccidn del Nimero Real en Secundatria

tedrico sostenido por auteres como Kilpatrick {1993): “La experiencia practica en 12
- ensefianzg es un sustrato esencial para desarrollar cualificaciones en fa investigacion (en ef
campo de la did4ctica)” (pg. 8). Consideramos que el analisis tedrico sobre cualquier
problema relacionado con la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas es sélo una
parte del conocimiento necesario para investigar en Educacién Matematica, que, para ser
complefo, precisa del conocimiento adquirido por el investigador a través de su experiencia
directa con escolares; tal y como afirma Cobb (1983) “os investigadores que no se ocupan
de fa ensefilanza intensiva y extensiva de nifios corren el riesgo de que sus modelos se
vean distorsionados para reflejar su propio conocimiento matematico” (pg.85).

Partiendo de estos presupuestos, establecimos contacto con el Seminario de
Matematicas del I.B. Albaycin de Granada, a través de D. Gregorio Palomino, profesor de
dicho centro. A lo largo de los cursos 1990-91,,1991-92, 1992-93 y 1993-94, la autora de".
esta tesis, se ha hecho cargo de uno de los grupos correspondiente al nivel de 12 de BUP.
Todas las responsabilidades come profesora de los cursos han sido asumidas por ellg,
bajo Ia tutoria dei Dr. Rico y del profesor Palomino. Este trabajo docente ha constituido la
parte practica de su formacién como investigadora en el area. De forma simuitanea se ha
venido realizando la formacién teérica, que ha comportado el estudio de distintas
disciplinas, cursadas en el Programa de Doctorado Didactica de la Matematica (bienio 90-
92) de la Universidad de Granada, y el analisis en profundidad del tépico “El goncepio de

nsefianz ndaria", que dio lugar a una Memoria
de Tercer Ciclo (Romero, 1993), correspondiente a dicho Programa de Doctorado.

El presente trabajo es fruto de la sintesis entre ambas dimensiones, la tedrica y la
docente, que han dado lugar a la investigacién que pasamos a describir.

I. 2 Area Problematica

Nuestro trabajo se realiza dentro de la linea de estudio e investigacién en Didactica
de la Matematica denominada Pensamiento Numérico, que estudia los fenémenaos de |
ensefianza, aprendizaje y comunicacién de conceptos numéricos en el Sistema Educativo
y en el medio social. El Pensamiento Numérico estudia los diferentes procesos cognitivos y
culturales con que los seres humanos asignan y comparten significados utilizando
diferentes estructuras numéricas (Castro, 1994; pg. 1). Es una linea de investigacion en
Didactica de la Matemética que aborda este estudio . desde una triple orientacién. Por un
lado se ocupa de estructuras numéricas especa’fica‘s; en segundo término, estudia las
funciones cognitivas gque los seres humanos desarrollan mediante el uso de conceptos y
propiedades numéricas; en tercer lugar, el Pensamiento Numérico tiene en cuenta l0s
problemas y situaciones que se abordan y resuelven mediante la estructura numerica
considerada y, muy especialmente, analiza la fenomenologia que subyace a tal estructura.

2 ' Isabel Romero Albaladejo
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Capitulo |I: Encuadre del estudio

Desde esta perspectiva, nuestro trabajo se encuadra en el Campo Concepiual
de los Numeros Reales, en el sentido establecido por Gonzéalez {1995); conjunto de
conceptos, procedimientos y relaciones que constituyen la estructura matematica -en este
caso de los Nimeros Reales-, junto con las actividades y funciones cognitivas que
caracterizan los modos de uso de los conceptos, procedimientos y relaciones propios de
dicho sistema numeérico, y con el campo de los fendémenos y situaciones que admiten ser
analizados mediante los mismos y de los problemas que pueden ser abordados con ellos
{pgs. 226-228).

El concepto de Numero Real es, sin duda, un concepto matematico complejo
(Feferman, 1989; pgs. 223 y sgs.). Para llegar a su estado actual de elabeoracion Ia
humanidad ha necesitado maltiples ensayos, interpretaciones, superacién de errores,
desarrollos conceptuales, formalizaciones y, en definitiva, numerosos procesos
interconectados cuya coherencia y validacién han requerido un largo periodo histérico que,
por los datos conocidos, podemos cifrar en algo mas de 7.000 afios (Bell, 1989).

Como ocurre con los conceptos mateméticds avanzados, hay una considerable
separacion entre la forma en que se organizan y estructuran cognitivamente los conceptos
¢ ideas numericos y el modo en que se formalizan y presentan en orden deductivo en los
procesos de ensefanza habituales (Tall, 1991). Una construccion del concepto de Nimero
Real cognitivamente efectiva presenta dificultades considerables y es, necesariamente,
lenta, puesto que supone el dominio e integracion de distintos campos numéricos,
naturales, enteros y racionales, cada uno con sus propias especificidades simbdlicas,
operatorias, estructurales y de representacion (Higbert y Carpenter, 1992), junto con la
comprension en profundidad de procesos especificos de paso al limite. Cada uno de los
campos numéricos antes mencionados dispone de unos simbolos y representaciones
propias, mediante las que se expresan las propiedades y relaciones que constituyen la
correspondiente estructura conceptual y que satisfacen unas determinadas funciones
cognitivas; todo ello ha de ser integrado por el alumno para la construccion significativa del
concepto de Namero Real (Romero, 1993; Castro, 1994; Gonzalez, 1995).

Por lo que respecta a la dimensioén curricular, |a introduccién del Nimero Real en
la ensefianza secundaria en Espafa se ha venido haciendo de forma similar en todos los
textos de 1° de B.U.P. correspondientes a la reforma de cuestionarios del afio 75, que
siguio la linea de implantacion en nuestro pais del curriculo de ta Maternatica Moderna, y en
el que puede advertirse |a influencia estructuralista francesa, que se pone de manifiesto en
textos como "Exposé moderne des mathématiques élémentaires” de Lucienne Félix (1966).

En términos generales, podemos considerar que el esquema propuesto por Lopez
Fernandez (1985), y que presentamos a continuacion, es el que han utilizado gran parte de
los autores de libros de texto de bachillerato en nuestro pais para el plan de estudios
vigente desde el afio 75. ‘
Dicho esquema incluye los siguientes apartados:

Tesis Doctoral
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-Estudio y analisis de la biyeccion existente entre el conjunto Q de los Numeros
Racionales y el conjunto de las expresiones decimales infinitas periédicas.
-Representacién grafica de los elementos de Q sobre una recta graduada mediante
unidad arbitrariamente elegida. La recta asi completada, recta racional, es
inmediatamente aplicada a la medida de longitudes desconocidas.

-Demostracién, mediante reduccidn al absurdo, de la no pertenencia a (3 de una
expresion decimal infinita no peribdica. Suele escogerse la que se obtiene de calcular
el radical V2.

-Esa expresidn decimal irracional se representa, a continuacién, mediante un punto en
la recta racional. Asi se hace ver al alumno la insuficiencia de la recta racional para la
medida de longitudes.

-Ekproceso suele terminar con la definicién genérica del conjunto R.de los Nameros
Reales vy |a representacion grafica, mediante intervalos encajados, de cualquiera de
sus elementos en la, hasta ahora, llamada recta racional. Esta recta pasa a llamarse
real y se propone al alumno como solucidn definitiva al problema de la medicion y
comparacion de longitudes.

Este proceso u otro similar, impecables desde el punto de vista matematico,
presenta, sin embarge, importantes inconvenientes didacticos a nuestro juicio. En efecta,
justo al contrario de lo ocurrido en el proceso historico, el alumno puede quedar con la idea
de que un dia se demostré la irracionalidad de V2 y, en funcién de ello, se construy6 el
conjunto de los Nameros Reales, aplicAndose pesteriormente a la medicion y comparacion
de longitudes (Lopez Fernandez, 1995; pg. 110).

El escolar que inicia su aprendizaje sobre 10s Numeros Reales puede entender que
el concepto de nimero irracional, en lugar de surgir y fraguarse como respuesta y solucién a
problemas co}ﬁcreios,‘era algo que estaba ahi, esperando que alguna mente humana lo
encontrara y‘bresentara a los demas como solucion al problema de la medida. Mas adn, en

el caso de los alumnos, el problema de la medida no es comprendido porque nunca han

tenido que afrontarlo como tal.

Por otra parte, apreciamos que la cuestion de las distintas representaciones
numéricas y geométricas del Numero Real, y de las conexiones y correspondencias entre
ellas, se trata de forma muy superficial en el plan de estudios correspondiente al afic 75.
Por dltimo, este esquema de introduccién del Nimero Real estd enfocade a una
presentacion Gnicamente expositiva, con un papel asignado a los alumnos de receptores
pasivos de unos cohocimientos previamente elaborados.

Todos estos problemas delimitan nuestra area de trabajo y seran abordados con

mayor profundidad en el Capitulo |l de esta memoria.

\
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Capituio | Encuadre del gstudio

. 3 Antecedentes
En términos generales, hemos de resaltar la escasez de antecedentes sobre el

terna de investigacion que nos ocupa. En la literatura de investigacion hay estudios sobre
las intuiciones de los alumnos en torno al concepto de Namero Real, pero se observa una
falta de investigaciones de tipo curricular que profundicen sobre el desarrollo de tales
intuiciones. Nuestra revisién bibliografica ha sido realizada scbre los siguientes

documentos:

-Revistas:
-Educational Studies in Mathematics; desde 1968 (completa).

-For the Learning of Mathematics; desde 1980 (completa).
-Journal for Research in Mathematics Education; desde 1970 (completa).
-The Journal of Mathematical Behaviour; desde 1985 {completa).
-Recherches en Didactiques des Mathématiques; desde 1980 {completa).
-Mathematical Spectrum; desde 1984-85.
-Mathematics Teacher; desde 198S.
-The Mathematical Gazette; desde 1985.
-Borddn; desde 1949.
-Revista de Ensefianza Media; 1956-1968 (completa).
-Revista de Bachillerato y nueva Revista de Ensefianzas Medias {completa).
-Ensefianza de las Ciencias(completa).

-Actas de congresos:
-Actas del congreso PME (desde el PME 8).
-Actas del congreso ICME (desde el ICME4).

Entre los estudios reiacionados ,éirectam_'ente con el tema del Nomero Real y su
didactica aparecides en la literatura de investigacién, podemos reconocer varias
orientaciones; describimos algunas de ellas en los apartados 1.3.1 a 1.3.4,

I. 3. 1 Estudios en torne a la Epistemologia Didactica del Numero Real

-Arsac, 1987, Estudia la génesis histdrica de la demostracion en Grecig, en el siglo Va.C, a
partir de ta pregunta: “; Est4 la aparicién de la demostracién enlazada con un problema
interno de las matematicas, o es debido a las caracteristicas especiales de la sociedad
griega?" El problema interno al que se alude es el de la irracionalidad y, al hilo def mismo, se
hacen observaciones interesantes a nivel epistemoldgico y didactico.

-Arcavi y Bruckheimer, 1987. Trabajo sobre formacién de profesores. Los autores hacen
uso de episcdios histéricos del desarrollo de los nimeros irracionales para enfocar su
tratamiento didactico. Delimita tres etapas claves en el desarrollo histérico del concepto de
Numero Real y caracteriza cada una de ellas. ‘
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-Burn, 1990. La investigacion evidencia que muchos de los alumnos que empiezan a
estudiar matematicas a nivel universitario creen que la recta real es discreta. Para avanzar
en el andlisis real, los estudiantes deben dar dos pasos fundamentales: pasar de un
conjunto discreto de nimeros a un conjunto denso, y de un conjunto de nimeros denso
pero incompleto a un conjunto continuo. El articulo argumenta la dificultad y profundidad del
segundo paso.

-Tall y Schwarzenberger, 1978. Estudio sobre el problema de los limites en la expresion
decimal de los Numeros Reales. El articulo presenta ejemplos de conflictos, conscientes e
inconscientes, entre las nociones de "decimal" y “limite”, de “decimal y "fraccion”, de
“ndmero” y "limite”, de "sucesién”y "serie". Algunos de estos conflictos son debidos a las
acepciones que tienen algunos de estos términos en contextos ajenos al de la matematica,
y que interfieren con el significado matematico; otros provienen de experiencias previas de
los alumnos; y otros, son debidos a distinciones puramente matematicas. Los autores

abogan por la sensibilidad del educador a las distintas fuentes de conflictos, para mejorar la

guia que es posible proporcicnar a los estudiantes.

I. 3. 2 Anéalisis de concepciones de los alumnos sobre los Numeros Reales

-Monaghan, 1988. Se refiere a las concepciones de los alumnos acerca de la
representacion decimal de los nimeros reales, que es fundamental para su comprension,
como ésta lo es para la comprensién del Calculo. El autor argumenta que para tener una
comprensidn basica de la completitud de R, debe considerarse el limite de la serie
correspondiente a una determinada expresion decimal como un namero real, es decir,
considerar un decimal infinito como un ndmero real. Para ser capaces de hacer esto, los
alumnos deben tener un sentido del infinito actual, ya que, de otro modo, los decimales
infinitos son considerados como un proceso y no como una entidad. Este es un punto
importante para la compresién de los Niomeros Reales. Sin embargo, se pone de manifiesto
que la vision que tienen los alumnos de dichos ndmeros corresponde a una etapa de

infinito potencial, sin llegar a incorporar la nocién de infinito actual, en la mayoria de los -

casos. El autor sostiene que, aunque es posible “hacer” Cdlculo sin la comprensién
pertinente del infinito actual, no es posible comprender el Célculo en esas condiciones.
-Robinet, 1986. Presenta un cuestionario disefiado para explorar las ideas de alumnos de

17-18 anos y primer ano de universidad sobre diversos aspectos de los nimeros reales.

Consta de cuatro preguntas: sobre el concepto de ndmero real en general, la densidad en
los reales, la diferencia entre decimales y racionales, y la imagen que tienen los estudiantes
de la recta real. Los resultados muestran que los alumnos consideran R principaimente
como un conjunto de nimeros, es decir, bajo el ambito numérico, mientras que el ambito
geométrico aparece muy poco en las concepciones de los alumnos; los diferentes
conjuntos numéricos que constituyen R son diferenciados mediante su escritura )}

solamente asi; ademas, la recta no es para los alumnos una buena representacion de R er‘1 .'

e
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el nivel intuitivo, sin que el modelo sea construide de forma mas explicita y sus
propiedades sean puestas de manifiesto.

-Romero y Chiesa, C. (en prensa). Se trata de un cuestionario elaborado para estudiar
cémo conciben 1o0s estudiantes la idea de Continuo en el momento en que se inician en el
Caleulo Infinitesimal. El analisis realizado pone de manifiesto que, en €l caso de los
individuos de la muestra, el esquema conceptual del continuo es un agregado inconexo de
imagenes y de enunciados de propiedades. No se detecta con el cuestionario ningun tipo
de nexo no trivial entre geometria y ndmeros y, ademas, se observa que la caracteristica
mas relevante de los nimeros para los alumnos resulta ser, precisamente, su forma de

escritura.

I. 3. 3 Estudios con procesos didacticos sobre el Numero Real

-Douady, 1980. Realiza una propuesta de situaciones didacticas, ya experimentadas, en
las que se enlazan la medida y la representacion decimal para la introduccion de los
Nameros Reales, con objeto de analizar las estrategias utilzadas por los alumnos y
axiomatizar sus acciones y discurso para determinar los modelos implicitos de los alumnos
sobre los Ndmeros Reales en situaciones de aprendizaje escolar.

-Coriat y otros, 1993. Presentacidon de un modelo didactico, basado en una sucesidn que
se utiliza para establecer una secuencia de proporciones con las que realizar la mezcla de
dos pigmentos; esta disefiado para explorar la introduccién del concepto de ndmero real
con magnitudes distintas a la longitud y el tiempo; experimentado en cursos de formacion

de profesores.

I. 3. 4 Concepciones de los alumnos scbre el Infinito

-Fishbein y Tirosh, 1979. Se trata de un test de diez items para explorar las intuiciones de
nifios respecto al in_ffinito. Algunos de los items estan directamente relacionados con la recta
y el continuo Iineél, otros con la correspondencia entre conjuntos infinitos {cardinales) y
limites. En los resultados se pone de manifiesto la naturaleza contradictoria del infinito para
nuestro esquemas mentales, cuya légica estad adaptada a realidades finitas. Ademés,
sostiene que el tratamiento educativo habitual sélo afecta a la comprension formal y de
nivel superficial del concepto de infinitp, mientras que ias intuiciones mas primitivas
permanecen estables. Los autores abogan por la importancia de trabajar con estas
intuiciones para poder someterlas a un control matematico apropiado.

-Gardiner, 1985. Scbre la conexidn entre los procesos infinitos en matematicas y aquellas
partes de tas matematicas en Secundaria que dependen de los procesos infinitos. El autor
presenta dieciséis tépicos en los que los alumnos han de enfrentar los procesos infinitos en
las matematicas de Secundaria y, a partir de aqui, analiza la distincion entre “ia psicologia
de los procesos infinitos” y “la matemética de los procesos infinitos”, y los problemas de
correspondencia entre ambas. \
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-Moreno y Waldegg, 1991. Los autores analizan distintas etapas histéricas en la evolucion
del infinito actual y clasifican, a partir de aqui, el nivel en que se encuentran las
conceptualizaciones del infinito actual en estudiantes de Secundaria. Dado que los alumnos
se quedan en el nivel de la conceptualizacidén de Bolzano, los autores hag:en un estudio de
las dificultades que encuentran, en la actual estructura curricular, para alFanzar el nivel de
conceptualizacidén de Cantor sobre e infinito actual.

-Tall, 1980. Detecta una tendencia en varios nifios a interpretar los pun%s de la recta en
términos de medida y no de cardinalidad; ésto provoca conflictos con resultados derivados
de la usual interpretacion en términos del sistema de los numeros reales. El autor
proporciona una interpretacion formal alternativa que es ldgicamente consistente vy, sin
embargo, consonante con las intuiciones de los nifios en lugares que son conflictivos segan

» Ha interpretacién cardinal, El paradigma cardinal es visto entonces como una de las muchas

extensiones infinitas posibles del concepto de ndmero, mas que una realidad lbgica
absoluta contra la cual todo debe ser juzgado. El autor llama la atencién.sobre el hecho de
que la investigacion psicoldgica de l0s puntos de vista de los nifios sobre lo infinitamente
grande y lo infinitamente pequefio esta distorsionada si sélo tenemos en cuenta una
interpretacién puramente cardinal.

Ante el estado de la cuestiéon que determinan los escasos estudios encontrados,
autores como Monaghan (1988), demandan mds investigacion en este campo, puesto que
se observa que los proyectos realizados hasta ahora se han centrado en analizar las
concepciones de los alumnos, pero no han evaluado la eficacia de programas de
ensefianza, ni han abordado la utilidad de una aproximacion al tema mediante
planteamiento de conflictos cognitivos y discusidn de las concepciones de partida de los
alumnos. En el planteamiento de nuestra investigacion, tales concepciones necesitan ser
comprendidas e interpretadas para pasar, posteriormente, a proponer vias para su
desarrollo y superacién. No estamos de acuerdo con la tendencia habitual a sobre-
corregirlas cuando surgen, para avanzar rapidamente en la instruccion sobre el topico;
sostenemos que hay gque dar un paso mas, y desarrollar medios para que los alumnos
amplien y transformen progresivamente dichas concepciones, con objeto de construir un
conocimiento matematico mas amplio y fundado.

l. 4 El contexto de la investigacion y sus agentes

Como ya hemos apuntado al principio, en nuestro estudio concedemos prioridad al
contexto en que se desarrolla el proceso de ensefianza-aprendizaje, con toda su
riqueza y la multiplicidad de variables que lo conforman. Nuestro objetzvo primordial no es
explicar los procesos cognitivos subyacentes a la adquisicién de cierfos contenidos, sino
estudiar el proceso constructivo que desarrollan unos alumnos en t rho al concepto de
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Namero Real en la situacion escolar en que dicho proceso tiene lugar. Pensamos que este
enfoque permite una mayor aproximacion e integracion entre la teoria'y 1a practica.

"Sdlo los mas recientes desarroflos de la ciencia cognitiva han empezado a abrirse a
la dimension social. Pero durante mucho tiempo, la cardcteristica basica, coman a otras
muchas disciplinas, era el enfoque en el individuo” (Bauersfeld, 1994; pg. 134).

De acuerdo con Resnick “La idea de que el pensamiento es independiente del
contexto [...] subyace a la fradicion psicoidgica experimental de la investigacion sobre el
aprendizaje y el pensamiento. Solamente si se piensa que el pensamiento se comporta de
la misma manera en diferentes entornos, se puede esperar aprender algo acerca del mismo,
observando la conducta en un entorno muy restringido y a menudo artificial” (Resnick,
1989; pg. 11).

.=~ También autores como Hiebert y Carpenter (1992) proponen que las
investigacionas enfocadas en la comprension de los alumnos se disefien para que puedan
proporcionar un andlisis detallade de cémo interaccionan los elementos del proceso de
ensefianza-aprendizaje. Compartimos con estos autores la opinidn de que las
investigaciones que contribuyan a la clarificacién de la comprensién de los alumnos seran
aquellas que revelen su pensamiento, tal como ocurre en los entornos de la clase, y como
cambia éste en el cursa de la instruccion (Hiebert y Carpenter, 1992; pg. 92).

Adem__és,_,_hemos de tener en cuenta que, como sostienen Bauersfeld (1983) y
Crawford (1988), citados por Van der Brink (1990) “fas técnicas de investigacion, deben
emplearse en entornos de investigacién que sean también significativos para los nifios.
Los investigadores han de buscar esto. No se logra ese confexto meramente por pedir a
una persona que relate en voz afta, o disefiando tareas para que alguien pase un test.
Uno necesita encontrar contextos adecuados. Los factores socioculturales son de una
fmpor?ancfia primaria”{(pg. 37).

Es evidente que esta ferma de abordar el estudio de los procesos de ensefanza-
aprendizaje, partiendo del contexto en que se producen, es compleja y presenta
numerosos problemas. La complejidad social de la situacion de aprendizaje se revela como
un problema, al mismo tiempoe que como una potencialidad adicional.

Ademas de las dificultades que plantea la descripcion del proceso, dinamico y
complejo, que constituye la vida en el aula, en nuestro caso concreto contabamos con un
segundo dato determinante: la decisién de que la autora de la investigacién, en su funcién
de profesora de un curso del nivel correspondiente asumiera el frabajo de campo para
desarrollar las clases sobre el tema objeto de investigacion. Nos situamos asi en el caso
del investigador como miembro pleno de la situacion que estudia, dentro de 1a
tipologfa ofrecida por Adler y Adler (1994) para clasificar el papel de los investigadores
cualitativos con respecto a las situaciones objeto de estudio. Estos autores consideran las

Tesis Doctoral _ )



La Introduccion del NOmero Real en Secundaria

opciones siguientes: el investigador miembro pleno de la situacion, el investigador
- participante activo de la misma y el investigador como miembro periférico (pg. 379).

La decision de que la investigadora asumiera el papel de profesora en nuestro
estudio viene justificada por varios argumentos; de lo expuesto hasta el momento
sefialamos los siguientes: |

-El tratamiento curricular que se lleva a cabo en la actualidad del Nimero Real, tal
como hemos visto, no facilitaba el tipo de indaa cion que nos habiamos propuesto;
ademas, dicha indagacién planteaba dificultadesE

-Nuestros presupuestos sobre la importancia de estudiar la actividad constructiva del
conocimiento de los alumnos en el contexto en que ésta se produce, es decir, en la

ara ser asumida por otro profesor.

clase, hacian aparecer este espacio como escenario natural de nuestra investigacion.
-El trabajo directo con los alumnos para la puesta en practica y desarrollo de nuestras
ideas presentaba muitiples ventajas ya que, a través de Ia interaccion personal, es
més facil controlar la recogida de informacién y obtener datos significatives para las
cuestiones planteadas en nuestro estudio; mas aun, teniendo en cuenta que éstas
cuestiones pueden ir evolucionando o matizandose en el transcurso del proceso
didactico, que se concibe como dindmico e interactivo.

De esta forma, la autora de |1a presente tesis asumia el doble papel de profesora e
investigadora. Siguiendo a Richardson {1994), consideramos que la nocién de profesor
investigador tiene varios significados posibles. Uno de esos significados viene dado por la
concepcion de que ensefiar es investigar. Este argumento sugiere que el trabajo de
ensefianza es como el trabajo de investigacion. El profesor experimenta con un tratamiento
o actividad, toma datos, y toma decisiones sobre la base de esos datgs y juzga si la
actividad funciona (Neilson, 1990). Una segunda aproximadién se refiere a varias
concepciones del profesor como un practico reflexivo (Dewey, 1933; Louden, 1991,
Russell y Munby, 1992; Schon, 1983). Una tercera concepcién se refiere a la

Investigacion-Accion; en esta forma de investigacién del profesor, los profesores como

grupo pueden llegar a ser mas sistematicos al pensar sobre su trabajo, tomar y analizar
datos en relacién con problemas percibidos en sus clasqs y en sus escuelas y, por tanto,
comprender y mejorar su practica (Carr y Kemmis, 1988, Elliot, 1976-77).

Una cuarta nocidn del profesor investigador es cualitativamente distinta de las tres
precedentes. Es la nocidn del investigador experto en didactica de la discipina y en
su contenido como profesor, que tiene en nuestra comunidad el precedents de Castro
(1994). Esta forma de investigacion tiene como objetivo contribuir a la base de
conocimientos que puedan ser utilizados dentro de 1ajcomunidad educativa, a través de las

formas compartidas en la comuridad cientifica jen cuanto a disefio, metodologia,
K

|
L

presentacion, etc,
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Las tres primeras nociones descritas pueden ser consideradas como “indagacién
practica”, mientras que la cuarta categoria entraria dentro de lo que se considera
“Investigacion formal”. La principal distincién entre estas dos formas de investigaciéon es
que la indagacion practica se lleva a cabo en el trabajo diaric de cada uno con propdsitos
de mejora de dicho trabajo: hay una preocupacién inmediata por encontraszquciones
practicas a los problemas que se presentan en la realidad cotidiana; sin embargoe, en el
modolo dei investigador experto en contenido como profesor, los problemas de ensefianza
de un determinado tdpico son definidos por via teérica y existe una fuerte preocupacién por
generar pautas de contenido tedrico, asi como secuencias de aprendizaje empiricamente
validadas a partir del estudio de los procesos didacticos experimentados con los alumnos.
Ademas, los resultados de este tipo de investigacion han de ser contrastadoes y validados
dentro de la comunidad cientifica, mientras que el individuo o grupo de practices implicados
en una indagacion practica necesitan responder a un sentido mas personal de validacién y
avance. (Richardson, 1984).

El papel de ia autora de esta tesis como investigadora-profesora, se sitia dentro de
la cuarta categoria de las anteriormente descritas. La presente investigacion ha sido
disefiada para que |a investigadora asumiera el papel de profesora durante la fase practica
de la misma, correspondiente al proceso didactico que tuvo lugar durante los meses
Octubre a Marzo del curso 1993-94, y para hacer posible, sobre la base de esta fase
practica, la investigacion formal en los términos anteriormente descritos.

I. 5 El Problema de investigacion

Asi pues, en una primera aproximacion, nuestro problema general de
investigacion se centra en: Explorar vias para la introduccién al concepto de Nimero Real
en el curriculum de Ensefianza Secundaria. Detectar y estudiar las dificultades y
potencialidades que se pueden presentar en la comprensidon matematica de los alumnos
sobre estos conceptos, en un contexto escolar, explicitando las {imitaciones vy
posibilidades para el aprendizaje que proporciona el aula como escenario natural complejo.

Para abordar el andlsis tedrico de esta cuestion, nos apoyaremos en el estudio y
revisién de los problemas fundamentales que han surgido histéricamente a lo largo del
desarrollo del concepto de Numero Real (Artigue, 1990); en la reflexién sobre los sistemas
usuales de representacion para el Namero Real y sus elementos, asi como las relaciones

“entre elios (Hiebert, 1992); y, por dltimo, en el andlisis del papel que juega la interaccion

social en la construccion del conocimiento (Lerman, 1989).
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l. 6 Caracterizacion de nuestra investigacién
Arnal (1992) considera dos lineas tipoldgicas dentro de la Investigacion-Acciorn:
una basada en la escuela lewiniana y otra en fa escuela inglesa. Dentro de 1a tipologia de

empirica y la experimental {pg. 250)
Nuestro trabajo ha sido concebido dentro de ia linea de Investigacion-Accién,
siguiendo la tipologia anterior, se\situarl’a en la interseccién entre la categoria de

Lewin sefiala cuatro modalidades: I/a investigacién-accién diagnéstica, la participativa, la

investigacion-accién diagndstica (por'cuanto que esta enfocada a la recogida de datos, su
interpretacién, su diagnéstico y la recomendacién de unas medidas de aecién), con la
investigacién-accion empirica (por cuanto estudia un problema social mediante una accion
que supone un cambio y valora los efectos producidos, todo ello de la manera mas
sistematica posible).

El esquema general de trabajo se basa en las etapas que se han descrito como
fundamentales de una investigacién en la Accién: Planificacién, Accién, Observacion y
Reflexion, asi como la idea de secuencialidad de las mismas en forma de ciclos (Lewin,
1946; Kemmis, 1882; Elliot, 1973; Ebbut, 1985; Whitehead, 1984, citados por McNiff, 1988;
Castro, 1994).

El esquema propuesto por Elliot (citado por MeNiff, 1988; pg. 30) recoge Ia idea
basica de las fases ciclicas, y se adapta especialmente bien para la descripcién de nuestro

proceso {fig. 1.1).
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A este esquema hemos incorporado la aportacion de Whitehead (citado por McNiff,
1988, pg. 44), que se refiere a la posibilidad de dar cuenta de episodios espontaneos a lo
largo del proceso de investigacién-accién, mediante espirales adyacentes a la
correspondiente al problema principal de investigaciéon. Este marco de espirales
adyacentes permite acomedar el tratamiento que se da a problemas subyacentes al
problema fundamental de investigacién, cuyo tratamiento se considera necesario para

abordar el problema pringipal (fig. 1.2).
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I. 7 Proceso de Investigacion

A partir"de los dos esquemas tedricos del apartado anterior, elaboramos el esquema
general de nuestra investigacion que se presenta en Ia fig. 1.3. Hemos de advertir que
dicho esquema no ha sido un plan a priori, sino una sintesis de nuestro proceso de
investigacidn-accién, que pretende facilitar la comprension del mismo y servir de guia para
el desarrollo fflfe su exposicion. Asimisme, la linealidad en la descripcién del proceso de
investigacion en esta memoria abedece a motivos de claridad de exposicidn; para hacerla
posible, ha i:do necesario explicitar una estructura que, en varios aspectos, ha
permanecido [mplicita durante la realizacién del trabajo de investigacién propiamente dicho.

L ,
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I. 8 Tipo de Investigacién

Segln autores como Bisquerra (1988}, bajo el término de Investigacidén-Accién
se agrupan un conjunto de tendencias sobre investigacién educativa, que comparten unos
principios comunes, pero que no se acomodan a un modelo Unico de Investigacién-Accion.
Las opciones metodoldgicas cubren un espectro amplio: desde la utilizacion de metodologia
cuantitativa (incluyendo experimentacién, control de variables, anélisis estadistico etc.)
hasta el uso exclusivo de métodos cualitativos (pg. 279).

La investigacién que hemos I!evadé a cabo en nuestro caso se encuadra dentro del
paradigma cualitativo, por cuanto acentuamos la consideraciéon de la naturaleza
socialmente construida de la realidad, 1a intima relacién entre el investigador y el problema
investigado, y los ¢ondicionantes situacionales que dan forma a la investigacion (Denzin y
Lincoln, 1994; pg. 4). Dentro de los atributos que, segun Cook y Reichard {(1982; pg.29),
caracterizan el paradigma cualitativo, en nuestro estudio destacameos los siguientes:

-Concepcidn global fenomenoidgica "interesado en comprender la conducta humana
desde el propio marco de referencia de quien actda”.

-Observacion naturalista.

-Préximo a los datos; perspectiva "desde dentro™.

~Fundaméntado en la realidad, orientado a los descubrimientos, exploratorio,
expansionista, descriptivo e inductivo.

-Orientado al proceso.

-Valido: datos "reales", “ricos" y "profundos”.

-Holista.

-Asume una realidad dinamica.

El paradig;ma cualitativo concibe el mundo social mediante el desarrollo de conceptos
y teorias que estén basados en los datos, es decir, conceptos y teorias derivados de los
datos e ilustrados por ejemplos caracteristicos de los datos.

"Cualquier entendimiento cientifico de la accién humana, en cualquier nivel de
ordenacion o de generalidad, debe empezar y basarse en un entendimiento de 1a
vida cotidiana de los miembros que realizan estas acciones. No flegar a advertir esto
y no actuar al respecto de un modo consecuente, es cometer lo que podiamos
denominar falacia del abstraccionismo, es decir, ia falacia de creer que uno puede
conocer de forma mds abstracta lo que no puede comprender de una forma particular”
(Douglas, 1970:11). Citado por Cook y Reichard (1986, pg.63).

Un investigador cualitativo prefiere que la “teoria™! emerja de los propios datos.
Siguiendo ideas de Filstead (1986), consideramos que esta cimentacion de la teoria en los

1 Teorfa consiste en refaciones plausibles propuestas entre conceptos y conjuntos de conceptos. Aunque
solaments plausible, su plausibilidad ha de ser fortalecida a través de la investigacion continua (Strauss y
Corbin, 1994; pg. 278)
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datos incrementa la capacidad del investigador para comprender y, quiza, para concebir en
definitiva una explicacién del fendémeno, que sea consecuente con su aparicion en el mundo
social. Al tratar de proporcionar una base a la teoria, el investigador intenta averiguar qué
esquemas de explicacion son empleados- por las materias sometidas a estudio para
proporcionar un sentiﬁo a las realidades sociales con las que se encuentran; qué teorias,
conceptos y categorias sugieren los propios datos. La insistencia en la proximidad a los
mundos cotidianos deg los participantes y en captar in situ sus acciones proporciona un
refuerzo sdlido a las explicaciones que finalmente desarrolle la investigacién (pgs. 63-65).

En este sentido, esta investigacion esta disefiada como un estudio de caso.
Dentro de los estudios de caso Stake (1994), identifica tres tipos distintos: el estudio de
caso Intrinseco, el estudio de caso Instrumental y el estudio de caso Colectivo (pg. 237).
Ateniéndonos a esta clasificacion, el nuestro pertenece a la categeoria Instrumental, por
cuanto un caso particular, la experiencia curricular de introduccion al concepto de Nimero
Real con una clase de alumnos de 1% de BUP, es examinado con vistas a proporcionar luz
sobre un tema. El caéo es de un interés secundario; juega un papel de soporte, facilitando
nuestra comprensién de algo mas: posibles vias para la introduccion al concepto de
Numero Real en el curriculum de Ensefanza Secundaria, y dificultades y potencialidades
que puede presentar el topico para el desarrollo de la comprension matematica de los
alumnos. Es decir, el caso es examinado en profundidad, se hace un escrutinio del contexto
y se detallan sus actividades, pero su finatidad se centra en avanzar nuestra comprension
sobre un interés extrinseco mas amplio. En definitiva, el estudio de caso es un paso Otil en
la busqueda de indicios para avanzar hacia otro grado de generalizacién, si bien no es
necesario poner el énfasis en la generalizacién, especialmente cuando se trata de primeras
aproximaciones a un tema. _
1. 9 Metodologia

El planteamiento de una investigacién consta no sélo de una concepcién filosoéfica
global, sino también de.un nexo con un determinado tipo de métodos para llevar a cabo la
investigacion. Segln Cook y Reichard (1986), la distincién mas notable entre los
paradigmas cuantitativo y cualitativo corresponde a la dimensién de verificacién frente a la
de descubrimiento. Los métodos cuantitativos han sido desarrollados mas directamente
para la tarea de verificar y de confirmar teorias y, en gran medida, los métodos cualitativos
fueron desarrollados, deliberadamente, para la tarea de descubrir 0 generar teorias. No es
sorprendente entonces que cada familia de métodos haya llegado a estar asociada con
distintas posicioneas paradigmaticas (pg. 38).

Recogida dﬁ‘} datos

La investigac"én cualitativa puede utilizar técnicas de recogida de datos como los
estudios de casos, |a|s;entrevistas en profundidad, la observacién participante, fotografias,
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video, grabaciones, etc. Con esto se pretende estudiar lo que la gente "dice y hace”, en
lugar de lo que "dice que hace", mas propio de las encuestas y métodos cuantitativos.
(Bisquerra, 1989; pg. 258).
En muchos trabajos cualitativos se intenta un analisis profunde dei comportamiento
Yy su significado en |a interaccién social diaria, a través de un trabajo de campo que incluye:
-participacién intensiva y a largo plazo con los sujetos;
-reqistro cuidadoso de lo que acontece, mediante notas de campo y recogida de
evidencia documgntal {(manuscritos, ejemplos de trabajos de los alumnos, fotos,
cassette, video, etc.);
-reflexién analitica a partir de los registros realizados y la documentacion obtenida;
-descripeion detallada, utilizando procedimientos narrativos.
Todas las técnicas mencionadas han sido utilizadas en alglin momento durante esta
investigacion.

Analisls de Datos:

Tal como hemos sefialado anteriormente, nuestra investigacién esta enfocada para
hacer surgir conceptos y planteamientos tedricos a partir de los propios datos, mediante su
analisis.

El investigador cualitative utiliza el analisis inductivo, lo cual significa que las
categorias, temas y regularidades emergen de los datos. Las categorias que emergen de
las notas de campo, documentos y entrevistas, no son impuestas a priori a los datos. Al
comienzo de su trabajo el investigador desarrolla un sistema para codificar y categorizar los
datos. La estrategia de induccion analitica implica el examen de estos datos en busca de
categorias de fendmenos y de relaciones entre esas categorias; a tal fin, se desarrollan
tipologias e hipGtesis de trabajo a partir de los casos iniciales que, posteriorﬁ"lente, van
siendo reelaboradas o modificadas con l1a aparicién de nuevos casos (Goetz y Lecompte,
1988; pg. 186). '

Para realizar este tipo de analisis de datos existen diversas técnicas; una de las
técnicas mas caracteristicas de la metodologia cualitativa es la Triangulacién. Su razén de
ser esta en que los datos de la observacién y las lecturas de las mediciones son
entendidos como resultado de una transaccién, en la que tanto e! observador comeo &l
objeto de investigacion contribuyen a la forma de los datos. Si se dispone de una sola
observacion es imposible diferenciar los elementos subjetives y los objetives. Sin
embargo, cuando se pueden ajustar observaciones por medio de instrumentos diferentes y
desde emplazamientos distintos, como referidas a "los mismos" objetos, entonces es
posible distinguir en los datos los componentes debidos al observador y a lo observado.
(Campbell citado en Cook y Reichard, 1982; pg. 99).

Denzin (1978), citado por Janesick (1994), identifica cuatro tipos bésicos de
triangulacion. Triangulacién de datos: uso de una variedad de fuentes de datos en un
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estudio); trianguiacion de investigadores: utilizacién de diferentes investigadores o
evaluadores; triangulacion tedrica: uso de mdltiples perspectivas para interpretar un mismo
conjunto de datos; y triangulacién metodoldgica: utilizacion de miltiples medios para
estudiar un sélo problema.

j En nuestro caso, realizamos una triangulacion de investigadores: profesora- |
investigadora y director de la investigacidén, y una triangulacién de datos, utilizando
dive'{sas fuentes: documentos escritos de los alumnos, diario de la profesora-investigadora,
grabaciones en audio y grabaciones en video, log cuales seran analizados y contrastados
entre si, con vistas a obtener informacién sebre las relaciones entre los tres componentes
del fridngulo didactico Contenido-Alumnos-Profesora.

@NTENID@

Andlisis de la Organizacién
del Contenido

Analisis de 1a Comprension
del Contenido

PROFESO RA < > CALUMND S
<-— -~ Andlisis de Ia <-—_,___-f>
\ B Interaccion Didactica J

El andlisis de las tres relaciones: Profesora-Contenido, Alumnos-Contenido y
Profesora-Alumnos sera realizado mediante unidades de andlisis disefiadas con tal fin.
Dichas unidades son: -~

-Las Unidades de Analisis para la Organizacién del Contenido permiten condcer
qué aspectos concretos de contenido se tratan y con qué desarrollo se proponen.
-Las Unldades de Analisis para la Comprensiéon del Contenido permiten
“interpretar las distintas conexiones establecidas por diferentes alumnos entre las
piezas de conocimiento matematico sobre las que han trabajado
-Las Unidades de Anélisis de la Interaccién Didactica permiten abordar el
estudio de las interacciones que han tenido lugar entre la profesora y los alumnos a lo
largo del proceso didactico y su relacién con la construccion de conocimiento.

En el analisis de las tres relaciones mencionadas, a las que en este trabajo
denominamos aristas, nuestro interés primordial esta en estudiar la Comprensién del
Contenido Matematico (en el sentido de Hiebert y Carpenter, explicitado en el apartado Ii.
3.1 de esta memoria) por parte de los Alumnos; realizamos dicho estudio mediante el
anélisis de la relacién Alumnos-Contenido. De hecho, el estudio que se realiza sobre las
otJa's dos relaciones tiene por finalidad poner de manifiesto ¢émo se ha estructurado el

‘ , _
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Contenido y en que marco de Interaccidn social se ha trabajado. De este modo queremos
contextualizar y precisar las condiciones bajo las que los alumnos han elaborado su
conhocimiento sobre Nameros lrracionales y ayudar asi a delimitar los factores que facilitan
tal Comprension y profundizar en la interpretacién de los mismos.

En los préximos capitulos describiremos detalladamente las unidades de analisis
elaboradas para el estudio de cada una de las aristas del tridngulo didéctico Contenido-
Alumnos-Profesora, asi como los datos recogidos, |a interpretacién de dichos datos y la
reflexion realizada para establecer conclusiones al respecto.

Flabilidad y Validez.

Para evaluar la calidad cientifica de un trabajo de investigacion han de abordarse las
cuestiones de su Fiabilidad y Validez. Aunque.algunos autores discuten la pertinencia de la
utilizacién de estos criterios, heredados del paradigma cuantitativo, para la evaluacién de
estudios cualitativos (Wolcott, 1996; Donmoyer, 1990; citados por Janesick, 1994; pg.
2186), la mayoria estan de acuerdo en que dichos criterios siguen siendo utiles si son
interpretados adecuadamente dentro de este Ultimo paradigma (Janesick, 1994; pg. 217).

La Fiabilidad se refiere a la medida en que se pueden replicar los estudios. Exige
que un investigador, que utilice los mismos métodos que otros, pueda replicar los
resultados obtenidos. Elio plantea un enorme problema en las investigaciones sobre el
comportamiento natural o los fendmenos tnicos. Cuestiones de unicidad e idiosincrasia
pueden llevar a afirmar que es imposible replicar un estudic cualitativo, mas aun teniendo
en cuenta que este tipo de estudios tienen lugar en escenarios naturales y, a menudo,
intentan registrar procesos de cambio. Sin embargo, la generacion, perfeccionamiento y
validacion de constructos y postulados puede no exigir la replicacién de las situaciones.
Por lo demas, puesto que el comportamiento humano nunéa es es}tético, ningin estudio;
independientemente de sus métodos y disefios, puede ser replicado con exactitud. {Goetz
y Lecompte, 1988; pg. 214).

A pesar de lo expuesto anteriormente, el investigador cualitativo aumenta la -

Fiabilidad externa de sus datos intentando dar solucidn a cuatro problemas principales:
los referidos al status del investigador, la seleccion de informantes, las situaciones y
condiciones sociales, los constructos y premisas analiticos y los métodos de recogida y
analisis de datos (Goetz y Lecompte, 1988; pg. 217). Para fortalecer |a fiabilidad externa de
nuestro estudio hemos dado cumplida informacién en cuanto al status de la inve_lstigadora y
hemos avanzado algunas cuestiones sobre los constructos y premisas analitiéos y sobre
los métodos de recogida y analisis de datos, que seran ampliadas y detalladas en el
transcurso de los capitulos posteriores. Por lo que respecta a la seleccion de los
informantes y a la situacién y condiciones sociales, ya hemos mencionado que el estudio
ha sido realizado con un grupo de alumnos y alumnas escogido al azar entre los grupos de
12 de B.U.P., nivel en el que hasta el momento se ha venido introduciendo a nivel curricular
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el topico que pretendemos estudiar, de un Instituto de Bachillerato pablico, perteneciente al
area urbana de la ciudad de Granada, de nivel socioeconémico medio o medio-bajo; la edad
de los alumnos esta comprendida entre los 13-14 afios.

El problema de |a Fiabllidad interna de los estudios cualitativos plantea ta cuestion
de la coincidencia entre varios investigadores que actien en un solo estudio. Para fortalecer
la fiabilidad interna de nuestro estudio hemos seguido dos de las estrategias propuestas
por Goetz y Lecompte (1988):

-Los descriptores de bajo nivel inferencial: transcripcién literal de las conversaciones
de los participantes, descripciones tomadas de las notas de campo u otros registros
observacionales y datos brutes como citas directas a partir de grabaciones en audio.
Estos descriptores constituyen la evidencia principal para estimar la validez de un
informe ya que, basandose en este material, los lectores pueden aceptar, rechazar o
modificar las conclusiones extraidas por el investigador.

-La revision por otros investigadores; en este caso por el director de la tesis y otros
colegas que han intervenido a lo largo del desarrollo de!l andlisis de los datos; por
ultimo, la publicacién de los resultados que constituye en si misma una forma de
ofrecer el material a la revisiéon de otros expertos (pg. 221).

L.a Validez tiene que ver con la cuestion de cémo justificamos las interpretaciones
que-hacemos en la investigacion. En la investigacién empirica o cuantitativa se establece
tradicionalmente una dicotomia entre validez interna y validez externa. La primera se refiere
a la confianza con la que podemos reclamar que nuestros resultados surgen de las
condiciones experimentales, y la segunda con nuestra habilidad para generalizar los
resultados a otras condiciones y circunstancias.

Segin Goetz y Lecompte (1988), una investigacion del tipo de la que hemos
llevado a cabo posee un alto grado de Validez Interna, que viene avalado por:

-La convivencia con los participantes, en este caso la propia participaciéon de la
investigadora; la préctica de prolongar 1a recogida de datos durante un largo periodo
de tiempo, que ha ofrecido la aportunidad de efectuar analisis y comparaciones
continuas de dichos datos con el fin de perfeccionar los constructos.

-La realizacién de la investigacién en un escenario natural, que ha reflejado las
experiencias vitales de los participantes con mayor exactitud de la que permiten
escenarios de tipo mas artificial o los laboratorios.

-El proceso de autovigilancia de la investigadora, denominado subjetividad
disciplinada, por el que todas las fases de su actividad se han sometido a un
cuestionamiento y reevaluacién continuos (pg. 224).

Si bien la influencia del investigador participante y el rol que ha asumido puede
afectar en determinado tipo de estudios a la validez de los datos que proporcionan los
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informantes, creemos que esto no ha sido un problema en nuestro caso dada la relacion
cotidiana de la investigadora como profesora del grupo de alumnos con los que se ha
realizado el trabajo de campo. No obstante, este punto requeriria una meta-valoracion o
evaluacién de segundo nivel, desde el punto de vista de la metodologia de investigacion.

Por lo que se refiere a [a Valldez externa, estamos de acuerdo con Firestone
{1993) en que una de las mayores dificultades de la investigacion cualitativa consiste en
generalizar los hallazgos a situaciones distintas de las estudiadas. Usualmente, los tres
argumentos empleados para generalizar a partir de los datos son: la extrapolacion desde
una muestra a la poblacion a partir de anélisis estadisticos, la generalizacién analitica, y la
transferencia de un caso a otro. A menudo, la investigacion cualitativa ha utilizado el dltimo
argumento, pero también se han hecho esfuerzos para hacer uso de los dos primeros (pg.
16). .

En fa generalizacién de resultados a partir de |a transferencia de un estudio de
caso a otro, la conexién entre el caso descrito y |a situacion en que puede aplicarse no se
lleva a cabo tanto por criterios formales de correspondencia como a través del conocimiento
implicito del lector. Es decir, la responsabilidad de la transferencia pasa del investigador al
lector que quiera aplicar los descubrimientos. Sin embargo, el investigadoer si tiene la
responsabilidad de proporcionar una decripcién lo mas rica, profunda y detallada posible
del caso estudiado; puesto que el investigador no puede conocer la situacion en que 1os
lectores consideren aplicar los resultados del estudio, debe describir un amplio rango de
aspectos del proceso estudiado y de los haliazgos obtenidos, para que los lectores tengan
informacién suficiente para evaluar la correspondencia entre |a situacion estudiada y la
suya propia, especialmente porque las situaciones pueden diferir bastante (Firestone,
1993; pg. 18). En nuestra investigacién prqcuramés una descripcidn lo mas rica y detallada
posible del proceso, a fin de que sea posible ubic:%r sus distintas coordenadas.

Dado que el carcter de este estudio es fundamentalmente exploratorio, la
generalizacién analitica, esto es, 1a generalizacion de un conjunto de datos particulares a
una teoria mas amplia, puede resuitar prematura. Entendemos que generalizar una teoria es
proporcionar evidencia que apoye, aunque no pruebe definitivamente dicha teoria. En
cuanto a la generalizacién mediante la extrapolacién a partir de una muestra, con técnicas
estadisticas, queda fuera por completo de nuestras intenciones, dado el caracter de esta
investigacién y los fines, en principio exploratorios, que se propone.
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Capitulo 1: Desanollo del Problema de Investigacion: Andlisis Tedrico

» CAPITULO I

DESARROLLO DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION:
ANALISIS TEORICO

Il. 1 Delimitacion de! problema de investigacion

En el capitulo anterior establecimos el area problematica en la que se situa

nuestro estudio e identificamos el problema general de investigacién mediante un primer
enunciado:
Explorar vias para la introduccién al concepto de Nimero Real en el curriculo de
Ensefanza Secundaria. Detectar, analizar y evaluar las dificultades y potencialidades que
pueden presentar para el desarrollo de la comprension matematica de los alumnos, en un
contexto curricular, explicitando las limitaciones y posibilidades para el aprendizaje que
proporciona el aula como escenario natural complejo.

Para delimitar, articular y concretar este problema hemos comenzado por realizar
el estudio detallado de las dos primeras componentes del can‘ftpo conceptual de los
Ntmeros Reales, descritas en el capitulo anterior; dichas componentes soh: la estructura
de este conjunto numerico y las funciones o competencias cognitivas asociadas a dicho
conjunto numeérico. '

Para abordar los aspectos estructurales hemos realizado un estudio de Ia
evolucion histérica del concepto de Nimero Real, centrdndonos en los obstaculos y
rupturas conceptuales que se detectan en las reflexiones histérico-criticas sobre este
campo (Artigue, 1990; Gonzalez, 1995); también hemos considerado con detalle
diferentes sistemas de representacion de los Numeros Reales que se han ‘ido
consolidando a lo largo de la historia y los problemas implicados en cada uno de estos
sistemas.

Para realizar el estudio cognitivo partimos de Ia nocién de comprension de Hiebert
y Carpenter (1992) y nos centramos sobre los sistemas de representacion de los
NUimeros Reales, sus elementos y relaciones, para poner de manifiesto la utilizacion que
los alumnos hacen de cada uno de estos sistemas, los significados que les atribuyen y
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los contextos en los que los emplean, asi como las contradiciones reales o aparentes que
surgen al trabajar con los diferentes sistemas. Nos proponemos provocar diferentes-
organizaciones de estos conocimientos que pongan de relieve la complejidad v
dificultades de las ideas en estudio; de este modo nos aproximamos a la comprension
por parte de los alumnos del tépico que nos ocupa.

En cuanto a la tercera componente de nuestro campo conceptual, que hace
referencia a la fenomenologia de los conceptos implicados, no se ha incorporado
explicitamente a nuestro estudio; es decir, no hemeos realizado una caracterizacion y
estudio sistematico de los fendmenos, problemas y situaciones propios del campo de los
Nameros Reales. Sin embargo, hemos utilizado algunos de estos problemas, en especial
los relativos a la medida de longitudes, en las cuestiones que hemos propuesto para el
estudio de la comprension de los escolares. _

Ademas, al explicitar |a racionalidad de nuestro estudio y los supuestos en que se
basa, hemos puesto especial acento en los aspectos sociales y contextuales en la
construccidn del conocirmiento por parte de los alumnos.

Asi pues, el presente capitulo consta de tres partes bien diferenciadas. La primera
parte (apartado |l. 2) esta dedicada a una revision histérica del concepto de Numero Real
y un analisis epistemolégico de los principales obstaculos detectados sobre este
concepto a lo largo del tiempo; esta revisién y andlisis permiten determinar ias
componentes tedricas basicas sobre las que vamos a iniciar el estudio de esta estructura
matemética con escolares de 14- 15 afies. La segunda parte (apartado 1. 3) esta
dedicada a presentar y conectar los diferentes componentes teéricos mediante l0s que
abordamos el tratamiento cognitivo del campo conceptual de los Numeros reales;
nociones fundamentales son la de comprension y la de sistemas de representacion,
referidas especiarmen"te al conocimiento matematico. La tercera parte (apartado (I, 4)
ubica nuestra invest_igacién en el marco tedrico presentado y discute su racionalidad.
Concluimos el capitulo reenunciando el Objetivo General de la investigacion y la Hipbtesi
que sustentan (apartado [1.5).

Il. 2 Aspectos estructurales: aproximacién histérica y reflexiones epistemologicas.
Nuestra aproximacion a los conceptos involucrados en los Nimeros Reales no se
centra, en primera instancia, en la estructyra formal usual (algebraica o topoldgica) de
este conjunto numérico. Habiendo constatado las dificultades que presenta la
comprensién de dicha estructura formal en el terreno didactico (Gardiner, 1985), nuestra
intencién es dirigirnos al estudio de |a historia y la epistemologia de estos conceptos, con
objeto de dilucidar los puntos relevantes en su evolucion, que han ido determinando la
construccién de esta estructura formal con tal nivel de complejidad. Al proceder asi,
pretendermos determinar puntos de anclaje sobre los que apoyar un plan de accién en el
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terreno didactico que realice un acercamiento progresivo y consistente al conjunto de los
Numeros Reales. '

El estudio de Ia evolucidn histérica de una estructura conceptual o de un concepto
matemaético es una fuente de informacién enormemente valiosa para el analisis
conceptual del tépico en estudio, puesto que ia reflexién sobre la construccion historica
aporta criterios para conocer y profundizar sobre los procesos individuales y sociales de
construccion del conocimiento correspondiente.

Son varios los argumentos que podentos tener en cuenta en este sentido:

-En primer lugar, la revisién histérica indica cuéles fueron los conflictos y las
dificultades a las que los matematicos, y la comunidad cientifica de la que formaban
parte, tuvieron que hacer frente a lo largo del desarrolio de un determinado concepto. Es
usual considerar que esas dificultades pueden suponer también un obsticulo para los
alumnos. Y, si bien pensamos que no es fundamental, y en ocasiones ni si'quiera
conveniente, que los alumnos se enfrenten de forma directa a todos los conflictos
surgidos a lo largo de la historia de un concepto, si que algunos son indispensables de
superar para una comprension adecuada del mismo.

En conceptos matematicos tan elaborados y complejos como el de Namero Real,
postulamos que seria imposible entender la teoria en la forma definitiva que le impone el
planteamiento formal y la Idgica rigurosa actuales, sin los puntos de anclaje que
encontramos en el camino por el que se ha llegado a adoptar esa forma. Tal como afirma
Kline, se puede comprimir |a historia y evitar muchos de los esfuerzos y trampas indtiles,
pero no es posible darla de lado {Kline, 1978).

-Por otra parte, puede que los tipos de respuestas dadas por los matematicos a
los conflictos surgidos a lo largo del desarrollo de un concepto tengan similitud con
aguellas propuestas por los alumnos (Moreﬁo y Wéldeg, 1991; Robinet, 1986). 'En
cualquier caso, el estudio histdrico de los intentos ‘de superacion de una limitacion
conceptual o planteamiento incerrecto, serd de enorme valor a la hora de interpretar las
respuestas de los alumnos a dificultades analogas, y de generar intuiciones para orientar
vias de aprendizaje.

-Ademas, la historia es una fuente de inspiracion, ya que aporta cuestiones de
interés para explorar con los alumnos, y para la elaboracién de situaciones didacticas en
torno a ellas.

A continuacién, expondremos un recorrido por la historia del concepto de Namero
Real, al que seguira un apartado de reflexiones epistemoldgicas en torno al mismo. En el
apartado 1.5, estableceremos una serie de conclusiongs para nuestro plan didactico,
elaboradas a partir de esta reflexién. '
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il. 2. 1 Datos sobre la historia del concepto de Numero Real

El Namero Real en la Antigua Grecla

La concepclion pitagérica del numero. La relacion namero-magnitud

Los pitagdricos eran miembros de una sociedad o comunidad religiosa, fundada
por Pitagoras de Samos en Crotona, ciudad del sur de Italia, en la segunda mitad del
siglo VI a.C. (Jamblico). La informacién que ha llegado hasta nosotros acerca de los
origenes de esta sociedad y de la vida de su fundador presenta numerosas
incertidumbres. Dice Aristdteles que "los llamados pitagdricos se dedicaron a las
matematicas y fueron los primeros en hacerlas progresar; absortos en su estudio
ccreyeron que sus principios eran los principios de todas las cosas” (Aristoteles,
Metafisic¢a A5, 958 b 23, citado por Kirk y Raven): Segun Aristoteles, parece que les
impresiond el descubrir gue los intervalos musicales que hay entre las notas de la lira

- pueden expresarse numéricamente. "Puesto que veian que fos atributos y las refaciones
de las escalas musicales eran expresables en ndmeros y que parecia que lodas las
demdas cosas se asemejaban en su naturaleza a fos ndmeros y que éstos parecian ser
fos primeros de la naturaleza, supusieron que los elementos de los numeros eran los
glementos de todos fos seres existentes y que 10s cielos todos eran armonia y numero”
{op. cit.).

Evidentemente, la doctrina que afirma que las cosas son numeros no es de facil
comprensién. ;Qué entendian por ello los pitagéricos? En primer lugar, ;qué entendian
por namero? o ;qué es lo que pensaban acerca de los nimeros?

Parece estar claro que para los pitagoricos el nimero no era simplemente una
cosa imaginada o una construccion intelectual, sino algo que tenia consistencia en si
mismo; los ndmeros eran coma una suerte de Atomos que en sus diversas
composiciones y relaciones dan la esencia misma de lo que es la variedad del mundo
existente (Pérez de Laborda, 1983; pg. 24). Los nimeros pitagéricos estan compuestos
de unidades, y estas unidades son cuasi-atomos que se ligan en una composicién
espacial definida. Asi, por la yuxtaposicién de unos cuantos puntos, engéndrase ia linea,
no sélo en la imaginacién del cientifico matematico, sino también en |a realidad externa;
del mismo modo, la superficie es engendrada por la yuxtaposicién de varias lineas, vy,
finalmente, el cuerpo por la combinacién de varias superficies. Puntos, lineas y
supetticies son, por lo tanto, las unidades reales que componen todos los cuerpos de la
naturaleza, y, en este sentido, todos los cuerpos deben ser considerados como nimeros.

. En definitiva, cada cuerpo material es una expres_ién del namero cuatro, puésto que
resulta como un cuarto término de tres clases de elementos constitutivos (puntos, lineas
y superficies) -(Coplestén, 1969; pg. 48). Pero hasta qué punto la identificacién de las
cosas con numeros que hici'eron‘ios pitagéricos haya de atribuirse a la costumbre de
representar los niomeros mediante figuras geométricas, o bien a una extensién del
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descubrimiento de que los sonidos musicales son reducibles a numeros, resulta
sumamente dificil decirlo. Se ha sostenido que la original identificacion de las cosas con
nameros se debid a la segunda de las causas indicadas (Bournet, citado por Copleston);
sin embargo, si se consideran los objetos -segdn consideraban los pitagéricos- como
sumas de puntos materiales, cuantitativos, y si, a la vez, se ven los numeros
geométricamente como sumas de puntos, no es dificil comprender como puede darse el
paso siguiente, el de identificar los objetos con nimeros (Copleston, 1969; pg. 48).

De esta forma, el nimero, tal como lo consideraban los pitagoricos era una
arquitectura discontinua de unidades-puntos (ménadas), indivisibles, reales, constitutivas
del ser mismo de las cosas. Segin Nicdmaco, pitagdrico tardio de! primer siglo de
nuestra era y una de nuestras fuentes mas precisas de la aritmética pitagérica, es “un
agregado compuesto de unidades”. Concepcién tenaz que volvemos a encontrar en
Euclides, el cual dice que namero es “wna multiplicidad compuesta de unidades”
{Elementos, Vil, Def. 1 y 2). Por lo tanto, dentro de esta concepcién del nimero como
agregado de unidades, sblo los nimeros naturales merecen el nombre de nimeros
{Desanti, 1967; pg.443).

Estos conceptos dieron lugar a nociones que pronto demostraron ser falsas; entre
ellas nos interesa destacar la idea sequn la cual las razones entre cantidades
geométricas (longitudes) podian ser expresadas por razones entre enteros, como si se
asumiera que ambas podian reducirse al comun denominador de los puntos contenidos
en las dos longitudes.

Teniendo en cuenta que al referirse a la razén entre dos magnitudes, éstas eran
representadas comunmente por dos lineas geométricas, dadas dos longitudes, AB y AC,
se trataba de buscar una unidad de longitud comun a ambas, AD, de manera que la
longitud AB fuera expresgble como un namero entero a de veces AD vy la longitud AC
fuera expresable como otro m’rme"ro entero b de veces AD; entonces la relacién entre
ambas longitudes seria expresable en términos de una razén, alb, de nimeros enteros.
Ahora bien, el "nimero" que resulta de la operacién de medida no es del todo el mismo
"ndmero” de los pitagdrices. El nimero-medida de una magnitud debe ser concebido de
una manera puramente operatoria: como un mdltiplo de una parte alicuota, elegida
arbitrariamente, de la magnitud dada. Esta concepcion de la unidad es bien diferente de
la concepcion de unidad-mdnada. Puesto que la unidad-medida es homogénea a la
magnitud dada y es una porcion arbitraria de esa magnitud, el acto que la distingue
dentro de un continuo situa a ese continuo como divisible a voluntad. EI mismo conceptn,
el de nimero, se presenta asi con dos caras: una cara "ontolégica" {multiplicidad
constituida de unidades) y una cara "operatoria”. Pero la naturaleza operatoria del
nGmero esta ya implicita, como hemos visto, en la teoria de las razones tal como la
habfan construido los mismos pitagéricos (Desanti, 1967: pg. 445).
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El descubrimiento de fa irracionalidad
Como se ha dicho antes, uno de los principios-fundamentales del pitagorismo
establecia que la esencia de todas las cosas es explicable en términos de arithmos, es

embargo, algunos diglogos de Platén {por ejemplo el Menén) ponen de manifiesto que la
comunidad matematica griega se vio grandemente sorprendida por un descubrimiento
que practicamente demolia las bases de la fe pitagérica en los nimeros naturales. Este

decir, de propiedades intrinsecas de los ndmeros naturales y de sus razonT. Sin

descubrimiento fue el de que, incluso dentro de la geometria misma, los nameros
naturales y sus razones resultaban inadecuados para dar cuenta de algunas propiedades
fundamentales, algunas muy sencillas; no bastaban, por ejemplo, para comparar la
diagonal de un cuadrado, de un cubo o de un pentagono regular con su tado o arista
respectivamente. Tales parejas de segmentos son inconmensurables, por muy pequena
que sea la unidad de medida elegida (Boyer, 1986; pg. 106).

No sabemos con exactitud cuando y cémo se hizo este descubrimiento , pero 1o
que si es cierto es que se ha gastado mucha tinta en favor de hipbtesis distintas. Las
antiguas razones a favor de un origen hindi de este descubrimiento carecen de base, y
también parece haber pocas probabilidades de que Pitagoras mismo llegase a conocer el
problema de la inconmensurabilidad. La sugerencia mas plausible es que el
descubrimiento fuera hecho per los pitagéricos tardios hacia mediados del siglo V a. de
C. (Boyer, 1986; pg. 1086). Las circunstancias que rodearon al primer reconocimiento de
la existencia de segmentos inconmensurables son tan inseguras como la fecha en que se
hizo el descubrimiento. Se suele admitir que este reconocimiento tuvo lugar en conexion
con la aplicacién del teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo isésceles, y Aristoteles
menciona una demostracion de la inconmensurabilidad de la diagonal de un cuadrado
con respecto al lado, indicando que se basaba en la distincién entre lo par y lo impar. Tal
demostracién no ha llegado hasta nosotros, pero podriamos reconstruirla como sigue:
sean d y | la diagonal y el lado de un cuadrado y supongamos que son conmensurables,

es decir, que la razén d/s es racional e igual a p/q, donde p y q son enteros sin factores

comunes; ahora bien, se sabe por el tecrema de Pitagoras que d2 = 12 +12, luego (d/s)? =
p2/g® = 2, 0 bien p2 = 2¢2 ; por lo tanto, p? debe ser un numero par, luego p ha de ser par
a su vez. En consecuencia, g debe ser impar. Sea p = 2r; sustituyendo en la ecuacién p?
= 2q2 tenemos 4r2 = 2q2, luego g2 = 2r2 , y por tanto q2 debe ser par, y asi q debe ser
necgsariamente par. Sin embargo, como se vio antes q tenia que ser impar y ningln
entero puede ser a la vez par e impar. Se sigue, por lo tanto, por el método de
demostracion indirecta, que la hipétesis de que d y | eran conmensurables es falsa
(Boyer, 1986; pg. 106). .

" Sin embargo, el grado de abstraccién de ia demostracién mencionada es tan alto
que la pdsibilidad de que ésta fuera la base del descubrimiento originixl‘ de los
‘inconmensural:;les ha sido, con toda razon, cuestionada (Boyer, 1986; pg. 107|.leay, no

28 , Isabel Romero Alﬁaladéjo




Capitulo 1I: Desarrolio del Problema de Investigacion: Andlisis Tedrico

obstante, otros caminos por los que pudo llegarse al descubrimiento de este fendmeno;
uno de los mas interesantes, a nuestro parecer, es el propuesto por Gardiner (1982) en
su libro “Infinite Processes" (sefialado también por Ribnikov, 1974; pg. 53), que
presentamos en el Anexo |. Partiendo del algoritmo de Euclides para encontrar {a mayor
unidad de medida comdn para dos segmentos dados cualesquiera, se muestra cémo la
aplicacion de dicho algoritmo a la diagonal y el lado de un cuadrado da fugar a un
proceso infinito, y cdmo este resultado implica la no existencia de una parte alicuota (es
decir, una unidad de medida comun) a ambas longitudes; dicho de otra forma, la longitud
y el lado de un cuadrado son inconmensurables, y se demuestra cémo, en términos
numéricos, esto equivale a afirmar que la razdn entre ambas no puede expresarse
mediante una razdn de nimeros naturales.

Elproceso infinito al que da lugar la aplicacién del algoritmo de.Euclides para
encontrar la mayor medida comin entre el lado y la diagonal del cuadrado no se reduce
solo al caso de esta figura geométrica: el pentdgono reqular lo ejemplifica también de
forma interesante. Se puede obtener una demostracién geométrica bastante parecida a la
de la razén de la diagonal de un cuadrado a su lado para la razén de la diagonal del
pentagono regular a su lado, y existe una hipdtesis de que fuera esta propiedad la que
condujo al descubrimiento, posiblemente por Hipaso, del fendmeno de la existencia de
segmentos inconmensurables, pero ne ha quedado ningdn documento que nos permita
resolver la cuestion. Si éste hubiera sido el caso, no habria sido V2, sino V5 el que reveld
por primera vez la existencia de magnitudes inconmensurables (Boyer, 1986; pg. 107).
Por otra parte, hay autores que conjeturan que el descubrimiento de la
inconmensurabilidad por parte de los pitagéricos esté ligado a la divisidon de un segmento
en extrema y media razon (Ribnikov, 1974; pg. 53).

éea conj;o fuere, lo cierto es que la existencia de longitudes inconmensurables
echaba por tierra la teoria de que todos los fenémenos del universo se podian reducir a
ser expresados mediante los niimeros naturales y sus razones, y esto constituy6é un
grave problema para la matematica griega (Kline, 1972; pg. 58). En efecto, alogon, 1a
palabra griega que designa la nocién de “irracional" puede, como en nuestra lengua, ser
entendida en dos sentidos. En un sentido restringido logos significa "proporcién”, “razén
calculable"; alogon designaria por tanto la categoria de magnitudes cuya razén no puede
ser expresada en términos de enteros, es decir, l[as magnitudes inconmensurables. En
otro sentido mas general logos quiere decir "razén"; alogon significara por tanto “aquello
cuya existencia pone en peligro las normas que aseguran la coherencia del discurso®, y
parece ser que para los pitagéricos, al menos al principio, estos dos sentidos estuvieron
bastante ligados (Desanti, 1967; pg. 441).

Antes de profundizarl en la crisis que produjo el descubrimiento de los irracionales,
apuntaremos que el libro X de los "Elementos” emprende la tarea de clasificar los
irracionales, es decir, las maghitudeé inconmensurables con una magnitud dada. El
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contenido general de este libro puede describirse asi: Euclides investigd cada posible
segmento cuya longitud pueda expresarse (en notacion moderna) en la forma *J(Jawb),
siendo a y b longitudes de segmentos conmensurables. Claro esta que no todos los
irracionales pueden representarse asi, y Euclides trata sélo los que surgen de su algebra
geométrica. Fowler, en "The Mathematics of Plato’s Acagemy" (1987), hace una
interesante recopilacién del tratamiento de la inconmensurabilidad por autores antiguos,
hasta Proclo.

Zendn de Elea

La revelacidon de la inconmensurabilidad de las magnitudes planteé a la
comunidad de pensadores griegos la blsqueda de una explicacion racional para los
problemas relacionados con:

a) la prolongacion itimitada del proceso de busqueda de una medida comiin;

b) lo indefinidamente pequefa de la Ultima,; ‘ ,

c) que ésta debe estar contenida un namero infinito de veces en las magnitudes

que se comparan.

A este grupo de problemas se afadieron los geométricos, cuya solucién conducia
a dificultades anélogas (determinacién de la mayoria de las longitudes, areas y
volumenes) (Kline, 1972; pg. 61). Algunos grupos de cientificos antiguos buscan salida a
estas dificultades en la aplicacién a la matemaética de ideas filoséficas atomistas. Un
gjemplo de la mas fuerte expresion de un enfoque semejante lo constituye la escuela de
Demadcrito (alrededor de 460-370 a.C.). Democrito consideraba que todos los cuerpos
estaban constituidos por pequefios atomos, las magnitudes primarias. Los cuerpos se
diferencian entre si por la forma, posicién y modo de unidn de los dtomos que los
componen. Algunas de sus opiniones acerca de los infinitésimos matematicos y sobre su
aplicacién a algunas magnitudes geométricas reflgjan sus ideas atomistas (Copleston,
1969; pg. 84). Sin embargo, sobre la parte matematica de semejantes manifestaciones e
investigaciones se conoce demasiado poco. Obras suyas como "Sobre los irracionales
no han llegade hasta nosotros,

Mucho mas se conoce sobre los argumentos de sus adversarios cientificos.
Tenemos en cuenta aqui los argumentos contra el atomismo esgrimidos por Zenon de
Elea (nacido atrededor del afic 489 a.C.): '

-Supongamos que la realidad consta de unidades. Estas unidades, o tienen
magnitud o no la tienen. En el primer caso, consideremos por gjemplo una linga como
formada por unidades dotadas de magnitud: esta linea sera infinitamente divisible, puesto
que, por mas que se la divida sus unidades seguiran tenieﬁdo magnitud y, por tanto,
seguiran siendo divisibles. Mas, en tal caso, la linea constarg de un nimero de unidades
infinito, y cada una de esas unidades estara dotada de mjghitud. Asi pues, esa linea
tendria que ser infinitamente grande, como compuesta de Wnl numero infinito de partes
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extensas. Por consiguiente, todas las cosas del mundo habran de ser infinitamente
grandes, y el mundo habra de ser infinitamente grande. Supongamos por el contrario que
las unidades elementales carecen de magnitud. En ese caso, también el universo entero
carecera de magnitud, ya que, por mas unidades que afiadamos y juntemos, si ninguna
de ellas tiene magnitud, tampoco la reunién de todas ellas tendra magnitud alguna. Mas
si el universo carece en absoluto de magnitud, ha de ser infinitamente pequeno, y todas
las cosas del universo habran de ser infinitamente pequefias (Simplicio, citado por Kirk y
Raven). Se plantea asf el siguiente dilema: o todas las cosas del mundo son infinitamente
grandes, o bien cada una de elias es infinitamente pequena. La conclusion que Zenon
quiere que saquemos de este argumento es, naturalmente, que la suposicién de donde
deriva semejante dilema es absurda, a saber, la de que el universo y todas las cosas que
hay en &l estan compuestas de unidades.

-¢Hace ruido un celemin de grano al caer sobre el suelo? Sin duda. Y ;qué pasa
si cae un grano de trigo o 1a milésima parte de un grano? No hace ruido alguno. Mas el
celemin de trigo no estd compuesto sine de granos de trigo o de partes de granos de
trigo. Si, pues, las partes no hacen ruido al caer, ,cdmo puede su conjunto hacer ruido,
siendo asi que el conjunte no estd compuesto sino de partes? (Copleston; pg. 68).

Los argumentos mas célebres de Zendn son los concernientes al movimiento, los
cuales conducen a paradojas légicas en el esfuerzo por obtener magnitudes continuas de
un conjunto de particulas infinitamente pequefas. Son conocidas las paradojas del
estadio, de Aquiles y Ia tortuga y de la flecha, entre otras (Aristételes, Fis. Z9, 239 b 9).

Estas aporias significaron para la antiguedad griega la imposibilidad de hacer

- coincidir 1a pluralidad discontinua, la pluralidad pitagérica de puntos aritméticos ¢ aun la

pluralidad democriteana de atomos con extensién, con el dato concreto, con la realidad -
continua del espacio en donde se desplazan las cosas. Las aporfas marcaron el fracaso
de una ciencia cuyo modelo parecia haber sido fijado por la matematica; y provocaron
una concepcidén nueva del conocimiento y de la verdad, segun la cual, el mundo sensible,
el de las apariencias, no podia ser objeto de un conocimiento verdadero, no
contradictorio, la verdad es inaccesible mediante la observacién, sélo es accesible al
pensamiento puro (Arsac, 1987; pg. 299). ;

Las paradojas de Zenbn pusieron de manifiesto que, si buscamos demostraciones
exactas y soluciones légicamente exhaustivas a este tipo de problemas, es imposible
utilizar ¢l infinito apoyandose en consideraciones atomisticas ingenuas y que no se
pueden resolver mediante férmulas matematicas estaticas desarrolladas para tratar
problemas con nimeros finitos. Para semejantes objetivos es necesario elaborar y
valerse de métodos que contienen, junto a las variedades de criterios sobrei'!os
infinitésimos, elementos de paso al limite, que introducen el elemento dindmico en las
matematicas gracias al cual el problema de lo infinitamente pequefio puede ser abor?édo

|
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de manera adecuada (Cajori, 1985; pg. 24). Uno de los mas antiguos métodos de este
género es el método de exhauscion, cuya creacion se atribuye a Eudoxo.

Eudoxo de Cnido

A veces nos encontramos con la expresion “la reforma platénica de las
matematicas”, y a pesar de que el término \'reforma” parece que tendiese a exagerar 10s
cambios que tuvieron lugar, lo cierto es que la obra de Eudoxo, contemporanea de
Platén, tuvo tal importancia que la palabra "reforma” no resulta improcedente en absoluto,
(Boyer, 1986). Durante la juventud de Platén el descubrimiento de los inconmensurables
habia producido un verdadero escéndalo 16gico, al ser la causa de la ruina de toda la
teoria de {as proporciones. Dos cantidades, tales como la diagonal y el lado del cuadrado,
son inconmensurables cuando no tienen una razén tal coma la de un nimero natural a
otro; pero ;como puede uno comparar entonces las razones entre magnitudes
inconmensurables? Si Hipbcrates demostrd reaimente que dos circulos son entre si como
los cuadrados construidos sobre sus didmetros, lo cual es dudoso, debié de tener alguna
manera de manejar proporciones ¢ igualdades de razones (Boyer, 1986; pg. 127}. No
sabemos cdmo pudo proceder, ni si se anticipd en algin sentido a Eudoxo, que fue quien
dio una definicidn nueva y universalmente aceptada de la<gualdad de dos razones.
Parece ser que los griegos habian hecho uso previamente de la idea de que cuatro
cantidades estan en proporcion, a:b = c¢:d, si las razones a:b y c:d tienen la misma resta
mutua; es decir, si la menor en cada una de las dos razones cabe entre ia mayor el
mismo ndmero entero de veces, y el resto en cada caso cabe en la menor el mismo
numero entero de veces, y el nuevo resto cabe en el anterior el mismo nlmero entero de
veces, y asi sucesivamente. Esta definicion seria dificil de utilizar (estrictamente
imposible, al dar lugar a un proceso indefinido) y asi el descubrimiento de Eudoxo de la
Teoria de las Proporciones, fue un éxito brillante.

La Teoria de las Proporciones la encontramos por primera vez, ya expresada de
manera cumbre, en el libro V de los Elementos de Euclides. La aplicacién de esa teorfa a
los nimeros ocupa los libros VII, VI y IX. Por fin, el uso para lograr una clasificacién de
las inconmensurabilidades se encuentra en el libro X. En la Teoria de las Proporciones
de Euclides aparecen tres nociones distintas pero interrelacionadas: numero, magnitud y
razén. Las dos primeras nociones se dan por supuestas en {a exposicion de Euclides,
pero podemos decir al respecto que, como los griegos ne consentian en partir la unidad,
excepto cuando la divisién entre dos nimeros naturales da otro nimero natural, a la
division entre dos nimeros no la consnderaban ofro ndmero; ta proporcién es una relacién
entre ndmeros, no un namero. Asi puers por no saber dar curso legal a los nlimeros
fraccionarios, no les quedd ofro remedib que considerar la division entre dos nimeros
naturales como una simple razén entrej ellos. Una proporcién es siempre una relacion
entre magnitudes o nimeros, que viene[ dada por una funcién lineal, cuya constante de
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proporcionalidad establece la relacion entre las cantidades de ambas magnitudes, o
nameros correspondientes. Las dos magnitudes se representan en numerosas ocasiones
per dos lineas, mas como una ayuda visual que como una geometrizacién de la
aritmética. La Teoria de las Proporciones tendra, por tanto, dos vertientes, una fa de las
proporciones entre magnitudes, otra la de las proporciones entre nimeros, aunque
ambas son como las dos caras de una misma moneda, como dos aplicaciones, cada una
a un ambito con lenguaje distinto, de una unica teoria de las ptoporciones, con una
diferencia importante: en el caso de los nimeros son magnitudes discretas, y en el caso
de las magnitudes geométricas son continuas. En cambio, fa necidn de razdn es definida
de una forma considerablemente precisa y adecuada. La denominacién “tecria de la
proporcion” se usa porque la nocién de semejanza de razones es crucial, tanto para el
desarroflo de la teorfa como para la misma definicién de razén (Desanti, 1967). Un par de
magnitudes relacionadas que tengan la misma razén entre las cahtidades de la primera
magnitud y sus correspondientes de la segunda magnitud se dicen "proporcionales”.
Aunque no aparecen en la obra de Euclides definiciones ni postulados con referencia a la
nocion de magnitud, no es dificil extraer de los procedimientos usados un conjunto de
propiedades que deben presuponerse, en cualquier clase de magnitud dada, para poder
aplicarle la teorfa general de las proporciones de Eudoxo (Stein, 1990; pg. 166). .
Estas propiedades caracterizan a una magnitud con la estructura de semigrupo
aditivo ordenado (el orden compatible con la estructura de semigrupo). La adicion da
lugar de forma obvia a la operacidn de la multiplicacion por un esalar, que es basica para
la definicion de la nocidon de razén. La caracterizacién euclidiana del concepto de razdn
esta contenida en las definiciones 3, 4 y 5 del libro V de los Elementos (Stein, 1990; pg.
168), y su explicacion puede verse en el Anexo Il : -

Consecuencias del descubrimiento de los irracionales

El descubrimiento de los irracionales tuvo importantes consecuencias, ya que fue
una idea fuerte a favor del rechazo de la imagen pitagérica de los numeros como puntos
fisicos, e hizo surgir la necesidad de una teoria general, capaz de abarcar la nocién de
namero como pluralidad discontinua y como magnitud continua, Dicha teoria se
desarrollé bajo la idea del continuo, con lo cual se priorizé el razominamiento geométrico
en detrimento del aritmético y el algebraico, evitandose el tratamiento explicito de los
irracionates en términos numéricos (Desanti, 1967; Boyer, 1986).

Se ha especulado y discutido extensamente con la idea de que si los griegos
hubieran afrontado el tratamiento aritmético del namero irracional podrian haber
adelantado el desarrollo de la aritmética y e algebra; e incluso, 'si ellos mismos no io
hubieran hecho, no habrian impedido que lo hicieran generaciones posteriores, que
fueron inducidas a pensar que solamente la geometria ofrecia jun fundamento seguro
para el estudio de magnitudes cuyos valores podian incl ir irracionales. Como
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contrapartida, con esta eleccion, los geémetras del sigio IV a.C. pusieron una de las
piedras miliares en {a historia de todo el pensamiento. "L.a gran continuidad” del analisis, -
el sistema del numero real estaba ya a la vista.

Como con el descubrimiento de los irracionales resultdé que la coleccion de las
magnitudes geométricas {Jor ejemplo los segmentos) era mas completa que el conjunto
de los racionales, resulté ofortuno construir un calculo mas generai en forma geométrica.
Este calculo, que no llegd a buen fin por la imposibilidad de resolver ciertos problemas
con regla y compds, recibié el nombre de algebra geométrica. A menos que (os
irracionales positivos, pudieran incorporarse con Jos racionales positives en un dominio
unificade de "nimeros" o "magnitudes” de modo que todos formaran un sistema completo
con las operaciones de la adicién, la sustraccién, la multiplicacién y la division, tal como
se entendia entonces para los racionales, los recientemente imaginados irracionales
sequirian siendo motivo de perturbacién para la matematica, tal como era entendida por
los griegos. Ademas, las operaciones en el sistema ampliado del nimero tienen que dar
los mismos resultados para los nimeros racionales que antes de la inclusion de los
irracionales. [La demanda de coherencia interna en el dominio agrandado fue impuesta
automaticamente, pues se habia convenido ya que las matematicas no debian desafiar a
la deduccién rigurosa. El alogon se integrar& asi en el seno de un logos méas general y
mejor reglado (Bell, 1949; pg. 71). La "crisis" desemboca de este modo en un esfuerzo de
rigor, esfuerzo que excedia las posibilidades de los griegos y que no se veria cuiminado
hasta fines del siglo XIX. '

Par otro lado, la imposibilidad de representar los irracionales como razones de
enteros condujo a la blGsqueda de aproximaciones. El método de aproximacion
reemplazd a la pérdida de ta armonia pitagérica y se convirtié en una poderosa
herrarmienta para la comprensién de realidades tanto matematicas como fisicas {Stein,
1990). Arquimedes, Herdn y Ptolomeo comenzaron a frabajar en este sentido, pero no
consiguieron modificar el cardcter de las matematicas griegas ni la impronta subsiguiente
del pensamiento griego; en consecuencia, el algebra y la geometria fueron contempladas
como disciplinas sin ninguna relacién mutua.

|

Limitaciones

Las limitaciones del pensamiento matematico griego conducen de manera casi
automatica a los problemas que dejaron para las generaciones futuras. El fracaso a la
hora de aceptar los irracionales como nimeros dejé ciertamente abierta la cuestién de si
se podia asignar un nar})ero.a las razones inconmensurables, con lo que éstas podian
ser estudiadas desde e 'punto de vista de la aritmética. Por otra parte, con el nimero
irracional, el algebra se ampliaria también. En vez de regresar a la geometria para
resolver ecuaciones cuadraticas, 0 de otro tipo, que podian tener raices irracionales,
estos problemas se podrian abordar en términos ndmericos, de forma estrictamente

i
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empirica, siguiendo la tradicién de los egipcios y los babilonios, asi como a de los
matematicos alejandrinos. Por lo tanto, los griegos legaron dos ramas de las matematicas
completamente distintas y muy desigualmente desarrolladas. Por una parte estaba la
rigurosa, deductiva y sistematica geometria y por otra, la heuristica y empirica aritmética
y su extension al élgebra. La incapacidad parayla construccion de un aigebra deductiva
significa que el rigor matematice quedé confinag\io a la geometria; de hecho, éste siguié
siendo el caso hasta en los siglos XVIi y XVIIl, cuando el dlgebra y el célculo ya se
habian extendido; pero incluso entonces se eK'ntendia todavia que las matematicas
rigurosas se referian a la geometria. Esta sitvacién no se modificaria hasta el siglo XIX:
(Boyer, 1986).

Aportacion de Arabes e Hindtes

Esta documentado que los matematicos del periodo de la cultura hindu
comprendido entre el 200 y el1200 d. C. dieron un gran paso en aritmética al afrontar la
cuestion de los nimeros irracionales; es decir, comenzaron a operar con estos numeros
con métodos correctos, lo cual permitid la obtencién de conclusiones dtiles. Los hindles
eran menos sofisticados que los griegos a la hora de detectar las dificultades logicas
implicitas en el concepto de namero irracional. Su interés en el calculo les hizo pasar por
encima de consideraciones ontolégicas, cuestiones que los griedos creian que eran
fundamentales. No obstante, al aplicar sin excesivo rigor a los irracionales métodos
semejantes a los usados con los racionales ayudaron al progreso de las matemaéticas
(Kline, 1972; pg. 251).

Del mismo modo que los indios, los 4rabes trabajaron JAibremente con los
irracionales. Especialmente interesante es la comprensidon de la irracionalidad algebraica.
La tendencia a la realizacién de operaciones con irracionales algebraicos es
caracteristica de las matemadticas 4rabes. Por efemplo, en las obras de Al-Khowarizmi
(s.1X) ya se encuentran operaciones con irracionales cuadraticos (Ribnikov, 1974; pg.
111). Al-Karkhi (s.X1) introdujo muchas trasformaciones de expresicnes irracionales.
Tanto él como Al-Baki (alrededor del afio 1100), comentaron el libro décimo de los
“Elementos" de Euclides, aclarahdo sus teoremas con ejemplos numéricos. En general,
los &rabes consideraron las operaciones con nimeros irracionales que habian introducido
los hindles, y convirtieron en habituales transformaciones como \l(agb) = avb y V(ab) =
Javb.

En virtud de tal erifoque y de la frecuente aplicaciéon de los calculos con
expresiones irracionales, la distincién entre numeros racionales e irracionales comienza a
borrarse. A la representacion del nimero como coleccién de unidades se ahadieron las
representaciones scbre relaciones entre a:gnitudes continuas. Se establecid la
adecuacién de la inconmensurabilidad geométrica con la irracionalidad numérica. Las
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expresiones irracionales comenzaron a entrar en la clase de los nimeros sobre la base
de las redlas de las operaciones definidas para ellas. En las matematicas de esta época
en lugar de dos conceptos aislados, niOmeros y razones, surgié una nueva, mas amplia
concepcidn del namero real positivo. De hecho, Omar Khayyam (1048?2-1122) y Nasir-
Eddin(1201-1274) afirman claramente que toda razén de magnitudes, tanto
c:onme| surables como inconmensurables, puede ser considerada como un numero
(Kline}

por los g‘;riegos ios coeficientes siempre eran segmentos, mientras que en el tratamiento

972; pg. 259). En las soluciones geométricas de las ecuaciones cubicas dadas

de Omar Khayyam son nimeros concretos. Al-reemplazar la teoria de las proporciones
geométricas de Euclides por un planteamiento numérico, Omar Khayyam trabajé con el
concepto de nlmero.real en general. Precisamente una de las contribuciones mas
fructiferas del eclecticismo arabe en este caso fue la tendencia.a superar el vacio entre él
algebra numérica y el algebra geométrica. La idea de una concepcién (nica de nimero
mediante la integracién de los ndmeros racionales y las razones tuvo en Oriente Medio
cierto perfeccionamiento (Bovyer, 1972; pg. 312). En Europa semejante idea no aparecio
hasta mucho tiempo después. Séio desde el siglo XVI, en relacion con el desarrollo
vertiginoso de los medios de calculo, los cientificos empezaron a reconocerla, aunque ya
veremos que, con un grado semejante de generalidad, sélo fue expresada por Newton
(Kline, 1972},

Si bien la labor matematica de hinddes y arabes no se considera tan brillante
como el trabajo de los griegos, produjo algunos cambios en el contenido y en el caracter
de las matematicas que fueron importantes para su desarrollo posterior. El libre uso de
los irracionales como nameros contribuyé a la ampliacién de la aritmética y a la creacion
de un dlgebra mas trascendente, un algebra en la que las letras y las operaciones se
podian aplicar a una clase mas amplia de nimeros. Ademas, tuvo una gran significacion
para €! reconocimiento futuro de gue el algebra podia coexistir con la geometria; la
aceptacion de los nimeros irracionales hizo posible asignar valores numéricos a todos
los segmentos lingales y a las figuras de dos o tres dimensiones; es decir, expresar -
longitudes, areas y volimenes mediante nimeros (Kiine, 1972; pg. 267).

Puede admitirse que ambas culturas, arabe e hindd, eran conscientes de la
situacion precaria en que se enconiraban la aritmética y el &lgebra, pero tuvieren la
audacia, reforzada por necesidades practicas, de desarrollar estas ramas, tomando un
camino de innovacién matematica posible.

Se llega asi a consolidar dos tradiciones de matematicas independientes entre si:
por una parte, el cuerpo de conocimiento 16gico y deductive establecido por los griegos,
que"servu'a al ambicioso propdsito de comprender la naturaleza; y, por otra, las
matematicas fundamentadas empiricamente y orientadas a la practica, creadas por
egipcios y babilonios, recuperadas por los greco-alejandrinos y desarrolladas por hindles
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y arabes, quienes las hicieron avanzar hasta situarlas a un nivel intelectual no muy
distante del alcanzado por la geometria (Kline, 1972).

A finales de la Edad Media el impulso intelectual y la preocupacién cientitica
comienza a despuntar en Europa, declinando lentamente en los paises de cultura
musulmana. En un mundp en el que las influencias culturales se entrecruzan,
encontramos el primer paso én el mundo de los irracionales de un europeoc a comienzos
del siglo Xlil en la aproxim%cién de Fibonacci {1202) a una raiz con una fraccién
sexagesimal (Boyer, 1986; pg.330). e ,

Una dltima nota por lo que se refiere a los irracionales en la Edad Media: Al-
Khowarizmi (825) se refirié a los nimeros racionales como “audibles”. El término "sordo"
fue dtilizado por Fibonacci para.referirse a un nimero que no tiene raiz cuadrada. Los
arabes llamaron a menudo a los nimeros sordos "numeros no expresables”, traduccién
del término euclideano afogon (sin razén, irracional, inconmensurable). Sin embargo, no
habia un acuerdo general sobre lo que era un nimero sordo. Se admitia que un namero
como v2 era un sordo, pero habfa autores importantes que excluian V6, ya que Y6=v2V3
{Smith, 1958; pg. 251).

También los arabes se adelantaron en la practica de utilizar fracciones decimales.
Al-Kashi fue quiza el primero en utilizar las fracciones sexagesimales para sugerir, al
mismo tiempo, que las fraciones decimales se prestan igualmente bien a {a resolucion de
problemas cuyos célculos exigen muchas cifras exactas. No obstante, para el calculo de
raices continda utilizando las fracciones sexagesimales. (Stillwell, 1987; pg. 53)

o

Invencién de las fracciones decimales y tratamiento de los irracionales

Los matematicos del siglo XVI experimentaron grandes dificultades de caracter
practico computacional. Ante todo, estas dificultades se concentraban en los problemas
de confeccién de tablas de las funciones trigonométricas y en la determinacién del valor
de m. Otro problema importante lo constituia la busqueda de algoritmos simples y fiables
para la determinacién de raices Qe ecuaciones. Los recursos aritméticos de calculo de la
época se limitaban a las operaciones con nimeros enteros y fracciones simples, las
fraciones decimales s6lo comenzaban a abrirse camino. La introduccién de las fracciones
decimales en Europa se realizd por primera vez en 1585, en la obra “"La Disme", escrita
por Simén Stevin ingenigro militar. Stevin no fue ni el inventor de ias fracciones decimales
ni el primero en utilizarlas de forma sistematica. Se encuentra ya un uso mas que casual
de las fracciones decimales en la antigua China, en |a Arabia medieval {Al-Kashi) y en la
Europa renacentista; por la/época en la que Vieta proclamaba su decidido apoyo a las
fracciones decimales en 1579, ya se las aceptaba, en general, por parte de los
matematicos que estaban| en las fronteras de ia investigacién. En los problemas
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practicos, las fracciones decimales sélo se popularizaron cuando Stevin acometio la tarea
de explicar con tado detalle y de forma elemental tanto su definicion como los algoritmos
para realizar las cuatro operaciones aritméticas basicas con ellas. Stevin poseia una idea
correcta de las fracciones decimales, pero su notacién no era la mas adecuada para ia
aritmética 1. La notacién moderna aparece en la traduccion al inglés de la "Descriptio” de
Napier en 1616. Pero aunque Stevin las introdujera y mostrara su utilidad, en el
transcurso de mas de doscientos afos posteriores las fracciones decimales sélo se
utilizaron en |a practica del calculo, astronémico, Se requirieron los esfuerzos de muchos
de los méas eminentes matematicos (Lagrange,Laplace, Monge entre otros), quiénes en el
periodo de los afios 1790-1799 elaboraron un sistema decimal Unico, para que el aparato
de las fraccicnes decimales adquiriera su actualidad universal. {Ribnikov, 1974; pg. 314).

Hacia el ano 1500 los ndmeros irracionales se usaban con cierta libertad. El
matematico aleméan M. Stifel (14867-1567), Stevin y Cardano utilizaban ndmeros
irracionales en la tradicién de los hindies y los arabes, introduciendo cada vez nueveos
tipos. Stevin se negaba explicitamente a considerar a ningin nimero como sordo,
irracional, absurdo o irregular. Y se propuso describir todos los nimeros irracionales.
{D"hombres, 1978; pg.130)

‘Stifel trabajaba con irracionales de la forma My(a+"Vb), y Cardano racionalizaba
fracciones con raices cubicas. La medida en que se llegaron a utilizar los nimeros
irracionales viene ejemplificada por Vieta. Para Vieta {(1540) los nameros no tienen
dimensiones, son positivos y racionales (en los casos de irracionalidad Vieta pasa al
lenguaje de la geometria}, las magnitudes tienen dimensiones. Estas ideas reflejaban la
existencia de una ruptura, adn no determinada, entre los nimeros y las magnitudes, Sin
-embargt, en cuestiones de calculo practico, Vieta encuentra una expresién para n

Considerando poligonos requlares de 4,8,16... lados inscritos en un circulo de radio

unidad, Vieta halld (Kline, 1972; pg. 330} que el valor de & viene dado por la expresion:

m o= V12 N(1/2+1/241/2)- N{1724 17241 24 17241/2))...

Como hemos apuntado, aungue los célculos con nameros irracionales se
efectuaban con libertad, el problema de si tales expresiones eran realmente nimeros era
aun tuente de inquietud. En su obra principal, la "Aritmetica Integra" (1544), que trata de
la aritmética, de los irracionales del libro X de Euclides y del algebra, Stifel (citado por
Kline, 1972} considera la posibilidad de expresar los racionales en notacién decimal. Por
una parte, argumenta:

Dado que, al analizar figuras geométricas, cuando nos faffan los numeros racionales

toman en su lugar los irracienales y prueban exactamente las cosas que los

racionales no pudieron probar... nos vemos movidos y obligados a afirmar gue son

verdaderamente ndmeros; obligados, esta es, por los resultados que se siguen de su

1 Escribia 5912 como509 1122 3, 0como 59172,

A

38 Isabel Romero Albaladejo




Capituko |I: Desamollo del Problerna de Investigacién: Analisis Tedrico

uso, resuftados que percibimos como reales, ciertos y constantes. For olra parte,
olras consideraciones nos obligan a negar que fos numeros irracionales sean
ntimeros en absoluto. Esto es, cuande tratamos de someterlos a numeracién
[representacion decimal]... haflamos que se escapan continuamente, de forma que
m‘r]guno de efles puede ser aprehendido precisamente en si misme... Y nada de tal
naturaleza carente de precision puede famarse ndmero... Por consiguiente, de fa
misina forrma que un ndmero infinito no es un numero, un numero irracional no es un
ndmere verdadero, sino que yace ocufto en una especie de nube de infinitud. (El
subrayado es nuestro). (pg.337) -
A continuacién argumenta que los numeres son enteros o fracciones; chviamente,
los irracionales no son ni una cosa ni otra, Iuégo no son realmente ndmeros {Kling, 1972;
pg. 337).

Tratamlento de los irracionales en los siglos XVII y XVl

Pascal y Barrow decfan que un ndmero como V3 sélo puede entenderse como
una magnitud geométrica; los nimeros irracionales son meros simbolos que no tienen
existencia independiente dg la magnitud geométrica continua, y la légica de las
operaciones con numeros irracionales debe justificarse por el método eudoxiano de las
magnitudes. Este era también el punto de vista de Newton en su "Aritmética Universal”,
publicada en 1707, aunque basada en clases dadas treinta afos antes:

"FPor miimero entenderemos, no tanto el conjunto de unidades como I3 relacion

unidad. Los ndmeros los hay de tres tipos: entero, fraccionario € irracional. El numero
entera es aquello que se mide con unidades; el fraccionaﬁo, con partes mditiples de
la unidad; fos ndmeros irracionales no son conmensurables con Ia unidad”. (Newton,
citado por Kline, 1972; pg. 337).

Otros matematicos hicieron afirmaciones positivas de que los ndmeros
irracionales eran entidades independientes. Stevin consideraba los irracionales como
ndmeros, y los aproximaba cada vez més por racionales; Wallis, en su "Algebra“ (1685),
también consideraba los irracionales como numeros en su pleno sentido. Consideraba el
libro V de los "Elementos" de Euclides como de naturaleza esencialmente aritmética.
También Descartes, en las "Reglas para la direccién del espiritu” (hacia 1628) admitia los
irracionales como nameros abstractos que pueden representar magnitudes continuas.
(Kline, 1972; pg. 337).

Enj'esta época, se consideraba que las rectas tenian ciertos puntos construibles
usando métodos geométricos e incluso tomando raices n-ésimas, y habia una tendencia
a considerar que estos puntos eran todos los puntos de la recta (Crossley, 1987; pg.

139).
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Transicién al pensamlento moderno. Los numeros trascendentes

En el siglo XVII siguen los célculos de irracionalidades. En este sentido, merece la
pena mencionar a Wallis (1616-1703) que, estudiando la cuadratura del circulo, llegé a la
siguiente expresion de =«

n/2=224466.88./133557.79..
Pero no estaba satisfecho con ella porque en lugar de un namero finito de términos que
proparcionara un valor absoluto, contenia un nimero infinito, que se aproximaban cada
vez mas a ese valor. Con este motivo indujo a su amigo, Lord Brouncker, a investigar el
tema. Por supuesto, Lord Brouncker no encontré lo que estaban buscando, pero obtuvo
una expresiéon de r en forma de fraccién continua, que fue el origen de la teoria moderna
de las fracciones continuas.

En el curso del siglo XVIiI, el concepto de nimero experimenté un desarrollo
lento, durante el que fue enriquecido gradualmente. E! concepto de namero incluia los
ndmeros naturales, las fracciones positivas y 1as irracionalidades. Estas 0ltimas tenian
una definicidon general, llegada desde la antigliedad, a través de consideraciones
geométricas: un ndmero es aquélio que se relaciona con la unidad como un segmento de
una recta a otro, tomado como unidad. Sin embargo, !a concepcidon general de los
irracionales como numeros solo adquirid status cientifico en la segunda mitad del siglo
XVII {Ribnikov, 1987; pg.313), y hasta la primera mitad del sigle XIX no se constata la
estabilizacion del término ndmero irracional asociado al concepto que se habia hecho
familiar desde los griegos.

El siglo XVill es el de las demostraciones de Ia irracionalidad para determinados
numeros de Euler, Lambert y Legendre. En 1737, Euler mostrd, sustancialmente, que e y
g2 eran irracionales y Lambert mostré que r es irracional. El trabajo sobre la
irracionalidad de n estuvo motivado en gran parte por el deseo de resiolver el problema de
la cuadratura del circulo. L.a conjetura de Legendre de que n podia no ser la raiz
cuadrada de una ecuacion algebraica con coeficientes racionales, llevo a la distincion
entre tipos de irracionales. Cualquier raiz, real o compleja, de cualquier ecuacion
algebraica polindmica con coeficientes racionales es llamada namero algebraico.
Consecuentemente, todo ndmero racional y algunos irracionales son nimeros
algebraicos. Aquellos numeros que no son algebraicos se denominan trascendentes
porque, como indicd Euler, "ellos trascienden el poderio de los métodos algebraicos"
(Kline, 1972; pg. 785). Esta distincién entre nimeros algebraicos y trascendentes, &l
menos ya era reconocida por Euler en fechas tan tempranas como 1744. Euler conjeturé
que el logaritmo de una base racional debta ser racional o frascendente. Sin embargo,
ningan namero trascendente era conocido en el siglo XViil y el problema de mostrar que
habia ndmeros trascendentes permanecia abierto, y seguiria asi hasta mediados del
siglo siguiente.
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En el siglo XVIl y al principio del XVIlI se tiene, en efecto, la idea intuitiva de
nimeros conocidos, "seguros” (los naturales y los racionales), después, en una esfera u
otra, los irracionales con radicales, y més alla, objetos de otra naturaleza, cantidades
fuera de la norma, “Trascendentes”. Hay voluntades confusas, como la de Lambert, de
comenzar a integrar a todos ellos en una misma entidad, que sera como una clase de
todos los nimeros. Seran Cantor y Dedekind quienes lo lleven a cabo, méas de un siglo
después, con la construccién del cuerpo de los nimeros reales.

at

Teorf{as del Numero Real en el siglo XIX

Neceslidad de fundamentacién

Es un hecho sorprendente en la historia de la matematica que no se acometiera la
fundamentacion légica del sistema de los ndmeros hasta finales del sigio XIX. Es en ese
momento cuando quedaron logicamente establecidas las propiedades mas simples de los
ndmeros racionales positivos y negativos y de los numeras irracionales; con anterioridad
algunos de estos ndmeros ni siquiera habian sido definidos. La fundamentacién légica de
los nGmeros complejos, cuya aceptacién no era muy anterior, presuponia la del sistema
de los niimeros reales. A pesar del extenso desarrolio alcanzadoe por el algebra y el
analisis, la comprensién e interpretacion intuitivas de los nameros reales parecia
suficiente, y los matematicos se contentaban con operar sobre esa base sinh que se
hubiera propuesto una estructuracién precisa de estos nimeros y sus propiedades.

Sin embargo, empezaban a plantearse cuestiones acuciantes para la
fundamentacion del sistema numérico. En efecto, la rigorizacién del analisis impelia a
remediar la falta de claridad en el concepto de nidmero real. Por ejemplo, la demostracién
de Bolzano de que una funcién real de variable real, continua en un intervale [a,b], queres
negativa para x = a y positiva para x = b. se anula para algan valor de x entre a y b,
aunque intuitivamente aceptable, carecia de consistencia 16gica en un punto critico
porque faltaba una adecuada comprensién de la estructura del sistema de los nimeros
reales.

El estudio detallado de los limites también mostraba la necesidad de comprender
el sistema de los nimeros reales, ya que sucesiones de nameros racionales pueden
tener un limite irracional y reciprocamente. La incapacidad de Cauchy para probar la
suficiencia de su criterio para la convergencia de una sucesién se derivaba, igualmente,
de su falta de comprensién de la estructura del sistema numérico, que le llevaba a
encerrarse en circulos viciosos. El estudio de discontinuidades de funciones
representables mediante series de Fourier revelaba la misma deficiencia. Fue
Weierstrass el prirmero que sefald que, para establecer con precision las propiedades de
las funciones continuas, necesitaba la teoria del continuo numérico (Kline1972; pg. 1293).
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Sefialemos que la referencia constante para la nocidn de continuo, tanto en el
siglo XVil como a principios del siglo XIX, erd el espacio euclideo; todavia en1867, H.
Hanke! afirma:
"Todo ensayo de tratamiento formal de los numeros irracionales que no tilice el
concepto de magnitud geométrica conducird a fos artificios mas delicados y
abstrusoes...”. ( Hankel, citado por D hombres, 1978; pg. 200).
No obstante, para solucionar {odos los problemas planteadoes, hacia falta elaborar
una construccion explicita de los nimeros reales, no un analisis I6gico-deductivo a partir
de una intuicién dada & priori.

Otra de las motivaciones para la fundamentacion del sistema numérico fue el
deseo de asegurar la verdad matematica de sus construcciones. Como consecuencia de
la aparicién de las geometrias no euclideas la geometria habia perdido su status de
verdad indiscutible, pero parecia que la matematica construida sobre la aritmética
ordinaria debia ser incuestionable. Sin embargo, era necesaria una fundamentacion del
sisterma numérico que despejara cualquier duda sobre |la verdad de la aritmética, del
algebra y del analisis construidos sobre esa base.

Merece la pena sefialar que, antes de gue los matematicos apreciaran la
necesidad de analizar el sistema numérico mismo, el problema que habia parecidoc més
pertinente abordar era el de la fundamentacién del algebra y, en particular, una
explicacion del hecho de que uno pueda usar letras para representar los nimeros reales
y complejos, y operar con las letras por medio de las propiedades aceptadas como
verdaderas para los enteros positivos (Kline, 1972).

A fines de siglo, quedo claro que habia que profundizar en la fundamentacién del
analisis y clarificar 1a estructura de todo el sistéma nurf1érico real. Se aseguraria asi
también la estructura l6gica del algebra, ya que resultaba intuitivamente claro que los
diferentes tipos de numeros poseian las mismas propiedades formales; de aqui que, si se
podian establecer esas propiedades sobre una base firme, podrian aplicarse igualmente
a las letras que representaban nameros cualesquiera, principio de extension de las leyes
formales (Kline, 1972; pg. 1294).

Una etapa importante hacia la mejor comprensién de los ndmeros irracionales fue
el trabajo de mediados del siglo XIX sobre los irracionales algebraicos y trascendentes.
La distincién entre unos y otros habia quedado establecida en el sigle XVIII. En el siglo
XIX el problema de determinar si e y  eran algebraicos © traécendentes seguia
atrayendo a los matematicos, y hasta 1844 siguié abierta la cuestiéon de si habia o no
irracionales trascendentes. Ese afio, Liouville mostré que cualquier nimero de la forma

a1/10 + a2/102! + a3103%._.,
donde los aj son enteros arbitrarios de 0 a 9, es frascendente.
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La siguiente gran etapa en el reconocimiento de nimeros trascendentes
especificos fue la demostracién de Hermite en 1873 de que e es trascendente. Que n es
trascendente habia sido sospechado ya por Legendre, pero fue Lindemann quien lo
demostro en 1882 (Ribnikov, 1974; pg. 334).

Permanece todavia el misterio en torno a una constante fundamental, la constante

de Euler, que tiene un importante papel en analisis, y de la que no se sabe si es racional
o irracional (Kline, 1972; pg. 1294).
) En 1902 Darboux afirmaba que desde Liouville, los matematicos se habian dado
: cuenta de que los ndmeros algebraicos no formaban sino una clase muy particular en el
mar inmenso de (05 nimeros trascendentes. El trabajo con este tipe de nimeros llevo a
reconsiderar los ndmeros asociados a la recta (Crossley, 1987; pg. 142).

R .

Teorizacién de los niimeros irracionales
A finales def sigic XIX se afronté directamente la cuestién de la estructura logica
del sistema de los numeros reales. Los nameros irracionales suponian la principal
dificultad. Ahora bien, el desarrollo del significado y propiedades de los nameros
irracionales presupone la construccion del sistema de los numeros racionales. Los
. distintos autores que contribuyeron a la teoria de los nimeros irracionales, o bien

supusieron que los ndmeros racionales se conocian con tanta seguridad que no

precisaban una fundamentacién, o bien esbozaron un esquema improvisado.
Curiosamente, la construccion de una teoria de los irracionales no requeria

mucho mas que un cambic de punto de vista . Euclides, en ¢l Libro V de los “Elementos”,

habia estudiado las razones entre magnitudes inconmensurables, y habia definido la

- igualdad y desigualdad entre tales razones. Su definicion de igualdad equivalia a dividir
los nimeraos racionales en dos clases, la de aquellos para los que m/n s menor que la
razén a/b entre las magnitudes inconmensurables a y b, y la de aquellos para los que m/n
es mas grande. Cierto es que la légica de Euclides tenia sus limitaciones. Aun asi tuvo la
idea esencial que podia haberse utilizado antes para definir los nimeros irracionales; de
hecho, Dedekind hizo uso del trabajo de Euclides y reconocié su deuda hacia éste. Sin
embargo, el largo retraso en sacar partido de alguna reformulacién de las ideas de
Euclides puede entenderse por el hecho de que los nimeros negativos tenian que ser
aceptados completamente antes de disponer del sistema completo de los nameros
racionales; ademas, tenia que experimentarse la necesidad de una teoria de los
irracionales, y esto ocurrié solamente en el sigle XIX, cuando el crecimiento del analisis y
el estudio de las ecuaciones diferenciales demandaban una solucidén, que obligd a
emprender la aritmetizacion del andlisis (Kline, 1972; pg. 1296). Una informacién mas
detallada a este respecto se encuentra en el Anexo Il

T e et

Hamilton ofrecid un primer tratamiento de los ndmeros irracionales en dos
articulos, en 1833 y 1835. Basaba en el tiempo su nocién de todos los nameros,
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que tenga la propiedad (1) y que se relacione con la distancia en cuestidn de tal
manera que los puntos de [a recta a los que se asignan las distancias ay, ap, as, ...,
an ..., se aproximan infinitamente al punto a determinar, conforme n aumenta. Esto lo
expresamos diciendo: la distancia desde el punto 0 al punto a determinar, es igual a b,
donde b es la cantidad numérica correspondiente a la sucesidn (1). Fara completar fa
conexion presentada en el dominio de las cantidades con la geometria de la linea
recta, sélo debemos anadir un axioma que simplemente diga que, reciprocamente,

nfi nUMmers mbign tiene yn pun rmin lar
coordengda es igual g esa cantidad (en el sentido que hemos precisado mds arriba).

Liamo a esta proposicién axioma porque por su naturaleza no puede ser
universalmente probado.” {Cantor, citado por Crossley, 1987; pg. 147). (El
subrayado es nuestro). S
Asi que, claramente, Cantor dice que es necesario un axioma para afirmar que a
cada numero real corresponde un punto de la recta, por muy plausible vy
psicolégicamente convincente que pueda parecerncs, y que parezca todavia incluso a
muchos matermaticos.

Dedekind

La teoria de Dedekind de los nimergs irracionales, presentada en su libro
"Ensayos sobre la Teoria de los Nimeros" en 1872, parte de las ideas que ya tenia en
1858. En esa época tuvo que dar clases de calculo y constaté que, aunque se afirmara
frecuentemente que el calculo diferencial trata de la magnitud continua, la explicacién de
esta continuidad no estaba dada en ningln sitio; incluso las exposiciones mas rigurosas
de célculo diferencial no basaban sus pruebas en la continuidad, sino, con mayor o
menor conciencia d.,él hecho, apelaban a nociongs geométricas ¢ sugeridas por la
geometria; decia que esa sigue siendo Ia forma en que hay que hacerlo en una primera
presentacion de! célculo, particularmente si uno no desea perder mucho tiempo.
Dedekind llegé a la conclusion de que el concepto de limite, que puede ser considerado
de alguna manera como una base suficiente para el calculo infinitesimal, habia que
fundamentarlo en la aritmética y asegurar, al mismo tiempo, una definicién de ia esencia
de la continuidad (Dedekind, 1963; pgs. 1-2).

En la mencionada obra,Dedekind se pregunta, en primer lugar, por ta continuidad
de la recta. Tanto Galileo como Leibniz, y ain Bolzano, creian que continuidad
significaba la existencia de al menos otro nimero entre dos cualesquiera, propiedad que
ahora se conoce como densidad. Pero los nimeros racionales poseen esta propiedad y,
sin embargo, hay infinitos puntos de la recta que corresponden a nimeros no racionales.

En la exposicién afirma hue presupone el desarrolio de los nimeros racionales,
que comenta brevemente. Pero si\ se trata de reflejar aritméticamente todos los
fenémenos de |a recta, el dominio de los nimeros racionales es insuficiente y se hace
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absolutamente necesario que el instrumento construido por los ndmeros racionales se
mejorg esencialmente por la creacién de nuevos niimeros, tales que el dominio de los
numeros gane la misma completitud, o la misma “continuidad”, que la recta.

Dedekind parte de una intuicién de origen geométrico, y encuentra la esencia de
la continuidad de la recta en el siguiente principio:

"Por cada particidn de la recta en dos clases de puntos tales que cada punto dg fa

primera estd g fa izquierda de cada punto de la segunda, hay uno y sdlo un punto que

produce la particién™ (Dedekind, 1901; pg. 11}.

A continuacién, manifiesta cierta incomodidad con el hecho de que el secreto de
la continuidad sea una cosa tan trivial y apunta también que, si el espacio tuviera alguna
existencia en absoluto no seria necesario que fuera continuo; muchas de sus
propiedades permanecerian iguales incluso si fuera discontinuo. Y si supiéramos cierto
que el espacio fuera discontinuo nada nos impediria, en el caso de que lo desearamos,
rellenar sus huecos en el pensamiento y hacerlo asi continuo. Aqui esta implicito el
axioma de Cantor, que establece un punto que establece la division entre ias dos clases
de puntos definidas (Crossley, 1987; pg. 148).

El principio de continuidad que acaba de establecer es un axioma para la recta,
traslada entonces esta idea al sistema numérico. Consideremos, dice Dedekind,
cualquier particion del sistema de los ndmeros racionales en dos clases tales que
cualquier nimero de la primera es menor que cualquier nimero de la segunda. Tal
particion de los nimeros racionales es lo que se Hama una cortadura. Si las clases son
denotadas por A1 y A2, la cortadura se denota por (A1, Ap), Para algunas cortaduras,
especificamente [as determinadas por un namero racional, hay un ndmero maximo en A4
0 un numero minimo en Ag. Reciprocamente, cada cortadura en los racionales en la que
hay un maximo en ia primera clase'y un m}’nimo en la segunda esté determinada porun
namero racional.

No deje de notarse que se ha hecho un uso explicito del infinito actual y no se ha
dudado al decir que “toedos™ (los infinitos) nimeros de la clase A{ son menores que
“todos” {los infinitos) nimeros de la clase A2. La comparacion por‘(infinitas) parejas de
los elementos de cada clase ha sido considerada como realizada sin mayor problema,
aunque fuera de manera sdlo implicita. Estard aqui una de |as mas graves acusaciones y
recusaciones del grupo de matematicos que se denominaran intuicionistas, partidarios de
hablar s6lo de aquello que son capaces de construir (Pérez de Laborda, 1983). Sin
embargo, este es precisamente uno de los problemas que mayores perspectivas ha
abierto en las matematicas del siglo XX: los nimeros sélo pueden definirse pasando por
el infinito actual y, ademas, van siempre mas alla de cualquier dominio del pensamiento
l6gico sobre ellos. '

Pero hay cortaduras que no estan determinadas por ndmeros racionales. Si
ponemos en la primera clase todos los ndmeros racionales posiiivos y negativos cuyo
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cuadrado es mayor que 2, y en la segunda clase todos los demas racionales, esa
cortadura no esta determinada por ningdn numero racional. Para ¢ada cortadura de este
tipo "creamos un nuevo miembro irracional a, que estd completamente definido por la
cortadura; diremos que el ndmero a corresponde a esa cortadura, o que produce la
cortadura". Asi, a cada cortadura le corresponde uno y un sélo ndmero, racional o
irracionai.

El lenguaje de Dedekind al introducir los nimeros irracionales adolece de cierta
imprecision. Introduce el irracional a como correspondiente a la cortadura y definido por
ella, pero no esta demasiado claro de donde viene a. Deberia decir que el numero
irracional a no es otra cosa que la cortadura misma. De hecho, H. Weber le dijo esto a
Dedekind, quién replicéd que el nimero irracional a no es la cortadura misma, sino algo
distinto, que corresponde a la cortadura y que la produce. De modo parecido, aunque los
ndmeros racionales generan cortaduras, no son lo mismo que ellas. Y afadia que
tenemos el poder mental de crear tales conceptos. _

A continuacién, Dedekind define cuando una cortadura (A1, A2} €s menor o
mayor que otra cortadura (B1, Bo). Después de haber definido la desigualdad, sefiala que
los nimeros reales poseen tres propiedades demaostrables:

f)sia>bybs>g, entonces a > g.

2) Si a y g son dos ndmeros reales diferentes, entonces hay una cantidad infinita
de numeros reales diferentes entre a y g.

3) Si a es cualquier nimero real, entonces los nimeros reales pueden dividirse en
dos clases A{ y A2, cada una de las cuales tiene infinitos elementos, y cada elemento de
A1 es menor que a y cada elemento de A2 es mayor que a. El nimero a mismo puede
ser asignado a cualguiera de las dos clases.

El conjunto de los numeros reales posee ahora continuidad, que Dedekind
expresa asi: si se divide el conjunto de los nimeros reales en dos clases At y A2 tales
que cada elemento de A1 es menor que todos los elementos de A2, entonces existe un y
s6l0 un nimero a que produce esa divisién. ‘

Define después las operaciones con nimeros reales. La suma de las cortaduras
(A1,A2) y (B1,B2) se define asi: si ¢ es cualquier ndmero racional, lo pondremos en la
clase C{ si hay un nimero ay en A4 y un nimero b{ en B1 tales que aj+b{ > c.
Pondremos todos los demas nimeros racionales en la clase Co. Ese par de clases C1 y
Co constitu‘y'en una cortadura (C1, C2), puesto que cada elemento de C1 es menor que
cada elemento de C2. La cortadura (C1,C2) es entonces la suma de (Af, A2) y (B, B2).
Las otras operaciones, dice, se definen analogamente. Y pasa entonces a establecer las
propiedades de la suma y la multiplicacién, como la propiedad asociativa y conmutativa.|’

Las definiciones de nimero real dadas por Dedekind y Cantor son las mas
sencillas para los propositos de este trabajo; ademas, ambas son esencialmente
equivalentes, y senalan la relacién entre los nameros reales construidos y la reqté

|

\\
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geomeétrica a partir de un vector unidad. (D'Hombres, 1978; pg. 227). Las dos
construcciones se apoyan en la abstraccidn del infinito actual y se basan en el analisis de
la nocién de continuidad; los nimeros reales se construyen sobre |a base de los nimeros
racionales y la diferencia es que, mientras Dedekind define un ndmero irracional por
medio de una cortadura de todos los nimeros racionales, Cantor emplea un agregado
convergente seleccionado de esos nameros.

Welerstrass

En cuanto a Weierstrass, su esquema es demasiado sutil para exponerlo en
detalle; parte de un conjunto de ndmeros racionales positives {ay}, el cual denomina
agregado. El agregado tiene la propiedad de que cualesquiera que sean y cuantos quiera
que sean los elementos del agregado que se sumen {siempre se trata de un naimero -
finito, aungue tan grande como se quiera de elementos) su suma no supera un limite
dado. A continuacién define la relacion de orden entre agregados y las operaciones
basicas.

Es importante llamar la atencién sobre la diferencia de punto de partida entre
Cantor y Dedekind, nimeros racionales como ya dados y una propiedad a priori de origen
geometrico: segmentos encajados o cortaduras, y el de Weierstrass, que parte del
ndmero puro, es decir, de la aritmética, adelantando una posicidon extrema, que seria
defendida por L. Kronecker. (D"Hombres, 1978; pg. 228).

Otras teorias

Hay otros enfoques de la teoria de los nimeros irracionales ademas de las
anteriores. Por ejemplo, Q. Stolz (1842-1905) mostré que cada numero irracional puede
representarse cbmo un decimal infinito no periédico; Wallis habia identificado ndmeros
racionales y niimeros éecimales peribdicos en 1696-, y esto puede utilizarse como
propiedad definitoria.

En 1912, P. E. B. Jourdain definio tres tendencias en las varias teorias aritméticas
de los nUmeros reales:

a) el nimero definido como una entidad légica -una clase o una operacion- con
Weiersirass, Weber, Russell, Pieri;

b) el ndmero creado, o postulado, con Dedekind, Stolz, Peano;

¢) el nimero definido comeo un signo, con Cantor, Heine, Pringsheim. (Cajory,

1893; pg. 399).

Aportaciones en el siglo XX
Excepto Weierstrass, los matematicos que trabajaron en la teoria de los ndmeros
reales basaren su construccién en los niimeros racionales; a su vez, |0s racionales se
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basaban en los naturales; asi pues, el probiema de la fundamentacién para el sistema de
los nameros reales se trasiadaba al analisis légico del dominio de los nimeros naturales
y, en general, a fos conjuntos con-un nGmero infinito de elementos. Hilbert llamo a este
enfoque "método genético™ pero, alun reconociendo el valor pedagégiqo y heuristico de-
este método, prefiric, como méas sequro desde el punto de vista de la Iébica, la aplicacién
del método axiomatico al sistema completo de los nimeros reales (Kliné, 1972; pg.1306).

La identificacién de la "recta real” con la recta geométrica parece haber
oscurecido el hecho de que, aungue poseemos una coleccién de axiomas que estan de
acuerdo con una vision intuitiva de la recta geométrica, sin embargo, no hay garantia de
que se haya captado la descripcion completa de la recta geométrica. Hilbert, en su
axiomatizacion de la geometria, dio una seria de axiomas que caracterizan al Nimero
Real. Una innovacién crucial fue el axioma de completitud, que. dice que los puntos de la
recta han de comprender un conjunte maximal que satisfaga los demas axiomas
{Crossley, 1987; pg. 149). Este axioma se refiere a la totalidad de los puntos. Autores
previos, como Stiffel y otros habian considerado maneras de producir mas nimeros, pero
nunca la posibilidad de que ese proceso pudiera completarse. Esta idea se elabord junto
con el desarrollo del Algebra y 1a teoria de Conjuntos en el siglo XiX.

El axicma de completitud garantiza, en este caso particular, 1a unicidad del,
conjunto de los NUumeros Reales, es decir, que cualquier otra presentaciéon de un
conjunto que satisfaga los mismos axiomas es esencialmente la misma, salvo~
isomotrfismos, en terminos matematicos. Pareceria entonces que, con los axiomas de
Hilbert, la naturaleza de los Numeros Reales quedaria totalmente clara y precisa, pero
ese no ha sido el caso. Por la necesidad de considerar la totalidad de los nimeros reales,
el axioma de Hilbert lleva, a finales del siglo XIX, a las paradojas del infinito, con las que .
se habian puesto a prueba argumentos de generaciones enteras de Idgicos, desde

- Zendn hasta Russell, y cuyo proceso de clarificacién ain continGia. Resulté entonces que
a las teorias de Dedekind, Cantor y Weierstrass del sistema de los nlmeros reales se les
podian hacer {as mismas objeciones gue los légicos matematicos habian hecho a la
teorfa de conjuntos de Cantor.

No es nuestro propésito aqui abordar el estudio de la teoria de Conjuntos, pero si
sefalar que los intentos por evitar las paradojas del infinito llevaron a Hilbert a la
formalizacion de las Matematicas. Desafortunadamente, en el proceéo de formalizacién,
se pierde {a unicidad del conjunto de los Nimeros Reales. Si tomamos los axiomas i
formalizados del Numero Real, entonces tenemos que los Numeros reales son una
interpretacién, o modelo, de los axiomas formalizados. Sin embargo, hay otras posibles

interpretaciones que no son isomorfas a los Numeros Reales. Estas intefpretaciones son
los llamados "modelos de Andlisis No Standard”, que fueron introdeidos por primera vez
a mediados de la década de los sesenta por Abraham Robinson (1966).

K
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Desde el punto de vista de los teoremas del lenguaje formal no importa si uno
trabaja con los ndmeros reales standard o con los no standard. Tedo el trabajo que
hemos venido discutiende previamente, ha sido realizado en el contexto de los nimeros,
mas que en el de la geometria. Deja la cuestién de la distribucién de los puntos en ia
recta geomeétrica sin abordar. Y asi permanece |a situacién en el presente. Hay un
sistema de nimeros que funciona muy bien para el Calculo y el Analisis. Todo el mundo
considera este sistema de nimeros, en la practica habitual, como identificable con los
puntos de la recta, y la introduccidn explicita del axioma de Cantor generalmente, se
olvida. Sin embargo, las alternativas no standard al sistema de los Ndmeros Reales no
alteran los teoremas del Calculo y del Andlisis. Pero tambien los modelos no standard
fallan a la hora de arrojar luz sobre la naturaleza de |a recta como objeto geométrico v,
como Cantor demostrd, no pedemos establecer sila recta refleja o no la estructura del
sistema de los Nameros Reales. Ciertamente, asumimos que asi ocurre, al menos por 1o
que respecta a los Numeros Racionales. Si los futuros matematicos consideraran la
vision de los Numeros Reales del siglo XIX como la representacion de la recta, o
soclamente como una representacioén entre otras es una cuestion que permanece abierta
(Crossley, 1987).

El proceso que hemos visto, revela un cambio gradual en el concepto de la
correspondencia entre los numeros y los puntos de la recta, desde los nimeros
naturales, a los numeros racionales, los ndmeros construibles, los nimeros reales, y
finalmente a los reales no standard, en un proceso gue parece asegurar la permanente
evolucion del concepto.

Il. 2. 2 Reflexiones epistemologicas sobre el concepto de Namero Real ,

- Un andlisis epistemolégico del concepto de Nimero Real requiere una reflexion
de su tratamiento a lo largo de la historia, que aporte consideraciones significativas en
cuanto a la construccion del conocimiento sobre el tdpico que nos ocupa. Para ello,
sefnalaremos, en primer lugar, las etapas mas importantes que hemos detectado en el
desarrollo histérico del concepto de Nimero Real; posteriormente analizaremos una serie
de dificultades inherentes a la conceptualizacién realizada en las distintas etapas
consideradas.

En el desarrollo histérico del concepto de NUmero Real reconocemos tres etapas
clave:

1. Descubrimiento de la irracionalidad.

En el amplic periodo de la historia de las matematicas que abarcan las culturas
babildnica y egipcia, que suele cifrarse desde el 3000 hasta el 1000 a. de C. (Boyer,
1986; Smith, 1958), no sale a la luz la cuestidn de la irracionalidad, ya que con los
planteamientos y conocimientos matematicos de estas culturas tal cuestién no parece
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tener razén de ser. El problema matemético consiste para ellos en obtener la
aproximacion numérica de una razén, sin que haya lugar a que surja el problema de que
una razén pueda ser racional ¢ irracional (Neugebauer, 1957).

Las dificultades conceptuales, histéricamente constatadas, se presentan por
primera vez con los matematicos griegos. Como ya/hemos mencionado, los pitagéricos
sostenian que los nimeros naturales y sus razone):\s eran suficientes para describir la
relacién entre dos segmentos cualesquiera. El desc%brimiento, probablemente a finales
del siglo V a. de C. (Boyer, 1986; 106), de longitudes!' que no se pueden medir mediante
una unidad comun, en las que la relacién entre las longitudes no es reducible a una razén
entre naturales, como ocurre en el caso de la diagonal y el lado del cuadrado,
proporciond el primer enfrentamiento con el llamado problema de la irracionalidad. Dicho
problema se plantea por /a existencia de longitudes cuya refacién no puede expresarse
en términos de razones de enteros (Gardiner, 1982, pg. 40). Esto llevd a los matematicos
griegos a separar el mundo de las magnitudes continuas del dominio del nimerog, en un
intento de buscar una teoria general que integrara los nuevos entes matematicos
surgidos de la costatacion de las longitudes inconmensurables (Euclides). El concepto de
irracionalidad surge asi de la geometria y permanece conectado a ella hasta el siglo XV/;
se considera este concepto de naturaleza distinta al concepto de niimero, centrado en la
pluralidad de unidades.

2. Decimales Infinitos e irracionalidad.

A raiz del desarrollo de las fracciones decimales por Stevin en el siglo XVI, surge
la discusion de si los decimales infinitos no periddicos son numeros o no y de qué clase.
Hay opiniones a favor de su aceptacién, puesto que son (Otiles cuando “nos fallan los

numeros racionales”, asi como consideraciones que "nos impulsan.a negar que f0s
irracionales sean numeros en absoluto” (Stilfel, 1594, citado por Kline, 1972; pg.337).
Aunque las expresiones decimales infinitas no periddicas acaban siendo aceptadas,
finalmente, como nameras, Nno hay un marco bien establecido sobre el Niimero Real a
finales del siglo XVI.

3. Construccion formal del concepto de Numero Real.

En el siglo XIX se cierra el problema de la conceptualizacion def nimero Real con
las distintas fundamentaciones dadas por Dedekind, Cantor y Weierstrass (Boyer, 1986).
Sin embargo, estas construcciones tienen un elevado nivel de refinamiento. Desde e/
punto de vista Iégico un numero irracional no es simplemente un simbolo o un par de
simbolios, tal como una razén entre dos enteros, sino una coleccién infinita, como una
sucesion de Cantor o una cortadura de Dedekind. El numero irracional, definido
{6gicamente, encierra pues gran dificuitad, y pod mos 'comprender por qué los griegos, y
tras ellos tantas generaciones de matemaéticos, encontraron tan dificil manejar este
concepto (Pérez de Laborda, 1983),
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Las tres etapas historicas mencionadas abarcan, en realidad, grandes periodos
de la historia de la matematica, en los que se producen cambios importantes sobre otros
muchos conceptos. Sin embargo, a efectos del que venimos considerando, nos limitamos
a destacar las etapas mencionadas. En cada una de ellas se suscitan varjos problemas
de interés para la reflexién en Didactica de la Matematica. Realizamos ? continuacién
una enumeracion de tales problemas, junto con reflexiones didacticas pertinentes.

1.- El problema de la irracionalidad surge en un contexto muy espedifico: el de la
matematica en la Antigua Grecia. En opinién de autores como Arsac (1987}, en el origen
de la transformacién de la matematica de una ciencia pragmatica en una ciencia
hipotético-deductiva esta la cuestion de la irracionalidad. Al margen de este contexto, los
matemadticos habian trabajade ampliamente con los nimeros sin que esta cuestién se
plantease con anterioridad.

Situandonos en la perspectiva del curriculum de matematicas de la Educacién
Secundaria, a partir de los conocimientos aritméticos de nuestros alumnos, el probiema
de la irracionalidad, simplemente, no tiene lugar. Asi pues, su introduccién a los
estudiantes requiere una evolucién cualitativamente importante en su pensamiento
matematico. Esta modificacién no se produce espontaneamente, mientras se evita el
problema de la irracionalidad y se pospone a la espera de que la presentacién formal del
concepto solucione un conflicto que no se entiende como tal, porque nunca ha sido
planteado.

2.- El problema de la irracionalidad adquiere plena significacién en el contexto
geométrico, mas concretamente, en el terreno de la medida. “Sin /a presién de los
problemas de la medida, R no habria respondide mas que a problemas matematicos
extremadamente elaborados” (Douady, 1980; pg.109).

3.- La idea intuitiva inicial de que dos magnitudes, y mas concretamente, dos
longitudes, tienen una parte alicuota comuin es, sin duda, una etapa inevitable en el
desarrollo del conocimiento matemaético, tanto en el plano histérico como en el plano
individual (Arsac, 1987; 284). Pero esta intuicién puede convertirse en un obstaculo para
la comprension del problema de la irracionalidad.

4.- El reconocimiento del fenémenc de la inconmensurabilidad en el dominio
geometrico implica el paso de un estadio donde la figura sirve de Util de prueba al estadio
en que la geometria se convierte en "ef arte de los razonamientos ciertos sobre figuras

© falsas”. En efecto, es absclutamente impaosible constatar la inconmensurabilidad sobre

una figura; al contrario, de la experiencia practica e inmediata se sigue la

conmensurabilidad, ya que la percepcién y las necesidades practicas se satisfacen en un
. - 9 . i

namero finito de pasos. Asi que la conmensurabilidad no puede concelmr mas que a

" objetos matematicos ideales, y no puede mostrarse, sino que precisaria e Monces de una

demostracién en el sentido de deduccién a partir de unos axiomas (Arsac,|1987; pg.280).
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5.- Junto con el problema anterior, en cualquier demostracion geométrica sobre
~ inconmensurabilidad subyace el problema de los procesos infinitos, como hemos puesto
de manifiesto en el desarrollo histdrico.

6.- La irracionalidad de loF; radicales cuadréaticos, considerada desde el punto de
vista numérico, sé aborda siguie¢do métodos basados en la reduccion al absurdo, lo que
supone grandes dificultades p ra el razonamiento de los alumnos (Tall, 1978),
especialmente a un nivel introduitorio. Cuando se pretende resolver el problema de la
irracionalidad planteandolo exclusivamente en el terreno de la aritmética, resulta bastante
pobre en significatividad. Los razonamientos por reduccion al absurde son la forma
elegante de eludir el inevitable proceso infinito que surge cuando se trata de ir obteniendo
las sucesivas aproximaciones decimales {por exceso o por defecto) de los radicales
cuadraticos, sobre las que nos es posible comprobar la irracionalidad.

7.- Por lo que respecta a la notaciéon decimal de los Nimeros Reales, ésta
proporciona un medio facil de introducir los nimeros irracionales y un crilerio para
distinguirlos de los racionales; mientras que a los nimeros racionales les corresponden
las notaciones decimales finitas y periddicas, los irracionales se caracterizan por su
notaciéon decimal infinita no periédica. Pero las notaciones decimales nos enfrentan, una
vez mas, con el problema del infinito. Para considerar un decimal infinite como un
namero, los alumnos deben tener un sentido del infinito actual; de otra forma estos
decimales serdn concebidos por los alumnos como un proceso, seran vistos como
entidades dindmicas e incompletas, radicalmente distintas de los nimeros que conocen.
Sin embargo, una creencia fundamental, sostenida tradicionalmente por filésofos y
epistemologos, es la de que nada que fuera infinito podia ser concebido como un objeto
actual (Rosenblatt, 1991}. -~

8.- Todavia queda un punto que tiene importancia para la nocién de Ndmero Real:
es la nocion del Continuo. La nocidn "intuitiva” o "a priori" de continue lineal, o de la recta
geomeétrica, es fuente de numerosas dificultades, contradicciones y paradojas {(Romero i
Chiesa; en prensa), que tambien implican la nocidn de infinito. Estas dificuitades se
ponen de manifiesto cuando consideramos que mediante la representacion geometrica y
mediante verificacion empirica no podemos detectar diferencias entre densidad y
continuidad. Para hacer inteligible dicha diferencia es necesario un nivel mas elevado de
representacién, que incluye la idea de potencia de un conjunto, es decir, su cardinal
(Moreno y Waldegg, 1991, pg.217).

9.- El concepto de Numero Real, mas concretamente el concepto de
irracionalidad, es indisociable del problema del infinito. Y al enfrentarnos al infinito, hemos
de tratar con unos esquemas mentales complejos, contradictorios y fuertemente ligados a
dificultades intuitivas, procedentes en gran parte de nuestros esquemas de pensamiento
habituales, constituidos a partir nuestra experiencia practica y adaptados a objetos y
acontecimientos finitos (Fischibein, 1979).
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10.- Progresivamente, se va eliminando en el tratamiento didactico de los
Numeros Reales toda reflexion y discurso sobre el continuo y el infinito que no esté
cuantificado y delimitado por la estructura regulada por las operaciones auterizadas del
Calculo, en donde, como hemos visto, toda correspondencia con el continuo lineal lleva
implicito el axioma de Cantor. Esto ocurre con el tratamfento de las integrales, los limites
o las derivadas. Y, sin embargo, por lo que se refiere al terreno didactico, el propio
Dedekind afirma: “La intuicién geométrica en la ptimera ensefianza del Calculo
Diferencial me parece, desde el punto de vista didactico, exiraordinariamente util, incluso
indispensable” (Op. cit.).

Las diez reflexiones anteriores resumen las consideraciones epistemolégicas
surgidas del estudio histérico realizado sobre el concepto de Namero real, los problemas
principales de los que surge y a los que se enfrenta, asi como sobre |08 sistemas de
reperesentacion sobre los que se estructura.

Las cinco primeras constatan que el problema de la no conmensurabilidad de
determinadas longitudes sigue siendo el punto de partida para un planteamiento
significativo de la necesidad de estos nuevos nimeros; es en un contexto geométrico
donde se plantea esta cuestidn. Determinado el contexto geométrico adecuado,
detectamos tres dificultades importantes para avanzar sobre este problema: la intuicidn
inicial de que dos longitudes cualesquiera siempre son conmensurables, la carencia de
un sistema deductivo bien fundado mediante el que superar las interpretaciones practicas
que refuerzan la intuicidn inicial, y, en tercer lugar, los argumentos basados en procesos
infinitos que necesariamente hay que utilizar.

La sexta reflexidon hace reterencia a las dificultades derivadas-del uso de
razonamientos por reduccién al absurdo cuando se trata de justificar que un radical
cuadratico, en general, no admite una expresion racional. Los escolares han manejado
expresiones de la forma Vn con regularidad y sin haberlas cuestionado previamente;
también han aprendido técnicas para obtener valeres aproximados de estas expresiones.
A comienzos de la Educacién Secundaria se plantea a los escolares, con argumentos
muy sofisticados, la profunda diferencia que hay entre estas expresiones y los ndmeros
racionales, manejados conjuntamente con anterioridad. El mayor conflicto que se plantea
a este respecto es que no captan el interés del problemé planteado y tampoco entienden
su resolucion. De nuevo surgen como obstaculo l0s procesos infinitos

La séptima reflexidén plantea las dificultades que surgen de la presentacion de los
numeros decimales infinitos no periédicos y detecta que estas notaciones ya tuvieron
dificultades para ser aceptadas histdricamente como nd eros.

Con la octava reflexion destacamos las dificultades derivadas del modelo de la
recta numérica, utilizado como sistema de representaliigﬁn para los namero reales. Los
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axiomas implicitos en el continuo geomeétrico de la recta plantean obstaculos importantes
para el dominic de este sisterna, aparentemente sencillo.

Finalmente, las dos Gltimas reflexiones constatan dos hechos: el papel ineludible
de las nociones de infinito, potencial y actual, en cualesquiera de los sistemas de
representacion con Ios que se inicia el estudio de los Nameros Reales y los intentos
sistematicos por eludir mediante formalizaciones las dificultades derivadas de la
complejidad cohceptual sefialada. |

ol

Il. 3 Aspectos cognitivos relativos al concepto de Numero Real

Il. 3. 1 La nocién de comprension y los sistemas de representacion

Una idea ampliamente aceptada dentro de la comunidad de Educacion
Matematica ‘es que en el aprendizaje de las Matematicas debe promoverse |a
comprension. Para caracterizar lo que es comprensién, partimos de la idea de que el
conocimiento se representa internamente, y de que esas representaciones internas estan
estructuradas. Sequn la caracterizacion de Hiebert y Carpenter (1992), "Las Matematicas
son comprendidas si su representacion mental es parte de una red de representaciones.
El grado de comprension viene determinado por el ndmero y la fuerza de 1as conexiones.
Una idea, procedimiento o hecho matematico es comprendido a fondo si se liga a redes
existentes con conexiones mas numerosas o mas fuertes” (pg. 67).

Al refererirmos a las representaciones hemos de considerar las representaciones
internas, por un lado, y, por otro lado, las representaciones externas. Para pensar
sobre ideas matematicas, necesitamos representarlas internamente, en una forma que
permita a la mente operar con ellas. Pero estas represehtaoiones internas no son
observables, ni comunicables, si no es por medio de representaciones externas, ya sea
en forma de lenguaje oral, simbolos escritos, dibujos u objetos fisicos (Hiebert y
Carpenter, 1992; pg. 66). Esta distincién entre representaciones internas y externas es
una distincion clasica de la epistemologia, cuando establece dos sentidos basicos para
dicha nocidn: i} representacion como conifenido mental, al que se asigna un sentido
subjetivo y privado, ii) representacién como aquello que se obtiene en el acto de
representar, es decir, el objeto intencional de semejante acto (Ferrater, 1981, pg. 2847-
2848).

La nocién basica de representacion expresa que una cosa significa, trata de o se
refiere a otra. tn esta perspectiva, la representacién de algo por algo no se presenta
aisladamer]tle; toda representacion tiene caracter sistémico, forma parte de un sistema
(Gunttenplan, 1994; pg. 536). En el caso especifico de las matematicas la nocién de

Ei.én se hace equivaiente con |a de sistema simbdlico o sistema de simbolos.
.

|

representa
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Capitulo II: Desarrollo del Problema de Investigacién: Andlisis Tedrico

Los sistemas simbolicos se caracterizan mediante un conjunto de rasgos sintacticos y
semanticos.

Precisando nuestra terminologia, nos referiremos a las ideas matematicas antes
mencionadas -consideradas como constructos tedricos pertenecientes al ambito del
conocimiento forma! u oficial- con eJ término concepto. Y con el término concepcion
denotaremos a toda la red de representaciones internas y asociaciones evocadas por &l
concepto a través de sus representaciones externas, es decir, a la contraparte del
concepto en el "universo del conocimiento humano" interno y subjetive (Sfard, 19941, pg.
3). Esta misma distincién es recogida por Tall y Vinner (1981) mediante 165 términos
"esquema conceptual’ y "definicion formal' (en la traduccion adoptada por Romero i
Chiesa (en prensa) de los términos "concept image" y “concept definition" de Tall y
Vinner). Segun estos autores, el "esquema conceptual” describe la estructura cognitiva
global asociada al concepto, que incluye todas las representaciones mentales y
propiedades y procesos asociados; se construye a lo largo de los afios a través de
experiencias de todo tipo, gque cambian conforme el individuo encuentra nuevos
estimulos y madura. Por “definicién formal" entienden el conjunto de términos y
expresiones utilizadas para especificar el concepto en