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Resumen

Se trata de poner en practica la idea de que aprender matematica implica “hacer
matematica”, involucrando a los aprendices en una activa participacion intelectual.
Consta de dos partes: una de resolucién matematica y la otra de analisis didactico. Se
trata de una construccion, a partir de un protocolo dado, que implica la necesidad de
buscar propiedades, conceptos, relacionarlos, poner en juego sus conocimientos,
seleccionar los adecuados y elaborar otros nuevos. Se da una primera instancia de
exploracion, una segunda instancia de formulacién de conjeturas y una tercera de
argumentacion matematica. Un aspecto del analisis didactico es el ““hacer geometria”,
a partir de la metacognicion de los propios procesos cognitivos desarrollados en la
primera parte del taller. Otro aspecto a considerar es el uso de software educativo
como herramienta para desplegar esta forma de ensefiar: no es la idea utilizar la
computadora por novedad y que, en esencia, continle el enfoque tradicional ostensivo y
nominalista en la ensefianza de la geometria. La cuestidn radica en plantear propuestas
que problematicen los contenidos y habiliten la elaboracion de conjeturas: eso tiene
que ver con el proceso de produccion que habilita el software y la gestion de clase que
realiza el docente.

Propuesta de Taller para Magisterio

Utilizamos el software GeoGebra

1° parte:

Modalidad de trabajo: binas

Consigna:
Construye una circunferencia de centro A que pase por el punto B.
Construye otra circunferencia de centro B y radio [AB].
Muestra la interseccion de ambas circunferencias y selecciona uno de los puntos
©).
Traza el triangulo ABC y lo clasificas por sus lados. Justifica con argumentos
matematicos tu respuesta.

Andlisis de procedimientos de resolucién
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Un camino posible:

Una vez que los participantes llegan a la construccion que se les pidié en la propuesta de
trabajo, un camino posible es medir los lados del triangulo y constatar que son iguales
por lo cual el triangulo es equilatero.

Pueden también medir los angulos y llegar a la conclusion de que el tridngulo es

equiangulo.

Un analisis interesante para realizar cuando cada grupo plantee su argumentacion es el

siguiente:

a) Si el triangulo tiene los lados iguales ¢tendrd sus angulos iguales? ¢puedo saber
cuanto mide cada uno sin realizar la medicion? (Qué propiedades se ponen en
juego?

Si de la medicion resulta que los angulos son iguales ¢se puede asegurar que los
lados son de igual medida?

b) Luego del andlisis se concluye que si un triangulo es equidngulo es también
equiléatero; asimismo el que sea equilatero implica la igualdad de angulos.

Esta relacion entre equilatero y equiangulo ;se cumple para los demas poligonos?

Esta relacion suele estudiarse casi exclusivamente en triangulos, por lo cual el alumno a
nivel escolar asocia los términos “equilatero” y “equidngulo” solo a las figuras
triangulares y no a otros poligonos, entonces es importante ampliar el conjunto de

figuras donde se aplica este conocimiento y delimitar la validez de las propiedades
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estudiadas. El cuadrado es un poligono equilatero y equidngulo mientras el rombo es
equilatero pero no equiangulo. El rectangulo es equiangulo pero no equilatero.

Con estos contraejemplos se puede concluir que una propiedad no implica que la otra
deba cumplirse: el poligono equildtero no tiene por qué ser equidngulo y viceversa
(salvo en triangulos).

Es importante destacar la validez de utilizar contraejemplos para argumentar que una

propiedad no se cumple para un determinado conjunto de elementos.

Este procedimiento utilizado para poder clasificar el tridngulo utiliza la medicion para
constatar si son iguales o diferentes sus lados y/o angulos. ¢Podriamos utilizar la
Geometria para validar esta constatacion sin recurrir a la medida o es imprescindible

valerme de otra area del conocimiento matematico?

Otro camino posible:

Una alternativa de argumentacion para clasificar el triangulo ABC como equilatero es
demostrar la igualdad de sus lados, poniendo en juego conceptos geométricos.

Los puntos B y C son puntos de la circunferencia de centro A y radio [AB], entonces los
segmentos AB y AC son iguales. Como C y A pertenecen a la circunferencia de centro
B y radio [AB] los segmentos AB Yy BC son iguales.

Dichos segmentos: AB, AC, BC, por construccion, son radios de circunferencias de
igual radio, por lo tanto tienen la misma medida.

¢Qué avala estas igualdades? Utilizar la circunferencia - como el lugar geométrico de
los puntos del plano que equidistan de un punto llamado centro - asegura que todos los
segmentos cuyos extremos sean el centro de una circunferencia y un punto de dicha
circunferencia, son iguales.

Otra alternativa de justificacion de la igualdad de los tres segmentos es que, al ser una
relacion de equivalencia, se cumple la propiedad transitiva, por lo tanto:

Si [AB] = [AC] y [AB] = [BC] puedo concluir, por la propiedad transitiva de la
igualdad, que [AC] = [BC], con lo cual puedo asegurar que el triangulo ABC es
equilatero.

Es importante, en nuestro trabajo docente, lograr que el alumno explicite qué

propiedades, conceptos o relaciones esta utilizando para avalar sus conjeturas. No

alcanza con que “se dé cuenta” de la solucién, lo realmente importantes es descubrir la
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matematica que estd atrds, y poder explicitarla en los argumentos utilizados. Es
sorprendente ver alumnos que, desde muy temprana edad, pueden formular argumentos
validos y es necesario exigirlo en todo el ciclo escolar. El tipo de argumentacion
depende de los conocimientos que tenga y el nivel que esté cursando, pero todo alumno

puede “demostrar” sus conjeturas.

Si se comparan los dos procedimientos se constata que, en este segundo caso, la
validacion de la respuesta dada se basa en las propiedades que se ponen en juego y no
en una constatacion empirica o lo que “el ojo dice”. Prevalece lo deductivo sobre lo

experimental: aunque lo experimental sea parte del proceso, no finaliza en él.

Consigna:
Investiga qué tipo de tridngulo se forma si el radio de la circunferencia de centro
B es diferente a [AB]. Representa distintos ejemplos y escribe tus conjeturas.

Busca argumentos que avalen las conclusiones que planteas en este nuevo caso.
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Esta nueva situacion plantea el dominio de validez de la propiedad trabajada. Nueva
experimentacion, nuevas construcciones, nuevas conjeturas, nuevas validaciones: el
triangulo serd isdsceles pero no equilatero.

Parte de lo ya planteado se podréa utilizar, ya que los segmentos AB y AD seran iguales
porque son radios de la circunferencia de centro A, pero el segmento BD no es igual
porque es radio de la circunferencia de centro B, radio que debe ser diferente a [AB].
Por lo tanto, el tridngulo sera isosceles pero no equilatero.

¢Se podré determinar la medida de los angulos? ¢Y la medida de los lados?

Se puede deducir cuales son los angulos iguales, pero no cuanto miden. La diferencia
con el caso anterior es que la propiedad de la suma de los angulos interiores de un
triangulo - igual a un llano - no me permite deducir cuanto mide cada uno. ;Qué dato
seria suficiente para poder conocer la medida de cada uno de los angulos interiores de
dicho tridngulo?

En la nueva construccion, el radio BC gueda determinado por el punto B (que pertenece
a la circunferencia de centro A) y el punto C variable. Al explorar en la construccion se
puede mover el punto C, obteniéndose diferentes triangulos ¢qué cambios hay en la
figura?  Si se muestran las medidas de los lados y angulos, se ve cémo varia la
superficie, los angulos y lados, pero se mantienen las relaciones entre los mismos, o sea
siempre dos lados y dos angulos iguales, a mayor lado se opone mayor angulo, a lados
iguales se oponen angulos iguales, el lado diferente siempre es el segmento determinado
por los puntos B y D (siendo B un punto de la circunferencia de centro A y también el
centro de la otra circunferencia; y D un punto de interseccion de las circunferencias).
Estas regularidades observadas en los incontables casos que permite la construccién con
Geogebra, favorecen el establecimiento de conjeturas que estdn ahora en mejores
condiciones de validar, debido al proceso de familiarizacién con las propiedades que se

ponen en evidencia.

Es posible ahora plantear la posibilidad de adelantar qué tipo de triangulo se forma con
los centros de dos circunferencias secantes cualesquiera (que no cumplan los requisitos
anteriores) y uno de sus puntos de interseccion. Se trata del camino inverso, 0 sea que se
propone establecer una hipdtesis, basada en los procesos de construccion conceptual de
las instancias previas, y utilizar GeoGebra como una herramienta de afiliacion o de

confrontacion con las mismas.
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Proponemos una variable didactica para la elaboracion de los conceptos trabajados: en
lugar de solicitar una construccion, partimos de una construccion ya realizada, donde se
representa la longitud variable del radio con un deslizador y se habilita la interpretacion
de los algoritmos de construccién y la elaboracion de hipétesis de las propiedades que
hemos estudiado. Ademas se pone en juego la condicion de existencia del triangulo y
los casos en que las circunferencias no se intersecan, de modo de visualizar las
relaciones interfigurales de forma méas amplia y global. Para ello utilizamos el applet
que alojamos en el sitio oficial de GeoGebra:

http://www.geogebratube.org/student/m15593

En este taller lo que se pretende es trabajar matematica, especificamente geometria,
entonces ¢qué es hacer matematica?
Hacer matematica implica una actividad intelectual del alumno, que se involucre en el
desafio de resolver un problema, que incluya un trabajo exploratorio, la busqueda de
ejemplos, la elaboracion de conjeturas basadas en propiedades, conceptos y relaciones
estudiadas, la formulacion de argumentos, sostenerlos y ser capaces de debatir, pero
también de escuchar y entender las validaciones de los otros, reconocer los propios
errores y reestructurar sus ideas en pos del avance conceptual. (Itzcovich, 2007)
Por lo dicho anteriormente debemos reflexionar sobre qué implica ensefiar: al decir de
Patricia Sadovsky “ensefiar es asumir la responsabilidad de sostener el conocimiento
como un espacio de produccidn, debates e intercambios” (Itzcovich, 2005, contratapa).
Para Delia Lerner (1992):
Ensefiar es plantear problemas a partir de los cuales sea posible
reelaborar los contenidos escolares y es también proveer toda la
informacion necesaria para que los nifios puedan avanzar en la
reconstruccion de esos contenidos. Ensefiar es promover la discusion
sobre los problemas planteados, es brindar la oportunidad de coordinar
diferentes puntos de vista, es orientar hacia la resolucion cooperativa de
las situaciones problematicas. Ensefiar es alentar la formulacion de
conceptualizaciones necesarias para el progreso en el dominio del
objeto de conocimiento, es propiciar redefiniciones sucesivas hasta

alcanzar un conocimiento proximo al saber socialmente establecido.
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Ensefiar es - finalmente - promover que los nifios se planteen nuevos

problemas que no se hubieran planteado fuera de la escuela.

Esta actividad esta pensada para trabajar con GeoGebra. ;Qué ventajas tiene el uso de
software educativo para la ensefianza, entendida como la acabamos de caracterizar?

Las construcciones aqui permiten de manera mas sencilla y dinamica explorar distintas
construcciones, trazando circunferencias con distintos radios para representar una
cantidad importante de casos que ayuden a la elaboracion de conjeturas o para constatar
si las conclusiones a las que se arriba se pueden extender o no. Las construcciones
adquieren movimiento, permiten ser transformadas al mover los puntos y ver lo que
cambia y lo que permanece, permite investigar de forma dindmica y sencilla. Pensemos
cuanto tiempo y esfuerzo se deberia dedicar si se tuvieran que realizar construcciones
con regla y compés, en desmedro de la focalizacion en las regularidades que se van
descubriendo a partir de un sinnimero de casos diferentes.

Pero el software por si solo no asegura, ni siquiera habilita la mejorara en la ensefianza
de la Geometria si la propuesta se limita a una serie de pasos a seguir en forma
predeterminada por el docente, dejando al alumno el rol de ejecutor de algoritmos que
conducen a la Unica respuesta esperada como correcta, sin darle la oportunidad de
explorar, equivocarse, discutir con sus pares, preguntar en base a lo elaborado, volver
sobre sus pasos, tal como un verdadero “hacedor” de matematica.

No se trata de mostrar el saber del docente y registrarlo con términos técnicos, sino de
favorecer procesos de construccion colaborativa para la elaboracion de conceptos cuyos

nombres deben estar plenos de significado.
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