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Resumen

En primer afio de las carreras de Matematica y Fisica, en la asignatura Calculo I, el concepto
de limite de una sucesion numérica es uno de los que presenta gran dificultad en ser
aprehendido. Aln cuando la nocién de limite de sucesién generalmente se introduce en forma
intuitiva, la formalizacion del concepto a través de su definicion y el desarrollo de ejercicios
utilizando la misma, trae aparejado por sobre todo, los inconvenientes propios del lenguaje
formal.

En base a lo expuesto, y con el objetivo de ofrecer una herramienta de apoyo tanto para la
teoria como la practica, generamos una propuesta de actividades basada en el uso del
software informéatico Geogebra, para colaborar en el proceso de visualizacion, entendiendo por
visualizar a la habilidad para crear ricas imagenes mentales que el individuo pueda manipular
en su mente, ensayando diferentes representaciones del concepto que colaboren con el
descubrimiento y la comprensién de nociones matematicas, tal como lo sefialan Zimmerman y
Cunnicangham (1991).

La propuesta de actividades consiste especificamente de un conjunto de actividades
interactivas desarrolladas con el software Geogebra que permiten a través de la manipulacion
de variadas y numerosas graficas colaborar no sélo con la aprehension de la nocidn intuitiva de
limite de una sucesion numérica sino también con la interpretacién del concepto a través de su
definicion formal.

Introduccioén

Son varios los temas que en primer afio de las carreras universitarias de Matematica y Fisica
generan inconvenientes a los estudiantes. En particular, de la asignatura Célculo I, hemos
seleccionado el concepto de limite de una sucesion numérica para desarrollar una serie de
actividades basada en el uso del software informéatico Geogebra, con el objetivo de ofrecer una
herramienta de apoyo para la ensefianza y aprendizaje de este concepto.

Aln cuando la nocién de limite de sucesion se introduce en forma intuitiva, la formalizacion del
concepto a través de su definicién y el desarrollo de ejercicios utilizando la misma, trae
aparejado por sobre todo, los inconvenientes propios del lenguaje formal.

Plantea Artigue (1998) que las investigaciones didacticas en ensefianza y aprendizaje del
andlisis elemental se han visto promovidas por las persistentes dificultades que los estudiantes
tienen al introducirse en el campo conceptual del Andlisis y el ambiente general de
insatisfaccion generado por los cursos de Calculo. Tall y Vinner (1981), sefialan que hay una
creencia generalizada de que el aprendizaje ultimo del célculo debe poner énfasis en los
aspectos tradicionalmente formales de la disciplina, marginando la intuicion y los aspectos
heuristicos que, en conjunto, generan la construccion del conocimiento.

Respecto a las nuevas tecnologias y su relacion con las representaciones semibéticas, Hitt
(1998) afirma que: “El uso de nuevas tecnologias para el aula como calculadoras y/o
microcomputadoras permite un mayor acceso a la representacion multiple de conceptos
matematicos, promoviendo la articulacidn entre diferentes representaciones de los conceptos, y
asi facilitando el acceso a un nivel mas importante en el aprendizaje de las matematicas”.
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La propuesta que presentamos se basa fundamentalmente en trabajar con gran cantidad de
gréficos para la interpretacion de la definicion de limite, que derivan continuamente en la
manipulacion algebraica inherente a la misma. Estd organizada de forma tal que pueda ser
utilizada tanto por el docente en la clase tedrica como por los estudiantes para trabajar el
concepto y su vinculaciéon con la representacion grafica del mismo.

Con el objetivo principal de favorecer la visualizacion del concepto, entendiendo por visualizar a
la habilidad para crear ricas imagenes mentales que el individuo pueda manipular en su mente,
ensayando diferentes representaciones del concepto que colaboren con el descubrimiento y la
comprension de nociones matematicas, tal como lo sefialan Zimmerman y Cunnicangham
(1991), buscamos generar una herramienta que les permita poner en juego, por sobre todo, el
andlisis de los pasos que se siguen para lograr la conversién entre las diferentes
representaciones del objeto en estudio.

En qué nos basamos para generar la propuesta de actividades

A partir de las observaciones de clases teéricas y el trabajo con los estudiantes en las clases
practicas y sus manifestaciones sobre sus inconvenientes con el concepto en cuestidn,
logramos detectar e identificar los problemas principales que obstaculizan la comprensién del
concepto de limite de sucesiones numéricas y la interpretacion de su definicién. Ademas de los
inconvenientes derivados de la dificultad de interpretacion del lenguaje formal, surgidé la
dificultad de interpretacién gréfica y algebraica y por sobre todo la relacién entre todas ellas.
Apoyados en las muchas investigaciones que confirman que el uso de computadoras ayuda a
los estudiantes en el proceso de visualizacion, a través de un mayor acceso a representaciones
multiples de conceptos matematicos que promueven la articulacion entre diferentes
representaciones de los mismos, y que ademas el uso de este tipo de tecnologia les permite
trabajar individualmente, comprobar sus ideas y sus resultados en la resoluciéon de problemas,
es que surge la idea de utilizar un software en el disefio de las actividades.

Se selecciond el programa GeoGebra por ser un software libre y de plataformas mudltiples
disefiado especialmente para trabajar en educacién matematica. Es un entorno sencillo,
amigable y potente con el que se pueden realizar facilmente construcciones geomeétricas y
analiticas, y ademas ofrece la posibilidad del desarrollo de aplicaciones interactivas que
pueden ser utilizadas desde un navegador de internet (applets).

En qué consiste la propuesta de actividades

La propuesta de actividades consiste especificamente de un conjunto de actividades
interactivas desarrolladas con el software Geogebra que permiten a través de la manipulacion
de variadas y numerosas graficas colaborar no sélo con la aprehension de la nocion intuitiva de
limite de una sucesion numérica sino también con la interpretacion del concepto a través de su
definiciéon formal.

Tal como expresaramos en la introduccion, la nocion de limite de sucesion generalmente se
introduce en forma intuitiva, que involucra la realizacion de tablas y de graficos.

En este sentido, la primera parte de la propuesta plantea trabajar con applets generados con el
Geogebra que permiten graficar diferentes sucesiones dada su expresiéon funcional, como
muestra el grafico 1.
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Grafica de sucesion con texto dinamico
Para graficar otra sucesion, introducir una nueva expresion afx) como se indica en el texto de la zona gréfica, y luego presionar la
tecla enter.
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Juliana Gonzalez, Creado con GeoGebra

Gréfico 1

Esta aplicacion permite ingresar en el cuadro de texto inferior la expresién funcional de la
sucesion a graficar. Esto da la posibilidad al docente de presentar numerosos ejemplos en
clase o bien al alumno practicar con otros.

Otros applets, prevén la graficacion de sucesiones ya especificadas. Estas aplicaciones
presentan los ejercicios de la guia de trabajos practicos convencional. Se trabaja también con
el analisis de la convergencia sobre graficos, para posteriormente investigar el comportamiento
de ellas y poder relacionar conceptos como convergente, oscilante, divergente, monétona; y
por ultimo se trabaja con la definicion de limite relacionando lo grafico con la definicién formal.
Para trabajar con la definicion de limite de una sucesién numérica

lima, =L < (Ve20)(3n,)/(vn=n,,|a,-L|<¢)siendoseRyn, eN
n—oo

se generan aplicaciones interactivas que permiten determinar el valor de ny a partir de un ¢
dado, como lo muestran los graficos 2 a 5:
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Interpretacion grafica de la definicion de limite
Esta planilla tiene como objetivo mostrar a partir de qué valor natural {(n_0}, los términos de la sucesion se
encuentran dentro del intervalo de convergencia
(-168, 6.15)
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Juliana Gonzalez, Creado con GeoGebra

Grafico2

Interpretacion grafica de la definicion de limite
Esta planilla tiene como objetivo mostrar a partir de qué valor natural (n_0), los términos de la sucesién se
encuentran dentro del intervalo de convergencia
(-158,6,15)
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Grafico 3
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Estos dos gréficos corresponden a diferentes alternativas de la misma aplicacion. En el grafico
2 se da la opcion de graficar la recta x=ny y el intervalo (L-g,L+¢) para un Unico valor de &,
mientras que en el grafico 3 se ve la posibilidad que también ofrece de realizar lo mismo para
diferentes valores de & en forma simultanea.

Interpretacion de la definicidon de limite de una sucesion

Dada la sucesién e_n, en el grafico se muestra la recta vertical de ecuacion

x=n_0y elintervalo de convergencia para un valor de € dado.

Para modificar este valor debes mover el punto a lo largo del segmento vertical, que se encuentra en la parte
inferior del gréfico.
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Esta es la grafica de la sucesion Bo = 2+ . cuyo limite es -2

Eneste caso €= 2211 y iny =3
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Juliana Gonzalez, Creado gfg'\ GeoGebra

Gréfico 4

El grafico 4 muestra un ejemplo en el cual, dada una sucesion, permite calcular el valor de ng y
graficar la recta x=nq y el intervalo (L-g,L+¢) para diferentes valores de € que estan predefinidos
en un intervalo. Esto se logra moviendo con el mouse el punto que tiene la manito sobre la
barra vertical. En todo momento, a medida que varia, muestra el valor de € seleccionado y de
Ny correspondiente.
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Interpretacion de la definicidon de limite de una sucesion

Dada la sucesién a_n, en el grafico se muestra la recta vertical de ecuacién x = n_0y el intervalo de convergencia
para un valor de £ dado.

Para modificar este valor debes ingresar en el recuadro de entrada un nimero real perteniciente al intervalo
(0,01 ; 04] precedido por E =y luego presionar la tecla enter.

(1.44145, 1.1) on
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Juliana Gonzalez, Creado con GeoGebra

Grafico 5

El grafico 5 muestra otro tipo de ejercicio, en el cual dada una sucesion se preveé la posibilidad
de que se grafique la recta x=ng y el intervalo (L-g,L+g) para un valor de & que se ingresa
dentro de un rango permitido.

En todos los casos las aplicaciones permiten trabajar el concepto:

- en forma coloquial, haciendo énfasis en cada una de las partes de la definicion de limite
de una sucesion numérica que se ve involucrada a medida que la gréfica se visualiza

- en forma algebraica, realizando los calculos que llevan a obtener el valor de nq en cada
caso

- enlenguaje formal, escribiendo la definicién especifica para cada sucesién que se trabaja

Consideraciones finales

Tal lo explicitado, esta propuesta de actividades tiene como objetivo principal ser una
herramienta, tanto para el docente como para los alumnos. Para los alumnos, a fin de
colaborar en la interpretacién del concepto de limite de una sucesion numérica. Para los
docentes a fin de colaborar en la ensefianza no sé6lo especificamente en el tema tratado, sino
también desde el punto de vista que la herramienta tecnologica les plantea el desafio de
disefiar actividades que aprovechen sus caracteristicas con el potencial de apoyar nuevas
maneras de ensefianza.

En ese contexto, las aplicaciones Geogebra descriptas en el trabajo permiten abordar el
concepto en formas diferentes. Desde lo basico y sencillo como es graficar una sucesién
numérica, hasta la complejidad de determinar para una sucesion, el valor de nqy a partir de un ¢
dado. No obstante es importante destacar que las aplicaciones Geogebra tienen sentido de ser
utilizadas siempre que se enfatice el trabajo con diferentes representaciones del concepto. Por
otra parte, el hecho de que las actividades utilicen applets de facil manejo, permite al
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estudiante trabajar en forma individual, en cualquier sitio donde solo disponga de una
computadora.

Se espera que la implementacién de este tipo de ejercitacion con soporte informético, que
apuntan a las distintas representaciones, con énfasis en las gréficas, permita una mejor
predisposicidn, por parte de los alumnos, en el abordaje de un concepto tan complejo como el
de limite de una sucesion numérica. Como consecuencia se espera que este material signifique
un verdadero complemento para la comprensién del concepto, lo que en la teoria de las
representaciones significa un aprendizaje méas estable.
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