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Geometría Axiomática de la Convexidad 

Parte I: Axiomática de Segmentos 
Juan Carlos Bressan 

Resumen 

En este trabajo haremos una introducción a la Geometría Axiomática de la 

Convexidad, para dos niveles en la formación matemática del alumnado. 

La Parte I, que veremos en este número, está destinada a introducir, en forma 

elemental, una axiomática de segmentos caracterizados mediante tres axiomas 

independientes. El desarrollo de esta axiomática permitirá obtener varias 

propiedades de los conjuntos convexos y de la cápsula convexa de un 

subconjunto A, es decir, del menor conjunto convexo que incluye al A. 

La Parte II, que estudiaremos en el próximo número, estará destinada a alumnos 

con mayor formación matemática. Allí consideraremos como concepto 

primitivo el de cápsula convexa, que caracterizaremos mediante cuatro axiomas 

independientes que son teoremas de la axiomática de segmentos. Se desarrollará 

este sistema y se probará su equivalencia con el sistema axiomático de 

segmentos visto en la Parte I.  

La consistencia de estos sistemas queda asegurada ya que sus axiomas son 

válidos en el plano y el espacio. 

Finalmente, en un Apéndice un nuevo axioma, independiente de los anteriores, 

permitirá estudiar la separación de convexos mediante semiespacios. 

 

1.- Introducción. 

En las estructuras algebraicas se crean sistemas axiomáticos con pocos axiomas que 

son satisfechos por diversos conjuntos numéricos o geométricos los cuales son sus 

modelos. Así, la estructura de grupo tiene entre sus modelos el conjunto Z de los 

enteros con la operación de suma; el conjunto Q* de los racionales no nulos con la 

operación de producto y el de vectores del plano de un mismo origen, con la operación 

de suma. 

Lo mismo puede hacerse con los sistemas axiomáticos en Geometría. Siguiendo esta 

idea podemos considerar pequeños sistemas axiomáticos cuyos axiomas sean 

satisfechos por la Geometría elemental pero que admitan además otros modelos 

incluso con un número finito de puntos. Muchos de estos sistemas tienen los conceptos 
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primitivos de punto, recta y plano (ver Blumenthal (1965)). Nuestra idea consiste en 

tomar como términos primitivos los de punto y segmento cerrado, y con pocos 

axiomas desarrollar las propiedades básicas de los convexos y de la cápsula convexa. 

Evidentemente, pasar de una axiomática de segmentos a una de cápsula convexa exige 

un mayor nivel de formación por parte del alumnado; por tal motivo se tratará en la 

segunda parte, donde, a partir de algunas propiedades de la cápsula convexa deducidas 

en el sistema axiomático de los segmentos se obtendrá otro sistema equivalente al 

anterior pero que tome como concepto primitivo el de cápsula convexa. 

Para probar la independencia de cada axioma, tendremos que encontrar una 

interpretación que no cumpla dicho axioma, pero que satisfaga los restantes axiomas 

del sistema.  

El presente trabajo procede de la teoría axiomática de la convexidad y persigue como 

fin que el alumno logre hacer algunas demostraciones en geometría mediante axiomas 

no tradicionales. 

La notación lógica y conjuntista de la presente publicación es la ya utilizada por 

Bressan-Ferrazzi (2009) en Lógica simbólica y teoría de conjuntos, Partes I y II, de la 

Bibliografía. 
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PARTE I 

Axiomática de Segmentos 

 

2.- Un sistema axiomático para los segmentos 

El concepto de segmento determinado por dos puntos es uno de los más intuitivos de 

la Geometría elemental. Por supuesto que estos segmentos gozan de muchas 

propiedades, tres de las cuales serán tomadas como axiomas en este trabajo. Ello 

permitirá familiarizar al alumno con desarrollos axiomáticos en Geometría, 

demostrando algunas propiedades de los convexos y de la cápsula convexa y probando 

además la independencia de los axiomas. 

Consideraremos un conjunto X con 2Xcard , cuyos elementos llamaremos puntos, 

y una función )(: 2 XPXs   que a cada par ordenado 
2),( Xba   le asigne un 

subconjunto   Xbabas  ,),(  llamado segmento cerrado de extremos ba, . Estos 

segmentos quedarán caracterizados por tres axiomas que permitirán desarrollar 

únicamente las nociones básicas de la convexidad. De esta forma los siguientes tres 

axiomas, escritos en Lógica simbólica, caracterizarán este sistema axiomático para 

los segmentos. En todos ellos las letras minúsculas cursivas ( yxccbbba ,,,,,,, 2121
) 

denotan puntos de X . 

S.1.    baba ,,  . 

S.2.    aaa , . 

S.3.        212211 ,,, ccxbacbac      yaxbby ,, 21  . 

Observemos que estos axiomas son satisfechos por los segmentos cerrados del plano 

como así también del espacio tridimensional. Por S.1 los extremos del segmento  ba,  

pertenecen a dicho segmento, es decir, estos segmentos son cerrados. En S.2 

afirmamos que el segmento  aa, , cuyos dos extremos son coincidentes, está incluido 

en el conjunto unitario  a . Finalmente, S.3 puede visualizarse en el plano mediante 

un triángulo de vértices 
21,, bba , como se ilustra en la Figura 1. Este axioma asegura 

que para cualquier segmento  21,cc  cuyos extremos pertenezcan respectivamente a 

los lados  1,ba  y  2,ba  se cumple que si  21,ccx  entonces existe  21,bby  tal 
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que  yax , . Destaquemos que este axioma es característico de la convexidad, 

permitiendo obtener interesantes propiedades de los conjuntos convexos. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                          Figura 1 

3.- Primeros resultados en el sistema axiomático para los segmentos 

Demostraremos algunos resultados que pueden deducirse de los tres axiomas S.1, S.2 

y S.3. 

Proposición 3.1.    aaa , . 

Demostración. Si en S.1 tomamos ab   entonces    aaaa ,,  , pero como 

   aaa ,  resulta    aaa , . Por otra parte, por S.2    aaa , ; luego 

   aaa , .  

La siguiente proposición es un caso particular de S.3. 

Proposición 3.2.           yaxbbybcxbac ,,,, 2121  . 

Demostración. Si en S.3 reemplazamos 
1c  por c , y tomamos 

22 bc  , entonces la 

hipótesis de S.3 se transforma en    21 ,, bcxbac  . De esta forma, se obtiene 

la tesis de 3.2 que es la misma que la de S.3. 

 

La Figura 2 ilustra esta proposición. 

c2 

b1 y b2 

a 

x 

c1 
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                                                      Figura 2 

 

En la siguiente proposición demostraremos que todo segmento determinado por dos 

puntos 
21,cc  de un segmento  ba,  está incluido en  ba, . 

Proposición 3.3.        baccbacc ,,,, 2121  . 

Demostración. Supongamos que    bacc ,, 21   y consideremos  21,ccx . Veremos 

que  bax , . Para ello tomamos 
21 bbb  , de esta forma podemos considerar que 

   11 ,, babac   y    22 ,, babac  . Luego, por S.3 existe    bbbby ,, 21   tal 

que  yax , . Pero por 3.1    bbb , , de donde by  . Luego,  bax ,  y en 

consecuencia    bacc ,, 21  . 

Como consecuencia de 3.3 obtenemos 3.4, en donde vemos que en los segmentos no 

importa el orden en que se dan los extremos. 

Proposición 3.4.    abba ,,  . 

Demostración. Por S.1    baba ,,  , pero    abba ,,  . Luego,    baab ,,   y 

por 3.3 es    baab ,,  . Análogamente se prueba que    abba ,,   y en 

consecuencia    abba ,,  . 

Al dar únicamente tres axiomas para caracterizar los segmentos no vamos a poder 

obtener muchos resultados de la Geometría, por ejemplo, no podremos construir otros 

segmentos mediante uniones de segmentos y así llegar al concepto de recta como una 

x 

y 

a 

b2 

b1 

c 
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unión infinita de segmentos. Sin embargo, estos axiomas permiten demostrar ciertas 

propiedades de los conjuntos convexos. 

Recordemos que un conjunto A  es convexo si todo segmento determinado por 

puntos de A  está incluido en A . Esta definición también puede expresarse 

diciendo que un conjunto XA  es convexo si y solo si para todo Ax , y 

para todo Ay , se cumple que   Ayx , . Esto queda expresado mediante la 

lógica simbólica utilizando el cuantificador universal “ ” para todo, en la 

siguiente definición. 

Definición 3.5. Diremos que XA  es un conjunto convexo si y solo si 

  AyxAyAx  ,)()( . 

De la definición resulta que el conjunto vacío es convexo, pues cumple la condición 

anterior vacíamente. Además, como cualesquiera sean Xyx , ,   Xyx , , resulta 

que X  es convexo. Por otra parte, como consecuencia de 3.3 y 3.1 se obtiene la 

siguiente proposición. 

Proposición 3.6. Todo segmento  ba,  es un conjunto convexo, en particular todo 

subconjunto unitario es convexo. 

Si XA  y XB  , entonces  BxAxXxBA  :  y 

 BxAxXxBA  : . Por otra parte, si  
IiiA


 es una familia de 

subconjuntos de X , entonces   ii
Ii

AxIiXxA 


)(:  y 

  ii
Ii

AxIiXxA 


)(: . Comenzaremos viendo qué ocurre al efectuar la 

intersección de subconjuntos convexos de X . 

Proposición 3.7. La intersección de subconjuntos convexos de X  es también un 

subconjunto convexo de X . 

Demostración. En primer lugar consideremos A  y B  subconjuntos convexos de X  y 

probemos que BA  es un subconjunto convexo de X . Para ello tomemos 

BAyx , . Como Ayx ,  y A  es convexo, entonces   Ayx , . Análogamente, 

obtenemos que   Byx , . Luego,   BAyx ,  y BA  es convexo.  
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Ahora consideremos una familia  
IiiA


 de subconjuntos convexos de X  y veremos 

que i
Ii

AA


   es también un subconjunto convexo de X . En efecto, si Ayx , , 

entonces para todo Ii , iAyx , , de donde por la convexidad de los iA , 

  iAyx , . Así,   Ayx , , y en consecuencia 
i

Ii

AA


   es convexo. 

En el caso de la unión de subconjuntos convexos resulta evidente que, en general, no 

obtenemos un convexo. Sin embargo, existe un caso muy particular que es conveniente 

analizar. Para ello comenzaremos dando un ejemplo de la geometría plana en el que la 

unión resulta ser convexa. 

Ejemplo 3.8. Consideremos la familia de todos los círculos cerrados 

  rxpdxCr  ,:  del plano euclidiano  , con centro fijo p  y radio 

10  r . Estos conjuntos son convexos, pero además dados 
1r

C  y 
2rC , si 

21 rr  , 

entonces 
21 rr CC  , mientras que si 

21 rr  , entonces 
21 rr CC  . Por tal motivo, se 

dice que la familia  
)1;0(rrC  es una cadena ya que dados dos conjuntos cualesquiera 

de la familia siempre son comparables por la relación de inclusión. En este caso 

  1,:
)1;0(




xpdxCC r
r

  es el círculo abierto de centro p  y radio 1, que 

es un conjunto convexo.  

El ejemplo dado nos hace pensar que cuando los conjuntos convexos considerados se 

encuentran totalmente ordenados por inclusión, es decir,  cuando son una cadena, 

entonces su unión también es un conjunto convexo. 

Proposición 3.9. La unión de una cadena de subconjuntos convexos de X  es un 

subconjunto convexo de X . 

Demostración. Consideremos una cadena  
IiiC


 de subconjuntos convexos de X  y 

tomemos i
Ii

CCyx


 , . Así, existirán Iji ,  tales que iCx , jCy . Pero, 

como  
IiiC


 es una cadena, entonces ji CC  , o bien ij CC  . Si ji CC  , 

entonces jCyx ,  de donde   jCyx , ; luego   Cyx , . En forma análoga, si 

ij CC   entonces   iCyx ,  y también   Cyx , . Luego, C  es un subconjunto 

convexo de X . 
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4.- Conjuntos convexos y cápsula convexa 

En el parágrafo anterior hemos demostrado la proposición 3.7 por la cual la 

intersección de cualquier familia de subconjuntos convexos de X  es nuevamente un 

convexo. De esta forma, dado XA  podemos tomar la intersección de todos los 

convexos XC   tales que CA  y dicha intersección será un conjunto convexo 

que incluye a A . Evidentemente, por la forma en que fue definido va a ser el menor 

conjunto convexo que incluye al conjunto A . Este conjunto es la cápsula convexa de 

A , que se denotará Aconv , lo cual da lugar a la siguiente definición.  

Definición 4.1. Dado XA , diremos que Aconv  es la cápsula convexa de A  si y 

solo si  convexoCCAXCAconv  : . 

De la definición 4.1 se obtiene el corolario siguiente.  

Corolario 4.2. La cápsula convexa cumple las siguientes condiciones que la 

caracterizan:  

(i) Aconv  es convexo. 

(ii) AconvA  . 

(iii) Si BA  y B  es convexo, entonces   BAconv  . 

La siguiente proposición es la propiedad de dominio finito, que es característica de 

todas las cápsulas de origen algebraico. Así, la cápsula afín o variedad afín generada 

por un subconjunto de un espacio vectorial, y el subgrupo generado por un 

subconjunto de un grupo, también satisfacen esta propiedad; mientras que la clausura 

por ser de origen topológico no cumple dicha propiedad (ver Bressan-Ferrazzi (2002)). 

Proposición 4.3. Si XA ,  AFfinitoFFconvAconv  : . 

Demostración. Sea  AFfinitoFFconvCA  : . Veremos que 
AC  es 

convexo. Para ello tomemos 
ACyx , ; luego existirá un conjunto finito AF   tal 

que Fconvyx ,  y como Fconv  es convexo,   Fconvyx , . En consecuencia, 

  ACyx , , de lo que resulta que 
AC  es convexo. Evidentemente, 

ACA  . Resta 

ver la condición (iii) de 4.2; para ello tomemos BA  con B  convexo. Luego, si 

AF  , tendremos que BF   y BFconv  , ya que B  es convexo. Así, BCA  . 

Como 
AC  cumple las tres condiciones que caracterizan la cápsula convexa de A  

concluimos que 
ACAconv  . 
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Proposición 4.4. La cápsula convexa goza de las siguientes propiedades: 

(i)     AconvconvAconvXA  . 

(ii)   BconvAconvXBA  . 

(iii) A  es convexo si y solo si AconvA  . 

(iv) XXconv  ,  conv ,    aaconv   y    babaconv ,,  . 

(v)      convBconvAconvBconvAconvBAconvXBA , . 

Demostración. (i), (ii) y (iii) son consecuencias de 4.1. Por otra parte, (iv) resulta de 

(iii) por ser X ,  ,  a  y  ba,  convexos. Para probar (v) sabemos por 4.2 (ii) que 

convBconvABconvABA  ; luego, por 4.4 (ii)                                                                                     

     convBconvAconvBconvAconvBAconv  . Por otra parte, por 

(ii)  BAconvconvA   y  BAconvconvB  ; en consecuencia, 

 BAconvconvBconvA   y    BAconvconvBconvAconv  . Así, 

   convBconvAconvBAconv   y    BconvAconvBAconv  , con 

lo que quedan probadas las igualdades que figuran en (v). 

Definición 4.5. Si A  y B  son subconjuntos no vacíos de X , definimos el conjunto 

 BAS ,  como la unión de todos los segmentos cerrados  ba,  tales que Aa  y 

Bb , es decir     BbAabaBAS  :,,  . 

Para simplificar la notación, si  aA  , escribiremos  BaS ,  en lugar de   BaS , . 

Análogamente, si  aA   y  bB  ,    baS ,  se denotará  baS , . 

El siguiente corolario es consecuencia de la definición de conjunto convexo. 

Corolario 4.6. Si A  es un subconjunto no vacío de X , entonces: 

A  es convexo, si y solo si   AAAS , . 

Como consecuencia inmediata de 4.5 resulta la proposición 4.7 que será utilizada para 

obtener la cápsula convexa de la unión de conjuntos convexos mediante unión de 

segmentos. 

Proposición 4.7. Si A  y B  son subconjuntos no vacíos de X , entonces: 

(i)      BAconvABSBASBA  ,, . 

(ii)  BAS ,  es convexo, si y solo si    BAconvBAS , . 
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5.- Obtención de conjuntos convexos y de la cápsula convexa mediante la 

unión de segmentos 

En el parágrafo 3 vimos algunas propiedades de los segmentos que se deducían de los 

axiomas y que los segmentos, los conjuntos unitarios, el vacío y X  son convexos. 

Ahora veremos cómo, mediante la unión de segmentos, podemos obtener algunos 

conjuntos convexos. En primer lugar estudiaremos cómo se genera un convexo a partir 

de un punto Xa  y un segmento cerrado  21,bb  de X .  

Proposición 5.1. Si Xa  y   Xbb 21, , entonces   21,, bbaS  es convexo y 

         212121 ,,,,, bbaconvbbaconvbbaS  . 

Demostración. Sea   21,, bbaSC  . Tomemos Ccc 21,  y probemos que 

  Ccc 21, . Sea  21,ccx . Como Ccc 21, , existen  2121 ,, bbdd   tales que 

 11 ,dac   y  22 ,dac  . De esta forma, puesto que  11 ,dac  ,  22 ,dac   y 

 21,ccx , podemos aplicar S.3 por el cual existe  21,ddy  tal que  yax , . 

Pero por 3.3,    2121 ,, bbdd  , y en consecuencia  21,bby . Así, Cx  y 

  Ccc 21, ; de esta forma, C  es convexo. Además, por, 4.7 (ii) y 4.4 (v), 

    21,bbaconvC   y       2121 ,,, bbaconvbbaconv  . 

La Figura 3 ilustra la demostración de 5.1, tomando en el plano los puntos 
21,, bba  no 

alineados. Así, C  es el triángulo 
21,, bba  que resulta de la unión de los segmentos con 

extremos en el vértice a  y en todos los puntos  21,bby . 
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Figura 3 

 

La siguiente proposición generaliza 5.1, reemplazando el segmento cerrado  21,bb  

por cualquier conjunto B  convexo no vacío de X . 

Proposición 5.2. Si Xa  y B  es un convexo no vacío de X , entonces  BaS ,  es 

convexo y     BaconvBaS , . 

Demostración. Se procede en forma análoga a 5.1, tomando  BaSC ,  y Ccc 21, . 

Así, existen Bbb 21,  tales que  11 ,bac   y  22 ,bac  . Pero por S.3 existe 

 21,bby  tal que  yax ,  y como B  es convexo,   Bbb 21, , de donde By . 

Así, Cx  y   Ccc 21, ; en consecuencia, C  es convexo y, por 4.7 (ii), 

  BaconvC  .  

La Figura 4 ilustra la demostración de 5.2. Por otra parte, una consecuencia inmediata 

de 5.2 resulta de tener en cuenta que cualquiera sea XD  , Dconv  es convexo y 

que por 4.4. (v)      DconvaconvDaconv   Así, tomando en 5.2 

DconvB  , resulta     DconvaSDconvaconv , . De esta forma obtenemos 

el corolario siguiente. 

Corolario 5.3. Si Xa  y D  es un subconjunto no vacío de X , entonces 

       DconvyyaDconvaSDaconv  :,,  . 

 

x 

y 
d1 

d2 

b1 

b2 

c2 

c1 

a 
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Figura 4 

 

Otra generalización de 5.1 se obtiene si reemplazamos el punto a  por un segmento 

 21,aa , como veremos en 5.4. 

Proposición 5.4. Si  21,aa  y  21,bb  son dos segmentos cerrados de X , entonces 

    2121 ,,, bbaaS  es un subconjunto convexo de X  y 

           212121212121 ,,,,,,,, bbaaconvbbaaconvbbaaS  . 

Demostración. Consideremos     2121 ,,, bbaaSC  ,   212 ,, bbaST   y 

 TaSD ,1 . Por 5.1, T  es convexo y, por 5.2, D  también es convexo. Probaremos 

que DC  . 

Si Dx , existe Tt x   tal que  xtax ,1 . Por definición de T , existirá 

 21,bbbx   tal que  2, abt xx  . Pero     212 ,,, aabSab xx  . Así, como 

  211 ,,, aabSat xx  , resulta por 4.1 que     211 ,,, aabSat xx  ; luego, 

  21,, aabSx x , es decir, existe  21,aaax   tal que  xx abx , . Pero 

   CaabS x 21,, . Así, Cx  y CD  . Por otra parte, como D  es convexo y 

  Dbbaa 2121 ,,, , resulta      DbbaaSC  2121 ,,, . Luego, DC   y C  es 

x 

b2 

y b1 

c2 

c1 

a 

B 
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convexo. Pero, por 4.7 (ii),     2121 ,, bbaaconvC  , además, por 4.4 (v), 

      21212121 ,,,,, bbaaconvbbaaconv  .  

Interpretación geométrica de 5.4. Si tomamos un tetraedro con vértices 

2121 ,,, bbaa , vemos por 5.4 que la unión de todos los segmentos  xx ba ,  con 

 21,aaax   y  21,bbbx   da por resultado dicho tetraedro. Evidentemente, también 

habríamos obtenido el tetraedro haciendo la unión de todos los segmentos con 

extremos en dos aristas opuestas cualesquiera. (ver Figura 5).  

Figura 5 

La siguiente proposición generaliza 5.4, reemplazando respectivamente los segmentos 

cerrados  21,aa  y  21,bb  por los conjuntos convexos no vacíos A  y B . 

Proposición 5.5. Si A  y B  son subconjuntos convexos y no vacíos de X , entonces 

 BAS ,  es subconjunto convexo de X  y    BAconvBAS , . 

Demostración. Consideremos  BAScc ,, 21  . Luego, existen Aaa 21,  y 

Bbb 21,  tales que  111 ,bac   y  222 ,bac  . Por 5.4     2121 ,,, bbaaS  es 

convexo. Así,         BASbbaaScc ,,,,, 212121   y  BAS ,  es convexo. 

Además, por 4.7 (ii),    BAconvBAS , . 

Si tomamos C , D  subconjuntos no vacíos de X , entonces CconvA   y 

DconvB   cumplen las hipótesis de la proposición 5.5. De esta forma,  

b1 

b2 
bx 

tx 
T 

x 

a2 

a1 

ax 
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 convDconvCS ,  es convexo y    convDconvCconvconvDconvCS , . 

Además, como por 4.4. (v)    DCconvconvDconvCconv  , obtenemos el 

corolario siguiente. 

Corolario 5.6. Si C  y D  son subconjuntos no vacíos de X , entonces 

 convDconvCS ,  es convexo y    DCconvconvDconvCS , . 

Hasta el momento utilizamos los segmentos para generar conjuntos convexos a partir 

de otros convexos. Ahora veremos cómo puede generarse la cápsula convexa de 

cualquier conjunto XA  mediante la unión de segmentos. Para ello introduciremos 

los operadores C  y 
nC  para 0n . 

Definición 5.7. Si A  es un subconjunto no vacío de X , definimos  AC  como la 

unión de todos los segmentos cerrados  yx,  tales que Ayx , ; así 

      AASAyAxyxAC ,:,  . Si A , entonces   AC . 

Además, definimos por inducción  AC n
, para 0n , mediante   AAC 0

, y 

    ACCAC jj 1
. Así,         ACyACxyxAC jjj  :,1   y si 

A ,       ACACSAC jjj ,1 
. 

Los operadores 
nC  antes definidos nos permitirán obtener la cápsula convexa de 

cualquier conjunto XA , como veremos en la proposición siguiente. 

Proposición 5.8. Si XA , entonces  ACAconv n

n 0

  . 

Demostración. Por 5.7.         ....... 10   ACACACACA nn
., en 

consecuencia, los  AC n
 forman una sucesión creciente ordenada por inclusión. 

Demostraremos por inducción que, para todo 0n ,   AconvAC n  . 

Evidentemente,   AconvACA  0
. Ahora, por hipótesis inductiva, suponemos que 

  AconvAC j   y demostraremos que   AconvAC j 1
. En efecto, si 

 ACv j 1 , entonces existen  ACyx j,  tales que    ACyxv j 1,  , pero 

como   AconvAC j   resulta Aconvyx ,  y   Aconvyxv  , . Luego, 

  AconvAC j 1
. En consecuencia,   AconvACA n

n


0

 . 
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Resta probar que  AC n

n 0

  es convexo; para ello tomemos  ACyx n

n 0

,


  , luego 

existen Nkj ,  tales que  ACx j ,  ACy k , de donde si  kjmáxm , , 

entonces  ACyx m, , mientras que    ACyx m 1,  . Luego,    ACyx n

n 0

,


  . 

Así,  AC n

n 0

  es convexo y  ACAconv n

n 0

  . 

En la proposición siguiente daremos diversas propiedades de la sucesión creciente de 

los  AC n
. 

Proposición 5.9. Si XA , entonces: 

(i)  Para todo Nj ,  ACAconv n

jn

  . 

(ii) Si existe 0j , tal que    ACAC jj 1
, entonces para todo jn  , 

   ACAC jn   y  ACAconv j . 

Demostración. (i) Puesto que por 5.7, los  AC n
 forman una sucesión creciente 

ordenada por inclusión, entonces cualquiera sea Nj ,    ACAC n

jn

n

n 

 
0

. En 

consecuencia, por 5.8,  ACAconv n

jn

  . 

(ii) Tomemos 0j , tal que    ACAC jj 1
; si suponemos que    ACAC jkj 

 

resulta que          ACACCACCAC jjkjkj   1
. En consecuencia, para 

todo jn  ,    ACAC jn  . Luego, por (i)  ACAconv j . 

En la siguiente proposición veremos algunas propiedades que relacionan los 

operadores C  y S . 

Proposición 5.10. Si A  y B  son subconjuntos no vacíos de X , entonces: 

(i)     BACBAS , . 

(ii)  Si A , B  son además convexos,      BAconvBASBAC  , . 
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Demostración. (i) Si  BASz , , existen Ax , By  tales que  yxz , . Pero, si 

Ax , entonces BAx  , Análogamente, como By , resulta BAy  ; luego 

    BAyBAxyxBACz  :, . 

(ii) Por ser A  y B  convexos, entonces, por 5.5,    BASBAconv , . Además, 

   BAconvBAC  . Luego,    BASBAC ,  y, por (i) 

     BAconvBASBAC  , . 

Proposición 5.11. Si XF   y 
nFcard 2  entonces  FCFconv n . 

Demostración. Se hace por inducción sobre 0n . Si 0n , entonces 

120 Fcard . Pero,   0Cconv   y       xCxxconv 0 ; en 

consecuencia se cumple la tesis para 0n . Supongamos que se cumple la tesis para 

jn  , es decir, que  FCFconv j , si 
jFcard 2 . Veremos que también se 

cumple para 1 jn . Supongamos que 
12  jFcard . Si fuera 

jFcard 2 , 

entonces    FCFCFconv jj 1 . De allí que supondremos 
122  jj Fcard  

y haremos una partición  21, FF  de F  tal que   jFcardFcardmáx 2, 21  ; así 

 11 FCFconv j  y  22 FCFconv j , y, por 4.4 (v) y 5.10 (ii), 

         2121 , FCFCSFCFCconvFconv jjjj  . Pero,  

            FconvFCFCFCSFCFCS jjjjj  1

21 ,, . De esta forma, 

  FconvFCFconv j  1
; luego  FCFconv j 1 . En consecuencia, por el 

principio de inducción queda probada la tesis. 

Observaciones 5.12. Resulta interesante hacer algunas observaciones con respecto a 

este último resultado. 

(i) Tomemos   RxxxxRX in

n  :,..., 21 , el espacio vectorial real n-dimensio-

nal. En este caso por el Teorema de Carathéodory, si XA , 

 AFnFcardFconvAconv  1:  (ver Toranzos-Nanclares 

(1978)). Así a diferencia de la Proposición 4.3 no es necesario tomar todos los 

conjuntos AF   finitos, sino que alcanza con tomar los AF   con 

1 nFcard . 
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(ii) Vamos a ver cómo podemos aplicar lo visto en (i) a la proposición 5.11. Si 
nRX  , y 1 nFcard , tendremos que determinar Nj  tal que 

 FCFconv j . Por 5.11, si 
jn 21 , entonces 

     AconvACAFnFcardFCAconv jj  1: . 

En consecuencia, si 
nRA  y 

jn 21 , entonces  ACAconv j . Así, si 3n , 

entonces para cualquier 
3RA ,  ACAconv 2 . Por ejemplo, si  dcbaA ,,,  

donde dcba ,,,  son los vértices de un tetraedro, entonces 

             dcdbcbdacabaAC ,,,,,,   es el conjunto formado por la 

unión de las aristas del tetraedro y       dcbaSAC ,,,2   es el tetraedro de vértices 

dcba ,,, . Las cuatro caras se obtienen haciendo   cbaS ,, ,   dbaS ,, , 

  dcaS ,,  y   dcbS ,, . Destaquemos que cualquier par de aristas opuestas 

permiten obtener  AC2
; por ejemplo       dacbSAC ,,,2  . Por otra parte, hay 

diversas formas de determinar una cara; por ejemplo, la cara dba ,,  puede obtenerse 

mediante   dbaS ,, , o bien,   dabS ,, , o bien,   badS ,, . Observemos que si 

tomamos       dacbSAC ,,,2   entonces        cbxdaxSAC ,:,,2   ; así, 

podemos expresar  AC2
 como la unión de todos los triángulos de base  da,  y cuyo 

tercer vértice es  cbx , . Para bx  , obtenemos la cara   dabS ,,  y para cx   la 

cara      dcaSdacS ,,,,  . 

 

6- Consistencia e Independencia en la axiomática de segmentos  

6.1. Consistencia y Modelos. Resulta evidente que lo fundamental en cualquier 

sistema axiomático es la consistencia, es decir, que en dicho sistema no se pueda 

deducir una proposición y su negación. La forma más sencilla de asegurar la 

consistencia es encontrar un modelo del sistema axiomático, o sea, una interpretación 

de los términos primitivos para la cual los axiomas sean verdaderos. Evidentemente, si 

un sistema axiomático es consistente, todos sus sistemas axiomáticos equivalentes 

también lo serán. Para el sistema axiomático considerado cualquiera de los siguientes 

modelos nos asegura la consistencia. 
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6.1.1. Modelos de la Geometría Euclidiana. Si X  es el plano R2 o el espacio R3 

y  ba,  es el segmento cerrado de extremos ba, , entonces se satisfacen los axiomas 

S.1, S.2 y S.3, obteniéndose así modelos del sistema. La importancia de estos modelos 

radica en que los resultados obtenidos en el sistema axiomático son también válidos en 

la Geometría euclidiana que los alumnos ven en la enseñanza media, permitiéndoles 

hacer pequeños desarrollos axiomáticos en dicha Geometría. 

6.1.2. Modelos definidos sobre convexos de la Geometría Euclidiana. Si X  

es un subconjunto convexo no vacío del plano o del espacio y para Xba ,  

consideramos nuevamente como  ba,  el segmento cerrado de extremos ba,  

obtenemos también otro modelo del sistema axiomático. En efecto, tomemos X  un 

convexo no vacío del plano o del espacio y conv  la cápsula convexa usual. Así, si 

Xba , ,     Xbaconvba  ,, . Análogamente, si Xbba 21,, , entonces 

  Xbbaconv 21,, . De esta forma, se cumplen S.1, S.2 y S.3. En particular podemos 

tomar como X  un subconjunto convexo acotado en cuyo caso obtendremos un 

modelo acotado. 

6.1.3. Modelos de la Geometría en el cuerpo Q de los números racionales. 

Si tomamos el plano racional X Q2 y para Xba ,  consideramos el segmento 

racional   2, Qba  entonces se satisfacen los axiomas S.1, S.2 y S.3. En este caso, si 

ba, Q2, resulta     2,, 2 Qbaba Q  , donde  ba,  denota el segmento cerrado en el 

plano real. Análogamente, los convexos de Q2 se obtienen como intersección de los 

convexos de R2 con Q2. Como en 6.1.2 también en este caso podríamos tomar como 

X  un subconjunto convexo no vacío de Q2, obteniendo así un nuevo modelo del 

sistema axiomático Estas afirmaciones también son válidas para el espacio racional 

X Q3. 

6.1.4. Modelos Discretos. Si X  es cualquier conjunto no vacío y para Xba ,  

definimos    baba ,,   resulta que se satisfacen los axiomas S.1, S.2 y S.3. En este 

caso tanto X  como todos los subconjuntos de X  son convexos. En particular si X  

es finito obtenemos un modelo finito de nuestro sistema axiomático. 

Cabe destacar que, como puede verse en los modelos anteriores, el sistema axiomático 

dado por S.1, S.2 y S.3 admite modelos que no son isomorfos, y en consecuencia no es 

categórico. 
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6.2. Independencia de los axiomas. Un problema en general más delicado es el de 

estudiar la independencia de los axiomas de un determinado sistema. Recordemos en 

tal sentido los esfuerzos hechos durante siglos para probar la independencia del 

axioma 5 de Euclides, lo cual dio origen a las geometrías no euclidianas. En nuestro 

caso, al tratarse de un sistema axiomático con pocos axiomas podremos probar la 

independencia de cada uno de los axiomas del sistema axiomático. Para ello tendremos 

que encontrar una interpretación que no satisfaga el axioma considerado pero que 

satisfaga todos los restantes axiomas del sistema. 

6.2.1. Independencia de S.1. Sean X  un conjunto con 2Xcard  y 

)(: 2 XPXs   la función que a cada par ordenado 
2),( Xba   le asigna 

),( bas . Así, se satisfacen S.2 y S.3 vacíamente, pero no se satisface S.1. 

6.2.2 Independencia de S.2. Sean X  un conjunto con 2Xcard  y 

)(: 2 XPXs   la función que a cada par ordenado 
2),( Xba   le asigna 

Xbas ),( . Evidentemente esta interpretación satisface S.1 y S.3 pero no cumple 

S.2. 

6.2.3. Independencia de S.3. Tomemos como X  el triángulo 
21bab  de la Figura 1 

del parágrafo 2, al cual le restamos el segmento abierto      212121 ,,:, bbbbbb  . Los 

segmentos cerrados de este espacio son los mismos que los del plano euclidiano salvo 

el segmento cerrado 
21,bb  que es    2121 ,, bbbb  . Evidentemente, se satisface S.1 ya 

que si Xwv , ,    wvwv ,,  . Lo mismo ocurre con S.2 puesto que    vvv , . Sin 

embargo no se satisface S.3; en efecto, si tomamos  11 ,bac  ,  22 ,bac   y 

 21,ccx  no existe  21,bby  tal que  yax ,  ya que    2121 ,, bbbb  . De esta 

forma queda probada la independencia de S.3. 

Si bien la interpretación anterior nos asegura la independencia de S.3, el ejemplo que 

daremos a continuación nos permite ver que S.3 es un axioma específico de la 

convexidad. Para ello veremos que la cápsula afín cumple S.1 y S.2, pero no satisface 

S.3. En efecto, sean X  el plano euclidiano y )(: 2 XPXaf   la función que a cada 

  2, Xba   le asigna la variedad afín  baaf ,  generada por  ba, . Así, si ba  , 

 baaf ,  es la recta determinada por los puntos ba, , mientras que si ba  , 

     aaaafbaaf  ,, . De esta forma, se satisface S.1 ya que    baafba ,,   y 

también S.2 puesto que    aaaaf , . Sin embargo no se satisface S.3; en efecto, 
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supongamos que 
21,, bba  son tres puntos no alineados del plano X  y tomemos 

 11 ,baafc  ,  22 ,baafc   tales que  21,ccaf  no sea paralela a la recta  21,bbaf . 

Ahora consideremos la recta r  que pasa por el punto a  y es paralela a  21,bbaf , y el 

punto   rccafx  21, , que resulta de la intersección de ambas rectas. En 

consecuencia, puesto que r  y  21,bbaf  son rectas paralelas, no existe  21,bbafy  

tal que  yaafx , . Luego, no se cumple S.3. 

 

7. Observaciones finales de la Parte I 

En lo desarrollado en esta primera parte del trabajo tratamos de ver que con una 

axiomática de segmentos, basada únicamente en tres axiomas se han podido probar 

varias propiedades geométricas de los conjuntos convexos así como de la cápsula 

convexa. Algunas de las propiedades de esta última serán luego utilizadas en la Parte II 

como axiomas de una axiomática de cápsula convexa, que resultará equivalente a la de 

segmentos desarrollada en esta primera parte del trabajo. 

El sistema axiomático podía haberse enriquecido con el agregado de axiomas que 

permitieran obtener rectas a partir de la unión de segmentos y la separación de 

convexos disjuntos. Sin embargo, me pareció más oportuno postergar tales desarrollos 

para trabajos posteriores en donde ya se estudien las variedades afines y la separación 

de convexos mediante hiperplanos. La razón por la cual seguimos este camino es que 

al trabajar con pocos axiomas es más fácil probar la independencia de cada uno de 

ellos, así como ver la equivalencia entre sistemas axiomáticos. 

El lector interesado en ampliar el tema puede recurrir a la Bibliografía. En tal sentido 

el sistema axiomático aquí estudiado forma parte del desarrollado en Bressan (1972 y 

1976) en donde también se estudia la separación de convexos mediante convexos 

complementarios. En Bressan-Ferrazzi (2002) se prueba la equivalencia entre las 

familias interseccionales y la existencia de un operador de cápsula generado por dicha 

familia. También se destaca la diferencia entre las cápsulas de origen algebraico y 

topológico. El libro de Coppel (1998) hace un desarrollo exhaustivo de un sistema 

axiomático que tiene como término primitivo el de segmento cerrado y puede tomarse 

como libro de referencia para estudios posteriores. Por otra parte, en Van de Vel 

(1993) van a encontrar diversos sistemas axiomáticos relacionados con la convexidad.  
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