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Palabras claves: Forma cuadratica

Resumen: Un tema simple, interesante vy iitil que se estudia en la ensefianza media es el
estudio de signo de una funcion polinomica de segundo grado, real de una variable
real. Cuando lo que interesa son esas funciones de mds de una variable real, la
simpleza del tema suele complicarse ya que los métodos tradicionales suponen, por
ejemplo, el conocimiento de asuntos como el de los valores propios de una matriz. En
realidad, hay un método sencillo, que creo inédito, basado en la escalerizacion de una
matriz (procedimiento usado habitualmente para resolver sistemas de ecuaciones
lineales). El objetivo del taller es presentar ese método.

1 - Introduccion

En los ultimos afios del liceo aprendimos a estudiar el signo de una funcion polindmica
de segundo grado. La mas sencilla de esas funciones es aquélla en la que P(x) = ax?, ya
que en este caso el signo de P es el de a (salvo en 0 pues P(0) = 0). Aqui nos interesaran
funciones similares a la recién comentada pero ahora en R™ (con n > 1). O sea, nos
ocuparemos de algunas funciones polindmicas de segundo grado, de dos o mas
variables, con el proposito de estudiar su signo en el sentido que mas adelante
indicaremos. Por ejemplo, analizaremos funciones como las que definimos a
continuacion.

X
1) f tal que f[( BszZ —~8xy—6y° (no aparecen términos ni en x, ni en y, ni
y
térmmno independiente y ello es intencional).
X

2) gtalque g|| y||=4x" +5y° =72° =2xy+6xz+10yz.
<

3) htal que h =x’ =y 427" +3t7 —xy+xz+2xt+3yz+4yt—67t.

=N = =

Es importante que notemos que esas funciones pueden definirse a partir de un producto
mterno. Por ejemplo, en el caso de la funcion g lo que sigue muestra que g(x) = (Ax,X)

X
donde A es una matriz simétrica y x = | y | es un vector de R3. En efecto:

Z
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X 4 -1 3 (x) [ x 4 -1 3 X
gllyl|={|-1 5 5(yl.ly| ) =(AxX) conA=|-1 5 S5y x=|y|.
z 35 -7T\z) \z 3 5 -7 F4

A tales funciones las llamaremos formas cuadraticas. En este documento describiremos
un método, basado en el proceso de escalerizacion de una matriz, que permite estudiar
con bastante sencillez el signo de las formas cuadraticas. En cuanto a los teoremas, s6lo
daremos sus enunciados (en la referencia bibliografica constan sus demostraciones).

2 — Formas cuadraticas

Definicion 1 - Forma cuadrdtica en R"
Sea A una matriz simétrica de n filas y n columnas. Con esa matriz construyamos la
funcion Qn : R® — R tal que Qn(X) = (Ax,x) para cada x € R". A esa funcion la
llamaremos forma cuadritica en R™ con matriz asociada A.

En relacion con la definicidn anterior resulta de interés que notemos lo siguiente:

e Es habitual ver en la literatura matematica la formula Qn(x) = X’Ax.

e Qn(O) = 0 cualquiera sea la forma cuadratica Qn. Debido a ello, el vector nulo no
tiene mayor interés en lo que al estudio del signo de una forma cuadratica se refiere.

e Si consideramos la forma cuadratica Qn cuya matriz asociada es la matriz nula

resulta que Qn(x) = 0 V x € R". Sin duda, esta forma cuadratica carece de interés en
nuestro problema de estudiar el signo de una forma cuadratica.

Ejemplo 1 - Una forma cuadrdtica en R?
X

Sea f la funcion de R? en R tal que f(( D =5x +4xy+8y>.
y

5 2
1) Tomemos la matriz simétrica A definida mediante A = (2 j

8
) X Sx+2y
Six= resulta que Ax =
y 2x+8y

(Ax,X) = (5x + 2y)x + (2x + 8y)y = 5x2 + 4xy + 8y2.
Por lo tanto tenemos que la fincién f es una forma cuadritica en R? cuya matriz

) 5 2
asociada es A = .
2 8

b

Debido a que (Bx,x) = ax? + (b + ¢)xy + dy* concluimos que a =5,b+c=4yd=38.
Existen, entonces, infinitas matrices B que cumplen (Bx,x) = f(x) y entre ellas hay
sOlo una que es simétrica (pues si exigimos que b = ¢ tenemos que b = c = 2).

a c
2) Pongamos ahora B = ( d] y determinemos a, b, ¢ y d de modo que (Bx,x) = f(x).
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* X
3) f{(yj] >0V (xj # O. En efecto, como Sf[(y]J = (5x + 2y)? + 36y? resulta que
y

x x x x
5]{( DZOV ( j ySf(( DZOSC’)IO cuando [ jZOpues (5x + 2y)? y 36y?
y y y y

son simultdneamente 0 sélo para x =y =0.

o sien=7{(3))=5 vsen=r{[)] -5

Estos resultados ocupan, respectivamente, el primer y el segundo lugar en la
diagonal principal de la matriz A.

Teorema 1 - Los valores de una forma cuadrdtica que identifican a su matriz
Sean Qn una forma cuadratica en R® con matriz asociada A y aj; el nimero que estd en la
fila iyenla columna jdela matriz A (iy ] varian entre 1y n). Entonces:

1) ai=Qn(ei)parai=1,2, .., n
2) 2aij= Qn(ei t ¢€j) - Qn(ei) - Qn(ej) parai=1,2,...,nyj=1,2, .., n
3) 2aij = Qn(ei) + Qn(ej) - Qn(ei-¢) parai=1,2,..,nyj=1,2,..,n

2

3 — Signo de una forma cuadratica

Explicaremos en primer lugar lo que entenderemos por ‘“estudiar el signo de una forma
cuadritica”. Dada una funcion real, el significado habitual de esa expresion es el de
partir el dommio de la funcion en tres subconjuntos tales que en uno de ellos la funcion
tome valores positivos, en otro valores negativos y en el restante el valor 0. Aqui no
seremos tan pretenciosos.

Si Qn es una forma cuadratica en R" y su matriz asociada no es la matriz nula, hay algin
valor de la forma cuadratica que no es 0 y por lo tanto puede ocurrir una y solo una de
las siguientes alternativas:
& Existe algin x1 € R" tal que Qn(x1)> 0.

En este caso distinguiremos entre:

¢ Qu(x) 20V x € R"y Qn(x) =0s6lo six=0.

¢ Qn(x) 20 Vx € R"yexiste algin xo € R" tal que X0 # O y Qn(x0) = 0.

¢ Existe algin x2 € R" tal que Qn(x2) <0.
& Para cualquier x € R" es Qn(x) < 0y existe algin x2 € R" tal que Qn(x2) <O.

En este caso distinguiremos entre:

¢ Qu(x) =0 s6lo si x=0.

¢ Existe algin xo € R" tal que x0 # O y Qn(X0) = 0.

Dada una forma cuadratica en R" nuestro mterés se concentrard en saber ante cudl de las
cinco alternativas anteriores nos encontramos. Ese es el sentido que para nosotros tendra
la expresion “estudiar el signo de una forma cuadratica”. La proxima definicion resume
lo que antecede.
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Definicion 2 - Clasificacion de una forma cuadrdtica

Sea Qn una forma cuadratica en R® cuya matriz asociada no es la matriz nula.

1) Qnesdefinida positiva cuando Qn(x) >0 V x € R" tal que x # O.

2) Qn es definida negativa cuando Qn(x) <0 V x € R" tal que x # O.

3) Qn es semidefinida positiva cuando Qn(x) > 0 V x € R® y 3 x0, x1 en R" tales que
X0 # O, Qn(x0) = 0y Qn(x1) > 0.

4) Qn es semidefinida negativa cuando Qn(x) < 0 V x € R* y 3 X0, x2 en R" tales que
X0 # O, Qn(XO) =0 y Qn(XZ) <0.

5) Qn es indefinida cuando 3 x1, x2 € R” tales que Qn(x1) >0y Qn(x2) <O0.

Ejemplo 2 - Clasificacion de cinco formas cuadrdticas en R?

En todas las formas cuadraticas que analizaremos a continuacién usaremos el resultado
a b

de la primera parte del ejercicio 2 (ver el Anexo 2). Alli consta que si A = (b j es la
c

matriz asociada a la forma cuadratica Q2, entonces se cumple lo siguiente:

aQ: E(XD = (ax + by)* + (ac - b*)y* V (xj .
y y

1 2
1) Sea Q2 la forma cuadratica con A = (2 7) .

X
Entonces Q2 [( D = (x + 2y)*> + 3y%. Esta forma cuadratica es definida positiva ya
y

(o (7 <o

2) Elj B—(_l 2}
) Eljamos B = ) _q)

x
Con esta matriz resulta que -Q2 [( D = (=x +2y)2 + 3y2, 0 sea
Y
X
Q2 (( D = -(-x + 2y)* - 3y%. Esta forma cuadratica es definida negativa puesto que
Y

ol o(()-o

3 Tomenes =1 )
) Tomemos C = ) a)

X
En este caso tenemos que Qz[ D = (x + 2y)’. Esta forma cuadratica es
y

semidefinida positiva ya que Q2 >0V , Q2 =1yQ2 =0.
Yy y 0 1

A _(—1 2)
) SeaE= s _a)

Actas del CUREM 5 ISSN 1688-9886 164



®#¥ CUREMs

X X X
Ahora resulta que -Q:2 ((yjj: (-x + 2y)? y por lo tanto QZ(()}DS 0V (yj ,

1 2
Q2 ((OD =-1yQ u J] = 0. Estamos pues ante una forma cuadratica semidefinida

negativa.

1 2 X
5) SiF = (2 3) tenemos que Q2 (( D: (x + 2y)> - y%. Esta forma cuadratica es
y

a5

4 — La escalerizacion y las formas cuadraticas

En esta seccion expondremos un método para clasificar formas cuadraticas.

Teorema 2 - Pasaje de una forma cuadrdtica en R" a una forma cuadrdtica en R"!
Sean Qn una forma cuadratica en R" con matriz asociada A y ai1 el nimero que ocupa el
primer lugar en la diagonal principal de A. Si ai1 # 0, entonces existe una forma
cuadratica Qn-1 en R™! que tiene las siguientes propiedades:

X1
X2
b%) X
1) Six=|x3 |eR"y z= 3 | e RM! resulta que a11Qn(x) = Qn-1(2) + (A1., x) 2.

Xn

Xn

2) Paracada z € R™! existe x € R™ tal que Qn-1(2) = a11Qn(X).

El teorema anterior amerita los siguientes comentarios:

ap a4 a3 .- Ay
azp 4apy 4azzy ... djy

1) A partir de la matriz A = |a3; a3y a3z .. as, | construimos una matriz B
Apl Ap2 a3 - Ay

B =A;
By =ajjA) —ayAg,
cuyas filas son B3. = 311A3_ —331A1' .

By =ajjAy —agAg,
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ap di2 a3 - Ay
0 by by3 bon
Obtenemos B=| 0 b3y b33 ... by,

0 b, by .. by,
2) Qn-1 es la forma cuadratica en R™! con matriz asociada C, donde C se obtiene de la
matriz B eliminando su primera fila y su primera columna.

Teorema 3 - Sobre la clasificacion de una forma cuadrdtica (escalerizacion)
Sean Qn una forma cuadratica en R" con matriz asociada A, ai1 el nimero que ocupa el
primer lugar en la diagonal principal de A, ai1 # 0 y Qn-1 la forma cuadratica en R™! del
teorema 2. Entonces:

1) Si Qn-1 es definida positiva resulta que Qn es definida positiva cuando ai1 > 0 y
definida negativa cuando a1 <0.

2) SiQn-1 es definida negativa resulta que Qn es indefinida.

3) Si Qu-1 es semidefinida positiva resulta que Qn es semidefinida positiva si ai1 > 0 y
semidefinida negativa si a1 <0.

4) SiQn-1 es semidefinida negativa resulta que Qn es indefinida.

5) SiQn-1 es indefinida resulta que Qn es indefinida.

6) Si la matriz asociada a Qn-1 es la matriz nula resulta que Qn es semidefinida positiva
cuando a11 > 0y semidefinida negativa cuando ai1 <O.

Ejemplo 3 - Clasificacion de dos formas cuadraticas en R*

o
W N =

1) Sea Q4 la forma cuadratica tal que A = . Para clasificarla, pasaremos

1
2
3
3

NN~

1 4

de Q4 a la forma cuadratica Q3 del teorema 2. Con ese fin, ordenaremos nuestro
trabajo asi: en primer lugar anotaremos la matriz A, a continuacién indicaremos los
coeficientes que nos llevardn a la matriz B del teorema 2 (le llamaremos coeficiente
basico al nimero que ocupa el primer lugar en la diagonal principal de A) y
termmaremos escribiendo esa matriz B.

Los coeficientes
La matriz A Basico: 1 La matriz B

1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1
1 2 2 2 0 1 1 1
1 2 3 3 1 0 1 2 2
1 2 3 4 1 0 1 2 3

1 1 1

La forma cuadratica Q3 es la que tiene matriz asociada C=|1 2 2|. Reiteremos el
1 2 3

trabajo anterior con el fin de pasar de Q3 a la forma cuadratica Q2 del teorema 2 y, a
partir de ésta, a la forma cuadratica Q1 del mismo teorema.
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Los coeficientes
La nueva matriz A Basico: 1 La nueva matriz B
1 1 1 -1 -1 1 1 1
1 2 2 1 0 1 1
1 2 3 1 0 1 2

11
La forma cuadratica Q2 tiene como matriz asociada (1 ) .

2
Los coeficientes
La dltima matriz A Basico: 1 La dltima matriz B
1 1 -1 1 1
1 2 1 0 1

La forma cuadratica Qi tiene como matriz asociada ( 1 )y por lo tanto Qi(t) = t>. Esta
forma cuadratica es definida positiva (con ella, aunque parezca increble, retornamos a
la sencilla funcién polindmica de una variable de la introduccion). Debido a que todos
los coeficientes basicos son positivos, la aplicacion reiterada de la primera parte del
teorema 3 nos lleva a concluir que Q4 es definida positiva.

Atentos a todos los célculos que hemos realizado, podemos aplicar tres veces la primera
parte del teorema 2 para expresar Q4 como una suma de cuadrados; el resultado es el

X

.. y

siguiente: Q4 =(xt+y+ztP+@tz+r?+ (@t +eR
<
t

1 2 3 4
2 56 7

2) Sea Q4 la forma cuadratica tal que A = 36 8 . Al igual que en el punto
4 7 9 10

anterior, pasaremos de Q4 ala forma cuadratica Q3 delteorema 2.

Los coeficientes
La matriz A Basico: 1 La matriz B

1 2 3 4 -2 -3 -4 1 2 3 4

2 5 6 7 1 0 1 0 -1

3 6 8 9 1 0 0 -1 -3
4 7 9 10 1 0 -1 -3 -6

1 0 -1

Q3 es la forma cuadratica que tiene matriz asociada C=| 0 -1 —3|. Por suerte no

-1 -3 -6

tenemos que continuar nuestro trabajo de escalerizacion. En efecto, al ser Qs(e1) = 1y
Qs(e2) = -1 resulta que Q3 es indefinida. La quinta parte del teorema 3 nos asegura que
Q4 es indefinida.
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En este caso, la continuacion del proceso de escalerizacion hasta el final nos hubiera

X

llevado a que Qa|| || = (r + 2y + 32+ 402 + (y - 1) - (2 + 300 + 222,
Z

t

Sin duda, en pocas pagnas hemos aprendido bastante en lo que a la clasificacion de una
forma cuadratica se refiere. A esta altura es conveniente que hagamos algunos
comentarios.

e En los teoremas 2 y 3 hemos supuesto que ai1, el nimero que ocupa el primer lugar
en la diagonal principal de la matriz asociada a la forma cuadratica, no es cero. En
realidad, todo lo que vimos s6lo requiere que alguno de los numeros de esa diagonal
sea distinto de cero; solo por comodidad elegimos a11. Ahora bien, ;qué ocurre en el
caso que toda la diagonal principal esté¢ llena de ceros? A continuacion respondemos
a esa pregunta.

e Si Qn es una forma cuadritica cuya matriz asociada no es nula, pero si es nula su
diagonal principal, resulta que existe algin aij # 0 con 1 # j. Para ese iy ese j se
cumple que 2aij = Qn(ei + €j) y también que -2aij = Qu(ei - ¢j). O sea que Qn tiene
valores de distinto signo en (ei + ¢j) y en (ei - €j). En consecuencia, Qn es indefinida.

Referencia bibliografica:
Moretti Jorge (2008), Algebra Lineal, Montevideo, CECEA
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ANEXO 1
Las raices de una forma cuadratica

Teorema 4 - El niicleo de la matriz asociada a una forma cuadrdtica semidefinida
Sean Qn una forma cuadratica en R™ con matriz asociada A y Z el conjunto de las raices
de Qn. Si Qn es semidefinida (positiva o negativa) entonces Z es el niicleo de A, es decir
Z={x/x eR", Ax =0O}.

El teorema anterior proporciona un método para hallar las raices de una forma
cuadratica semidefinida (positiva o negativa). Si la forma cuadratica es definida
(positiva o negativa), ella tiene solo una raiz que es el vector nulo, el cual es el tnico
elemento del nicleo de su matriz asociada. En el caso que una forma cuadratica sea
indefinida, el ejercicio 5 del proximo anexo muestra que para calcular sus raices no
alcanza con determinar el niucleo de su matriz asociada.
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ANEXO 2
Ejercicios

Ejercicio 1
Prueba que cada una de las siguientes funciones es una forma cuadritica y encuentra su
matriz asociada.

X x
D f{( j]Z-x2+4xy -5y 2) g(( =x% + 6xy + 5y?
% y
X x
3) hl| y||=x2+4y* + 522+ 2xy + 4xz + 6yz 4) jl| y||=3x2 +2y% + 32+ 2xz
Z z

Ejercicio 2

a b
1) Sea Q2 la forma cuadratica cuya matriz asociada es A = (b j Calcula aQ2(x)
c

x
para cada x = ( J y verifica que aQa(x) = (ax + by)? + (ac - b?)y.
y

2) Usa el resultado anterior para estudiar el signo de las formas cuadraticas f y g del
ejercicio 1.

3) Resume graficamente los resultados que obtuviste en la parte anterior.

4) Estudia el signo de la forma cuadratica Q2 de la primera parte en el caso que a = 0.

Ejercicio 3

1) Clasifica cadauna de las tres formas cuadraticas que constan en la introduccion.
2) Clasifica las formas cuadraticas &y j del ejercicio 1.

3) Reclasifica las formas cuadraticas del ejemplo 2.

Ejercicio 4

1 -1 1 -1
-1 2 -2 2
1 -2 3 =3
-1 2 -3 4

Sea Q4 la forma cuadratica cuya matriz asociada es A =

1) Demuestra que Q4 es definida positiva.
2) Expresa Q4 como una suma de cuadrados.

Ejercicio 5

0 1 0
Prueba que la forma cuadratica Q3 con matriz asociada A= |1 0 -—1| es indefinida
0 -1 0

y que sus raices no son solo los vectores del nicleo de A.
Ejercicio 6

Sea Q4 la forma cuadrética de la segunda parte del ejemplo 3. Prueba que en el nicleo
de su matriz asociada esta solo el vector nulo y encuentra otras raices de Qa.
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