®#¥ CUREMs

FUNCIONES: HISTORIA Y ENSENANZA

Carlos Sanchez Fernandez
csanchez@matcom.uh.cu
Facultad de Matematica y Computacion, Universidad de La Habana
Cuba

Tema: Historia de la Matematica

MC

Nivel Educativo: Formacion y actualizacion docente

Palabras clave: Funciones, historia de la matematica, ensefianza del trabajo con
variables

Resumen

En este curso se pretende compartir saberes sobre la historia del concepto funcion e
intercambiar experiencias docentes 1itiles para comunicar con eficacia estos
conocimientos a estudiantes de nivel secundario y terciario. Primeramente
disfrutaremos de un paseo a través de los laberintos de la historia de la formacion del
concepto desde el Oriente, antiguo y exotico, hasta el Occidente, moderno y formalista,
donde aparecen los primeros "monstruos" funcionales, los bellos fractales. Después
abriremos un debate sobre como usar ese saber historico como recurso diddctico.
Nuestro fin primordial es agudizar nuestra sensibilidad de maestro para apreciar en
toda su amplitud el valor de las relaciones funcionales. Con ayuda de un laboreo de
adecuacion, las bondades de nuestros saberes historicos pudieran hacerse compatibles
con un curriculo moderno para agregar a nuestros cursos la inteligibilidad y el encanto
que tanto agradecen los alumnos. Ese seria un logro muy apetecido de nuestro
brevisimo curso.

Introduccion.

La palabra “funcién” se encuentra en un manuscrito de Leibniz escrito en el verano de
1673, después de su regreso de un corto viaje a Londres. En este orignal trabajo, la
palabra “funcién” aparece para designar una magnitud representando tal o cual papel
respecto a una curva, por ejemplo, la longitud de la tangente o de la normal. Aqui la
curva se supone definida por una relacion entre x e y dada por una ecuacion. Como nos
percatamos al leer con detenimiento, Leibniz concierta las ideas reflejadas por las
palabras curva, ecuacion y relacion. Estas tres palabras con sus significados diferentes,
van a ajustarse dialécticamente para producir el concepto preciso y general de funcion.
En el itercambio epistolar entre Johann Bernoulli y Leibniz,z esta nocion fue
paulatinamente modificando su significado, asi en 1718, en un trabajo de Johann
aparece este concepto definido con un significado préximo al actual:

Se llama funcion de una magnitud variable a una cantidad, que se compone de

cualquier forma de esta magnitud variable y de constantes.
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Bernoulli no aclara qué entiende por cantidad, pero del contexto en que la utiliza puede
deducirse que se trata de algo susceptible de variacion. Propone, ademas la notacion ¢x
para designar una funcion arbitraria de la variable x, el uso de la letra f y la introduccion
de los paréntesis se deben a Euler.

Una etapa definitoria para la transformacion del “nuevo célculo” de Leibniz y Newton,
como herramienta generalmente asociada a la solucion de problemas geométricos o
fisicos concretos, al “andlisis infinitesimal”’, centrado en el concepto puramente
matematico de funcidon, la constituye la publicacion de los tres tratados de Euler:
Introduccion al andlisis de los infinitos (1748, en dos tomos), Cdlculo Diferencial
(1755) y Cdilculo Integral (1768-70, en tres tomos).

En el prefacio de Introduccion al andlisis de los infinitos Euler sefiala:

... en el primer libro me he extendido sobre todo en las funciones de variables, porque
ellas son el objeto del Andlisis infinitesimal.

De esta forma sitia a las funciones en el centro del Andlisis. Para poner de manifiesto
mas claramente su distanciamiento de la base geométrica originaria de esta rama de la
matematica no inchird ninguna figura en todo el primer tomo de esta obra, como
tampoco mas tarde lo hard en sus tratados Cdlculo Diferencial y Cdlculo Integral. El
estudio de las curvas lo agrupa en el segundo tomo, de la Introduccion y en él aplica las
ideas desarrolladas en la primera parte de esta misma obra.

En su Introduccion al andlisis de los infinitos, Euler se adhiere esencialmente a la
definicion de funcion dada por Johann Bernoulli pero mtroduce el término mas

adecuado de expresion analitica:

"Una funcion de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta en
cualquier forma de esta cantidad variable y de niimeros o cantidades constantes."

A diferencia de Bernoulli, Euler aclara cuales son las operaciones admisibles para la
formacion de las expresiones analiticas: las operaciones algebraicas usuales y varios
procedimientos trascendentes que enumera y que incluyen el paso al limite. A
continuacion clasifica las funciones segin diversos criterios, por ejemplo, dividio las
funciones en algebraicas y trascendentes, las primeras son las constituidas solo por
operaciones algebraicas y en las segundas incluye aquellas en que la variable se ve
afectada por alguna operacion trascendente, es decir que trasciende las operaciones
algebraicas. También las divide en contnuas y discontinuas, explicitas e implicitas,
uniformes y multiformes, etc. Dentro de las funciones trascendentes incluye tanto las

funciones trigonométricas y aquéllas definidas por exponenciales y logaritmos como
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también las dadas mediante integrales, sin embargo, dado el caracter elemental del
texto, no trata estas ultimas.

Para lograr su objetivo, Euler necesitdé ampliar el conjunto de las funciones basicas que
pueden generar una expresion analitica. Para ello en los capitulos VI, VII, VI del
primer tomo de la Introduccion, define y estudia las funciones exponencial, logaritmica
y las circulares, de una forma que podemos sin duda catalogar de actual. Por ejemplo,
define la funcion exponencial como una potencia donde el exponente es variable y a
continuacion define el logaritmo de y con base a como el valor z tal que a® = y. De
este modo, las propiedades basicas del logaritmo son obtenidas a partir de las de Ia
exponencial. Encuentra las propiedades y relaciones bésicas entre estas funciones, en
particular, sus desarrollos en serie de potencias. En resumen, las presenta con tanta
claridad que se convierten simplemente en funciones elementales, aunque
trascendentes.

La nociéon de funcién aparece en la obra de Euler bajo formas diferentes en distintos
momentos de su vida y motivada por diversas razones de caracter tedrico o practico.
Ademas de la concepcion formal expuesta en su Introduccion al Andlisis, Euler usa la
idea de dependencia arbitraria entre cantidades variables. En el prefacio a su tratado
Cdlculo Diferencial, aparece una definicion mas amplia de funcion, virtualmente
equivalente a una definicion moderna:

Si algunas cantidades dependen de otras cantidades de modo que si las iltimas
cambian, las primeras también lo hacen, entonces las primeras cantidades se llaman
funciones de las ultimas. Esta denominacion es de naturaleza amplia e incluye cada
método por el cual una cantidad pudiera ser determinada por otras. Si, por
consiguiente, x denota una cantidad variable, entonces toda cantidad la cual dependa
de x en cualquier manera o esté determinada por ella es llamada una funcion de ella.
Sin embargo, el uso que se hace de las funciones deja claro que para Euler, al igual que
para sus contemporaneos, una funcion es una expresion analitica general. La necesidad
de resolver con mayor precision diferentes problemas de la Fisica y otras ciencias
motivo la precision, generalizacion y abstraccion del concepto funcién hasta llegar a las

diferentes definiciones que hoy utilizamos segun sea nuestro mterés practico o teorico.

En la matematica actual todos buscamos el significado de un concepto en la definicion
que del mismo se da. Sin embargo en los trabajos de los matematicos anteriores al siglo

XX, este significado queda oculto en una definicion mas o menos vaga y puede ser
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explicitado solo cuando se busca de forma mas precisa en el uso posterior que de ella se
haga y en los ejemplos a los cuales se aplica. Es por eso que en nuestro breve curso
haremos énfasis no en la definicion que se usa en cada momento historico, sino en los
ejemplos ilustrativos, en los problemas que se resuelven con las concepciones

establecidas.

El paseo por la historia del concepto funcion estd organizado en dos itinerarios. El
primero con las ideas y la metodologia desarrolladas para el tratamiento de las
relaciones funcionales, antes de que el calculo diferencial e mtegral se convirtiera en el
arte primordial para el trabajo con variables en dependencia unas de otras. Este viaje
puede ser cumpldo en toda su extension por cualquier estudiante de instituto de
segunda ensefianza. El segundo recorrido, que puede seguirse independientemente del
primero, trata de mostrar como el arte del calculo infinitesimal ayudd a sintetizar las
ideas de curva, ecuacién y funcion. Tal vez, para la culminacion del paseo, en los
vericuetos de los caminos recorridos en los dos ultimos siglos, algunos participantes

tengan que efectuar un esfuerzo mayor, pero les aseguramos que jbien vale la pena!
RECOMENDACIONES BIBLIOGRAFICAS:

Todo maestro que tenga el placer de explicar un curso de Calculo, o brindar alguna
clase sobre las dependencias funcionales entre variables numéricas, deberia conocer
alguna version del extraordinario libro de Euler Introduccion al andlisis de los infinitos
donde se establece el estudio de las funciones y sus representaciones analiticas como el
objeto primordial del andlisis matematico. Una version bilinglie -en espaiiol y latin- es
[Euler, 2001]. Existen articulos muy contundentes sobre la historia del concepto funcion
como el del historiador ruso [Youschkevitch, 1976]. Las raices no europeas se pueden
encontrar en el documentado libro del historiador indio [Gheverghese, 1996]. También
existen textos de andlisis matematico con amplio uso de la historia como el de los
analistas suizos [Hairer y Wanner, 1996] donde se puede encontrar referencias de la
historia de las funciones y sus representaciones analiticas. En las ultimas décadas han
aparecido libros divulgativos donde se relatan las vicisitudes por las que pas6 la idea de
relacion funcional antes de concretarse en una definicion precisa y uti, como el del
matematico andaluz [Durdn, 1996]. Por razones evidentes nosotros preferimos utilizar
como soporte basico el libro publicado en Espafia de los profesores cubanos [Sanchez y
Valdés, 2007], en el que aparecen, ampliadas y mejor documentadas, las ideas que

compartiremos con los participantes de este brevisimo curso.
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ASUNTOS A CONSIDERAR EN EL MINI-CURSO:

l. RELACIONES FUNCIONALES EN LA ANTIGUEDAD Y LA EDAD
MEDIA:

. Los enigmas de las tablas numéricas en la cultura prehelénica. Tablas de

divisiones egipcias y tabletas Plimpton babilonicas.

. Las curvas subversivas de la cultura helena para la solucion de los problemas

célebres. La espiral de Arquimedes y las conicas de Apolonio.

o Las relaciones trigonométricas en la astronomia oriental. Usos del tridngulo
rectangulo y del circulo unitario. Las sistematizaciones de Muhammed Abul-Wafa y de
Jamshid al-Kashi.

2. RELACIONES FUNCIONALES EN LA EDAD MODERNA TEMPRANA:

. Comienzos del estudio del movimiento en Europa. Las especulaciones de

Nicolads de Oresme y Galileo Galilei.

. Surgimiento de la idea basica de los logaritmos para el procesamiento de los
datos astronomicos. El ingenio de Juan Napier y su maravillosa regla para facilitar

calculos aritméticos.

. La dimension algebraica de las curvas. Los trabajos de los franceses Francisco
Vieta, René Descartes y Pedro de Fermat en la reduccion de problemas geométricos al

arte analitico.

o Un nuevo arte y una técnica ingeniosa para el tratamiento de las curvas de todo
tipo, algebraicas o trascendentes. La vision de Isaac Newton y Godofredo Leibniz

subidos a los hombros de gigantes.

o Determinacion de las funciones elementales y las representaciones de funciones

mecanicas. El problema fertil de la cuerda vibrante. El gran aporte de Leonardo Euler y
la familia Bernoulli.

3. RELACIONES FUNCIONALES EN LA EDAD MODERNA TARDIA

. Precision de los conceptos funcion arbitraria y representacion analitica. El
estudio de Ila continuidad funcional EI impacto de los desarrollos en series

trigonométricas. Las ideas de Bernardo Bolzano, Agustin Cauchy y Gustavo Dirichlet.

o Importancia del estudio de los casos patologicos. Determinacion de diferencias

entre las clases principales de funciones: continuas, diferenciables e integrables. Los
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nuevos “monstruos” funcionales: ttiles y bellos. La emergente escuela alemana de

analistas y la fecunda escuela de teoria de funciones francesa.

. Breve excursion para conocer algo de lo que nos aportd el siglo XX en la
comprension de las relaciones funcionales. Generalizaciones y abstracciones del

concepto funcidn en el andlisis y en la logica matematica.

4. RELACIONES FUNCIONALES EN LA SALA DE AULA
CONTEMPORANEA:

. Debate sobre el uso de la historia como recurso didactico para la inteligibilidad

del concepto de funcion y las practicas con las variables y las funciones
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