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Resumen

Cuando nos enfrentamos a nuestro quehacer docente hay veces que nos preguntamos
/Qué asuntos relacionados con el tema de la clase me pueden ayudar a formar una
cultura matemdtica en mis alumnos? ;Donde puedo encontrarlos? ;Cudl es la forma
mds seductora de presentarlos? El objetivo de esta charla es compartir nuestras
experiencias en la busqueda de respuestas a estas inquietudes en las entrafias de la
historia de la matemdtica. Después de una breve introduccion donde compartimos
nuestras ideas de cardcter tedrico, mostramos algunos temas historicos fértiles que han
resultado eficaces para desarrollar una cultura matemdtica en estudiantes y profesores
tanto de nivel secundario como terciario.

(Por qué y para qué desarrollar temas fértiles en la clase de matematica?
“La tarea fundamental y general de la comunidad matemdtica consiste
en contribuir de modo efectivo al desarrollo integral de la cultura humana” .
(De Guzman, M., 1997)
Consideramos que una de las prioridades de la mvestigacion en Educacion
Matematica tiene que ser la busqueda de metodologias que motiven y orienten
vocacionalmente a los jOvenes para su ingreso y permanencia en las carreras de
matematica y de formacion de docentes en ensefianza de la matematica. Estas carreras
tienen dos repelentes muy fuertes y con arraigo en la cultura de nuestros paises. En
nuestra opmion, en el mundo actual donde predominan los valores de la oferta y la
demanda, una de las menos solicitada es la profesion de maestro, porque es de las mas
sacrificadas y menos remuneradas. La carrera de matematica tiene mas posibilidades en
el mercado, pero de todas formas nuestra ciencia es una especie de tabu para la mayoria,
novatos o veteranos, relegada solo para “polillas”, como se les llama en Cuba a las/los
estudiantes “raritos” consagrados solo al estudio y que no acostumbran salir de parranda

a bailar salsa, ni tienen mucho éxito con el sexo opuesto.

La necesidad de cambiar estos estereotipos y lograr que las actividades docentes

fueran mas motivadoras, creativas y sirvieran de enganche para que jovenes y no tan
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jovenes sintieran el placer de “pensar la matemdtica”, nos ha llevado a considerar la
busqueda de temas fertiles contextualizados con el recurso de la historia de la
matematica. Nos mteresa motivar la reflexion sobre la importancia de incluir en el
discurso no solo el contexto logico de justificacion del saber, sino sobre todo el contexto
de origen y construccion de los diferentes conocimientos y métodos. En definitiva, el
objetivo principal es compartir experiencias alcanzadas con el uso de la historia de la
matematica en la busqueda tanto de la contextualizacion del discurso oral, como
también el discurso escrito de libros de texto y de libros de divulgacién matematica.
Posiblemente el principal objetivo que la mayor parte de los profesores
quisiéramos lograr con nuestras clases es desarrollar un alto nivel de razonamiento
matematico. El proceso de razonar es tan complejo, que no se puede describir en pocas
y precisas palabras. Por eso se han publicado tantos articulos y libros con diferentes
enfoques y detalles -p. e. recomendamos: Mason, J.; Burton, L.; Stacey, K. (2010)-
Apreciamos la importancia de tales textos escritos por cientificos de la cognicion y otros
expertos, con el objetivo de dar a los maestros ideas de qué es “pensar
matemdticamente” y como se puede desarrollar este proceso en los alumnos. También
existe otra literatura sobre el “enriquecimiento matemdtico”, particularmente un
proyecto britdnico que comenzo alrededor de 1996 y su intencion desde el inicio es
ayudar a los jovenes talentos que viven en comunidades que tienen un acceso muy
limitado a la “buena” Matematica. El proyecto se ha revisado y perfeccionado varias

veces. Recomendamos el sitio del proyecto www.nrich.math.org donde se pueden

encontrar tareas y consejos para enriquecer la clase —p.e. los trabajos de Jennifer Piggott
y de Steve Hewson- y por otra parte, pero muy cercana, estd también la linea promovida
por la NTSC de EEUU: Concept-Rich Mathematics Instruction. Uno de las mejores
ilustraciones de esta linea de accion esta en el libro de Ben-Hur (2004).

Nuestra intencion en esta conferencia es mucho mads modesta, aunque con
intereses comunes con los proyectos mencionados arriba. Nos ajustamos a compartir
experiencias de la forma mas agradable posible. Por supuesto, a nuestro enfoque le
colocamos un titulo sugerente “Temas Férties para la Cultura Matematica”, para que al
menos atraiga a los curiosos. El apelativo puede parecer pretencioso, y lo es sin duda,
pero nuestro objetivo es claro: usar la Historia de la Matematica para ayudar a que el
discurso en las clases y textos sea mas atractivo y eficaz y los chicos se entusiasmen por
conocer mejor nuestra “novela policiaca” al derecho y no al revés, como senalaba el

Maestro Miguel de Guzman:
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Se trata, en primer lugar, de ponernos en contacto con la realidad
matematizable que ha dado lugar a los conceptos matemdticos que queremos explorar

con nuestros alumnos, para lo cual deberiamos conocer a fondo el contexto historico

que enmarca estos conceptos adecuadamente. ;Por qué razones la comunidad
matemdtica se ocupo con ahinco en un cierto momento de este tema y lo hizo el
verdadero centro de su exploracion tal vez por un periodo de siglos? Es
extraordinariamente itil tratar de mirar la situacion con la que ellos se enfrentaron con
la mirada perpleja con que la contemplaron inicialmente. La vision del tema que se nos
brinda en muchos de nuestros libros de texto se parece en demasiadas ocasiones a una
novela policiaca que aparece ya destripada desde el principio por haber comenzado
contando el final. Contada de otra forma mds razonable podria ser verdaderamente
apasionante” (Guzman 2007)

No solo Guzméan, sino muchos de los grandes maestros que en Nuestra América
han sido, nos han ensefiado que nuestras clases deberian desarrollar cultura matemdtica,
que segun alguien ha definido es lo que todavia recordamos cuando ya hemos olvidado
todo lo que nos obligaron a aprender. En nuestra opinidn, esta tarea es uno de los
compromisos sociales primordiales de la educacion matematica. No educamos
simplemente para hacer y aplicar matematica o para pasar con éxito las pruebas de
mngreso a otros niveles de ensefanza o de la escala salarial —aunque por supuesto no
oponemos resistencia a la superacion personal. Esto no puede ser el fin de la educacion,
porque entonces nexcusablemente provocaria el fin de la educacion. Ademas, junto con
otras cualidades y competencias que se forman en los diferentes ciclos de ensefianza,
aprender a pensar toda la matematica que aprendemos como un objeto cultural,
constituye también un atajo expedito a la realizacién personal en los tortuosos caminos
de la vida en este mundo estresante y egoista.

En las tltimas dos décadas se ha publicado bastante sobre la integracion de la
mvestigacion historica con la practica educativa matematica, recomendemos, por
ejemplo, el estudio ICMI editado por Fauvel y Maanen (2000) y, algo mas reciente, el
articulo de Jankvist (2009). Nuestra propuesta, con cierta originalidad en la forma, en
su esencia no es novedosa, representa un compendio de ideas que hemos ido puliendo y
conformando en el marco de un proyecto que en Cuba coordinamosy que recientemente
hemos vigorizado bajo el titulo de Prdcticas Matemdticas en la Edad Moderna y sus
Aplicaciones a la Educacion Matemdtica. Algunas de nuestras ideas han sido

presentadas en varios eventos cientificos y publicaciones especializadas como, por
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ejemplo, Sanchez y Valdés (1999), Sanchez y Valdés (2010), Valdés y Sanchez (2011),
Sanchez (2013). Por supuesto que este asunto no es tan simple como puede parecer y
merita una atencion desde diferentes enfoques. De ahi nuestro interés explicito en
compartir experiencias y las ilustramos con el andlisis muy breve de varios temas
fertiles de asuntos poco examinados en las clases tradicionales.
La médula de este trabajo:Temas Fértiles
“[...] incluso los hechos matematicos sencillos, pueden aplicarse con eficacia
solo cuando se han asimilado de forma creativa, de modo que el estudiante
los pueda ver como si él mismo pudiera llegar a ellos de forma independiente
y para esto, al maestro, mucho puede ayudar el conocimiento de su historia”
(Kolmogorov, A. N. 1988)
Para instilar la cultura matematica en los estudiantes, se puede usar una
diferenciacion simple entre temas estériles y temas fértiles. Consideramos fértiles
aquellos temas que nos permiten desarrollar en el aula varios asuntos relacionados en
cierta manera con el plan de clase y que han demostrado que tienen amplia aplicacion
en la practica matematica o en el enriquecimiento de la cultura matematica. Por regla
general aparecieron como problemas en una época remota y muchas veces durante el
largo y torcido cauce de su historia han variado en forma y en enfoque metodologico
para su tratamiento. En defnitiva son temas que sabemos cOmo comienzan, pero ni
sospecha tenemos de como van a acabar y que llevan implicito el misterio y el suspenso
tan encantadores para la juventud. En nuestra charla mostraremos muy brevemente dos
de estos temas frtiles que consideramos seductores y que hemos desarrollado en
diferentes escenarios con diversos grupos de estudiantes y docentes en formacion, temas
que han llegado a ser incentivo de reflexion ain en las condiciones actuales de la
revolucion mformatica y la proliferacion de todo tipo de divertimento “anti-cultural” y
“seudo-cientifico™:
> Trios pitagoricos-relacionados con la descomposicion en sumas de
cuadrados y con soluciones enteras de ecuaciones cuadraticas -y el gran teorema de
Fermat. Es un tema con origen geométrico, pero que enfocamos como un tema
aritmético-algebraico
> Problemas isoperimétricos con poligonos-que nos permite dinamizar la
geometria e introducir el significativo tema de la optimizacion de magnitudes
geométricas. Este es un tema eminentemente geométrico, pero que tratamos con un

enfoque analitico.
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1° Problemas relacionados con el tema de los trios pitagdricos

Podemos asegurar que en la propiedad que denominamos “Teorema de Pitdgoras”
se unen con suficiente profundidad ideas fundamentales que servirdn de sustento a dos
de las principales ramas del conocimiento: la Geometria -ciencia de las medidas,
técnica de las observaciones precisas y arte de las formas abstractas- y la Aritmética-
ciencia del numero, técnica de contar y arte del calculo. Ahora bien, y ahi esta el detalle:
la propiedad pitagorica de los tridngulos rectangulos puede mterpretarse como una
respuesta al problema aritmético de la descomposicion de un nimero cuadrado z? como
suma de otros dos nimeros cuadrados x2+y?2.

Expresado asi es mas facil advertir la relacion con el problema mas general de

representar un numero entero cualquiera n como suma de cuadrados. Observemos que

. . *r i r e 2 2
dado n, no siempre existe un par de enteros (x,y) solucion de la ecuacion =X +y .

Por ejemplo, ni 3 ni 7 son representables en sumas de dos cuadrados, mientras que
5=2"+1;17=4"+1"85=2"+9"=6"+7"
No es dificil darse cuenta que el cuadrado de todo entero es de la forma 4m 6

4m+1, de ahi que la ecuacion x’+y’ =4k +3 no tiene solucion para ningin k entero. Por
eso ni 3, ni 7 y tampoco 43 ni 2015, se pueden descomponer como suma de dos
cuadrados.

En una de sus numerosas notas marginales sobre una traduccion de Diofanto, el
prestigioso abogado francés Pierre de Fermat afirma que ha demostrado un teorema
general que implica que todo nimero entero se puede descomponer como suma de, a lo
mas, cuatro cuadrados. Fermat promete publicar ulteriormente los detalles, pero no lo
hace. Sin embargo, reduce el problema de los cuatro cuadrados al andlisis de varios
tipos particulares de ecuaciones cuadraticas. Y nos da la oportunidad de jugar un poco
en nuestra clase de aritmética, aunque no logremos ganancias inmediatas, ni
demostremos ningun teorema.

Las tentativas para probar o refutar las conjeturas precedentes de Fermat, sirvieron
para establecer una teoria general de las formas cuadrdticas. Eludiendo cualquier
tecnicismo, nosotros usamos una version muy simplificada de la historia, en la que
participan tres de los mas célebres matematicos de todos los tiempos: Euler, Lagrange y

Gauss.
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Con los trabajos de estos tres grandes la atencion gird hacia el problema de la
representacion de un nimero entero n mediante formas cuadrdticas binarias, es decr,
en la forma

n=ax +bxy+cy’ *)

lo que en seguida se convirti® en una teoria general de formas cuadraticas, una rama
importante del Algebra con miltiples aplicaciones. No obstante, todavia en el 2015 es
un enigma, si existe o no, una condicion necesaria y suficiente para que dado un entero
n la ecuacion (*) posea una solucion para valores enteros de x, y. Este problema llevd a
otro muy emparentado ;de cudntas formas se descompone un numero en una forma
cuadratica? Y aqui aparece otra historia ahora del siglo XIX y XX, con muchos
misterios 'y héroes.

Por si lo anterior no resultara suficiente como ilustracion de la fertiidad del tema
de los trios pitagdricos en la evolucion de la matematica y si el tirano tiempo nos lo
permite, en la clase podemos presentar también un arbol frondoso cultivado en los
predios de este tema y que es uno de los enigmas mas populares de la Historia de la
Matematica: “El Gran Teorema de Fermat” al que estan ligadas mnnumerables
conjeturas, algunas demostradas y otras ain abiertas (este y otras variantes de este tema
fértll pueden encontrarse p. e. en nuestro libro Sanchez & Valdés [2010]).

2° Problemas relacionados con el tema de los problemas isoperimétricos

Los problemas de optimizacion que plantean la busqueda de la figura con mayor
area dentro de una cierta familia de figuras con igual perimetro, son denomimados
problemas isoperimétricos. Por su evidente importancia econdémica y ficil formulacion,
pueden tener un origen anterior a la aparicion de la cultura helénica. Pero, segin relata
el comentarista de Euclides, Proclo de Alejandria (s. V d. C.), todavia en la civilizacion
helena la mayoria de los ciudadanos creia que a perimetros mayores corresponden areas
mayores. Por lo que parece, no todos los helenos eran muy duchos en este tipo de
problemas y ademas eran ficilmente timados en la compra y venta de terrenos.

Una explicacion plausible a las falsas creencias es que en el caso de los cuadrados

y los circulos existe una relacion directamente proporcional entre drea y perimetro. Para

p? . p?
los cuadrados A = Lz yen el caso de los circulos A = o en ambos caso P denota el
TC

perfimetro y A el area: igual perimetro implica igual drea y viceversa. Pero, p.e. con los

rectangulos, es facil probar que es otra la situacion:
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Es decir que con un mismo perimetro podemos encontrar figuras poligonales del
mismo género y de areas diferentes. Es pues natural considerar el problema siguiente:

Problema Isoperimétrico con Poligonos: Entre todos los poligonos de n lados y
con el mismo perimetro, encontrar aquel que tiene un area mayor.

Segin Mason, J.; Burton, L.; Stacey, K. (2010), en el pensar matematicamente
existen cuatro procesos fundamentales, considerados en dos pares dialécticos:
especializacion-generalizacion 'y  conjeturar-convencer. Al menos en los casos
especificos de los tridngulos y los rectangulos, Euclides no consigui6 dar el paso hacia
la generalizacion y por eso no lo incluyd en los Elementos. Quizas conjeturd lo mismo
que nosotros, que las figuras regulares son las Optimas, pero no consiguid argumentarlo
de manera convincente.

Las primeras referencias al problema isoperimétrico mas general que se han
encontrado, se remontan a la obra del matematico heleno Zenodoro de Atenas (s. II a.
C.), quien vivi6 unos 100 afios después de Euclides y también después de Arquimedes.
Zenodoro enuncid y demostrd varios resultados generales relacionados con el problema
isoperimétrico con poligonos. Es conveniente comenzar con el caso mas simple:

Entre todos los tridngulos con perimetro fijo, el equildtero es el que tiene drea
mdxima.

Después de haber comprobado el caso de los tridngulos es natural realizar la
pregunta mas general ;podremos aplicar el lema o el método utilizado en su
demostracion a un poligono de mayor nimero de lados?

Para los triangulos, la igualdad de los lados implica la de los angulos, por lo que el
problema isoperimétrico para los triangulos estd completamente resuelto. Sin embargo,
cuando se trata de poligonos con mayor nimero de lados seria necesario probar que

Entre todos los poligonos de n lados e igual perimetro, el que tiene todos los
dngulos iguales posee un drea mayor.

Podemos plantearlo como conjetura y buscar convencimiento a través de algin
caso especifico, p.e. el caso de los cuadriliteros puede demostrarse sin dificultad vy,
después de hacer aclaraciones, segiin sea el grupo de estudiantes, puede hasta dejarse el
gjercicio siguiente:

Prueba que entre todos los cuadrildteros con igual perimetro, el cuadrado tiene
drea mdxima.

Si dejamos pensar un poco a los alumnos, alguien nos puede preguntar:
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“Oiga profe, entre todos los poligonos regulares de perimetro fijo P ;cudl es el
que tiene mayor area?”’

Con el empleo solo de las herramientas de la geometria elemental, la busqueda de
respuestas plausibles es sumamente ardua. No obstante, con el auxiio que nos brindan
las herramientas computacionales podemos convencer al alumno de la veracidad de que
mientras mas lados tiene el poligono regular mayor es su area (recuerden que todos
tienen el mismo perimetro). Ante todo es preciso buscar una relacion entre el nimero de
lados n, el area A, del poligono regular de n lados y su perimetro P,. Dejamos pensar
después de plantear una interrogante:

;Conocemos alguna formula que relacione drea y perimetro de los poligonos
regulares? Si no la conocemos ;como podriamos encontrarla?

Para concluir (siempre que el contexto del aula lo asimile) podemos plantear el
problema concreto siguiente:

Probar que el circulo con perimetro P tiene mayor drea que cualquier poligono
con ese mismo perimetro.

La resolucion de este problema y otras curiosidades que surgen del tema de las
figuras isoperimétricas se pueden encontrar, por ejemplo, en [Sanchez, 2013]

A manera de conclusiones: Fértil en estructura flexible

La estructura de las clases y el discurso debe ser flexible. Segin el contexto de
alumnos, sus competencias e intereses culturales organizamos la clase. Se puede
plantear la solucion de una parte de los problemas y comentar los otros, utilizando la
experimentacion grafica o computacional con el fin de abrir el apetito para temas mas
avanzados de geometria o trigonometria o incluso de calculo. En el caso muy especial
de alumnos de talento y con aficion expresa por la matematica, entonces seguro
desearan conocer la demostracion de cada asunto y ;por qué no mostrarles un esquema
de la misma para convencerlos? Si estamos trabajando con alumnos universitarios, que
han pasado cursos de Calculo Avanzado, resulta muy edificante ensefarles la solucion
de algunos problemas simples usando matematica superior, pero todavia mas edificante
es resolver problemas dificiles con métodos elementales.

Queremos dejar “pensar la matematica”, que nuestros alumnos no “desconecten la
atencion” y que se apasionen por buscar la riqueza del conocimiento y la disfruten
felizmente.

Para terminar nuestro relato demos a conocer lo que uno de los mas completos

matematicos educadores del siglo XX, el ruso Andrei Nikolayevich Kolmogorov dijera
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en su Ultima entrevista y estd recogido en una recopilaciéon publicada en Rusia después
de su desaparicion fisica:

“[...] A los profesores de matemdtica tanto en la escuela media como en la
superior, se les debe exigir no sélo un conocimiento profundo de su ciencia. Enseiiar
bien las matemdticas puede solo aquel que la ame con pasion, la comprenda como una
ciencia viva y conozca el contexto historico que origino sus conceptos” [Kolmogorov,
1988]
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