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Resumen

Se sustenta una propuesta didactica para la comprension de las conicas en estudiantes de 16
a 18 afos de edad, a partir de una investigacion con enfoque cognitivo, a través de la teoria
los modos de pensamiento de Anna Sierpinska, donde se distinguen tres modos de pensar un
concepto: sintético-geométrico (SG), analitico-aritmético (AA) y analitico-estructural (AE).
Nuestra problematica se sitla en la ensefianza-aprendizaje de las conicas (circunferencia,
elipse, parabola, hipérbola) cuando el discurso matematico escolar da prioridad a las
ecuaciones cartesianas que las describen, en desmedro de su concepcion estructural.
Consideramos que el énfasis en esas ecuaciones, promueve la pérdida de su estructura como
lugares geométricos. Postulamos como hipdtesis de investigacion, que para lograr una
comprension de las cénicas es necesario que el aprendiz de estos tdpicos transite entre los
distintos modos de comprenderlas: SG (como figuras que las representan en el plano), AA
(como pares ordenados que satisfacen una ecuacion) y AE (como lugar geométrico). Como
resultado de la investigacion, se disefia una propuesta didactica exploratoria en la
geometria del taxista, que promueve el transito entre los distintos modos de pensar cada una
de las conicas.

Descripcion de la probleméatica y objetivos de investigacion
La conicas (circunferencia, parabola, elipse e hipérbola) se trata en nuestro pais en la

asignatura algebra y modelos analiticos, correspondiente al tercer afio de ensefianza media
(16-18 afios). En el tratamiento de las conicas, el programa de estudio promueve el uso de
técnicas analiticas, y se espera que los aprendices puedan “Reconocer la circunferencia,
elipse y parabola a partir de las ecuaciones cartesianas que las caracterizan”. (Ministerio de
Educacion, 2001, p.41), (Figura 1):

i) ¢Que lugar geométrico en el plano representan las siguientes ecuaciones?

b) 9 t ==s =%

Figura 1: Actividad del programa de estudio.
Consideramos que este enfoque centrado en las ecuaciones cartesianas propicia la pérdida de
sus definiciones como lugares geométricos. Especificamente, en la investigacion realizada
por Bonilla y Parraguez (2012) sobre la elipse, manifiestan, que los estudiantes que han
trabajado la elipse bajo el enfoque tradicional, si bien comprenden la elipse a partir de las
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ecuaciones que la definen, y son capaces de graficarlas, presentan grandes dificultades para
entenderla como un lugar geométrico.

Con el proposito de que los aprendices comprendan cada una de las cénicas —como figuras
que las representan, como pares ordenados y como lugar geométrico—, nos propusimos como
objetivo general de investigacion: Disefiar una propuesta didactica que promueva el transito
entre estos tres modos de pensar las cénicas SG, AA y AE, para estudiantes de 16-18 afios,
utilizando como sistema de referencia el plano en la geometria del taxista.

Marco tedrico: los modos de pensamiento
La propuesta didactica y la investigacion se sustentan en el marco tedrico, los modos de

pensamiento propuestos por Anna Sierpinska (2000). Ella distingue tres modos de pensar un
concepto: sintético-geométrico (SG), analitico-aritmético (AA) y analitico-estructural (AE).
Para esta teoria comprender un objeto matematico, es poder abordarlo articuladamente desde
SG, AA y AE (Parraguez, 2012). Por lo tanto, consideramos que para lograr una
comprension de las cénicas es necesario que el aprendiz de estos tdpicos transite entre los
distintos modos de comprenderla: SG (como figuras que las representan), AA (como pares
ordenados que satisfacen una ecuacion) y AE (como lugar geométrico), y la geometria que
brinda los elementos para tal articulacion es la geometria del taxista (Bonilla y Parraguez,
2013). La figura 2, nos muestra el caso de la circunferencia en la geometria del taxista.

Sintético — Geométrico Analitico — Aritmético Analitico - Estructural

Conjonto depares La circunferencia es el

ordenados que satisfacen lugar geométrico de todos
la ecuacion: los puntos de un plano que

equidistan de un punto fijo
. . lx —hl+ |y —kl=r

llamado centro. La
H . Donde (h, k) es el centro distancia constante se
. . de la circunferencia v conoce como radio de la

H es el radio. ) circunferencia

Figura 2: Modos de pensar la circunferencia en la geometria del taxista.

Estos tres modos de pensar, que hemos definido para las conicas permiten analizar la forma
en que los estudiantes las comprenden, ademas explicitar los enfoques (analiticos,
geométricos o estructurales) que priorizan los estudiantes al momento de desarrollar
diferentes tareas y mostrar en sus argumentos observables conexiones que logran establecer
entre ellos.

Descripcion general de la Geometria del Taxista

En este articulo, la Geometria del Taxista es una estructura algebraica y topologica sobre el
producto cartesiano ZxZ, entendido como una version discreta del plano cartesiano. Al
trabajar en los enteros, en lugar que en los reales, se espera simplificar grandemente la
situacion para los aprendices, ya que se evita la complejidad que encierra la completitud de
los nimeros reales. La estructura algebraica de ZxZ es aquella de modulo bilateral sobre el
dominio entero Z. Sin embargo, lo que marca la diferencia con la Geometria Euclidiana es la
parte topoldgica de la estructura. Como el lector lo habrd entendido seguramente de las
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explicaciones anteriores, la distancia entre los puntos (x,y) y (z,w) de Z x Z es |x-z| + |y-w|.
Con esta distancia o0 métrica, ZxZ posee una estructura de espacio métrico, la cual difiere de
la que se obtiene con la métrica euclidiana usual (raiz cuadrada de los cuadrados de las
diferencias de las coordenadas). Por ello, la Geometria del Taxista puede Ilamarse no-
Euclidiana. La diferencia radica en el hecho de que la métrica remeda la forma cdmo un taxi
recorre una ciudad. S6lo puede recorrer tramos en direccidn norte-sur o este-oeste y no puede
pasar a través de los bloques 0 manzanas.
En consecuencia, entendemos como plano cartesiano discreto P al conjunto de puntos
formados por las parejas ordenadas de nimeros enteros (x,y). A este conjunto lo dotamos de
su estructura algebraica natural de modulo sobre Z. Y también lo dotamos con una estructura
de espacio métrico, una vez elegida una métrica o distancia d para €l. Esto se resume
diciendo que nuestra estructura (P,+,d) esta formada por el plano cartesiano discreto, la suma
correspondiente al grupo abeliano subyacente al mddulo, el producto por escalares y una
distancia o métrica d. En este articulo, la métrica es la del taxista, o sea,

d((X1,y1),( X2,y2))=[Xo-Xa|+[y2- 1| , para (Xv,y1),(x2,y2) en Z X Z
Es interesante detenerse un momento a considerar la compatibilidad entre la estructura de
modulo y la estructura métrica o topoldgica. Si no se resuelve este asunto se pueden
presentar dificultades serias para la comprension. Por ejemplo, las rectas se pueden definir
usando Algebra o usando la métrica. El asunto es tan delicado, que las dos definiciones
pudieran no coincidir. Asi lo dejan ver los articulos de Moser y Kramer (1982) y Iny (1984),
entre otros. Con la Geometria del Taxista no se presenta la fuerte compatibilidad de la
Geometria Euclidiana. Para evitar estas dificultades, aqui se toma el siguiente principio de
trabajo, que resuelve las dificultades: “Si una figura geométrica admite una definicion
algebraica y una definicion métrica, se elige la definicion métrica”.
Por lo tanto, la recta, se definira como el lugar geométrico de todos los puntos (x, y) del
plano P tales que la distancia de uno de ellos a un punto dado (x,y1) es igual a la distancia
de él mismo a otro punto dado (xy,y). ES decir, una recta es un subconjunto de ZxZ de la
forma: L= {(x, v) € P| d{(x: }’}J(xld’ﬂ} = d((x:}’};(xm}’:}} }

La figura 3, nos muestra ejemplos de rectas en la geometria del taxista.

Figura 3: Ejemplos de rectas en la geometria del taxista.

Sobre la propuesta didactica

Para disefiar la propuesta didactica, indagamos en las bases epistemoldgicas de los modos
practico y tedrico de pensar una coénica, las cuales nos dio luces sobre los elementos
matematicos que permiten articular estos tres modos de comprenderlas, que estamos
especificando.
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Destacamos como antecedentes didacticos, la investigacion de Parraguez y Bozt (2012), que
en una de sus conclusiones, reportan para su objeto matematico de estudio, que aquellos
estudiantes que logran transitar entre los modos de pensamiento, muestran en sus
argumentos una cercania con las definiciones formales de los conceptos. Asi también,
Bonilla y Parraguez (2013) en su estudio sobre la elipse, afirman, que los estudiantes que
comprenden la elipse en el modo AE, presentan mayores posibilidades de alcanzar la
articulacion de éste con los otros modos SG y AA de la elipse.

Un componente importante a destacar en nuestra propuesta didactica es la métrica discreta
propia de la geometria del taxista (Krausse, 1996), puesto que nos entrega importantes
beneficios en la comprension del modo AE a partir de un modo SG. Especificamente Bonilla
y Parraguez (2013) reportan que para el caso de la elipse “Los elementos de esta geometria
(distancia discreta, puntos como “esquinas”) facilitan la comprension de la propiedad que la
define como lugar geométrico “la suma de las distancias de un punto de la elipse a ambos
focos es siempre constante”, ademas permite probar que ésta se cumple para todos los puntos
de la elipse, situacion que no es evidente en la geometria euclidiana.”(Bonilla y Parraguez,
2013, p.199).

A partir de los antecedentes mencionados, disefiamos una propuesta didactica exploratoria,
con la finalidad de indagar en los elementos matematicos que estaria propiciando los
transitos entre los modos SG- AE- AA de cada una de las conicas. La propuesta exploratoria,
considera como trabajo previo la familiarizacion de algunos conceptos matematicos en la
geometria del taxista, estos son: plano, distancia entre dos puntos, recta, distancia entre un
punto y una recta. Dado que estos son elementos matematicos, que sustentan la comprension
de las conicas. En particular, la parabola es la seccidén conica que mas exige un dominio de
estos conceptos.

La secuencia, en su parte inicial promueve el transito entre los modos SG a AE de las
conicas, para ello, se muestran las representaciones de cada una de ellas en la geometria del
taxista, y se espera que los aprendices sean capaces de identificar caracteristicas que
presentan los puntos que forman la elipse, parabola, circunferencia e hipérbola, en relacion a
puntos fijos o rectas fijas segun sea el caso. Un elemento matematico esencial a destacar en
este transito de SG a AE, es el concepto de distancia en la geometria del taxista, la
utilizacion de esta métrica discreta ayuda en el entendimiento de las conicas, como
conjuntos de puntos que cumplen una cierta condicion. Posteriormente la secuencia aborda
el transito de AE a AA, con la intensiéon que los estudiantes puedan obtener ecuaciones de
conicas, conociendo la representacion geométrica asociada, y entendiendo las definiciones
formales de cada una de ellas.

Metodologia y resultados

En relacion a nuestro objetivo de investigacion, realizaremos un estudio de caso, puesto que
son particularmente apropiados para estudiar una situacion en intensidad en un periodo de
tiempo, identificando los distintos procesos interactivos que conforman la realidad del caso
(Arnal, Del Rincon y Latorre, 1992), “permitiendo una aproximacion conceptual apropiada
para examinar las particularidades al interior de un contexto global de suyo mdultiple y
complejo” (Goetz y Le Compte, 1988, p.69), contribuyendo con ideas que puedan aportar al
disefio de la secuencia didactica.
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La unidad de analisis la conforma un grupo de 10 estudiantes de un establecimiento
educacional de dependencia compartida (particular subvencionado). Estos estudiantes
aprobaron la asignatura de algebra y modelos analiticos. Por lo tanto, ya han trabajado con
las conicas, con un enfoque centrado en las ecuaciones. Actualmente (2013) cursan cuarto
afio de ensefianza Media. Por otra parte es preciso dejar en claro que los estudiantes
accedieron voluntariamente a ser participes de esta investigacion.

En busqueda de evidencias empiricas para los transitos SG-AE-AA

Las actividades realizadas por los estudiantes muestran evidencias de los trénsitos, para la
circunferencia y la elipse.

Hemos seleccionados dos preguntas de nuestra secuencia exploratoria para darla a conocer
en esta articulo. En efecto, en la circunferencia, se plantea la siguiente actividad:

En el plano discreto definido I}
de zj x z, con lamétrica del taxista.
E L 2
Se representa la siguiente circunferencia.
El punto O es el centro de la 2 i ! T
v}
circunferencia * .
En base a la descripcion anterior, responde las sig £

a) ¢Qué caracteristica comun tienen los puntos de la circunferencia en relacion al centro?
b) escribe una definicion para la circunferencia.
C) encuentra una ecuacién que permita describir la circunferencia dada.

Anadlisis de respuestas

Las preguntas a) y b) dan cuenta sobre el transito SG-AE de la circunferencia, donde todos
los estudiantes determinaron caracteristicas que se acercan a su definicion como lugar
geométrico (figura 4 y figura 5). Es importante destacar que esta figura geométrica es una de
las mas trabajadas en el curriculo, por lo tanto, es posible que los educandos posean algun
conocimiento sobre ella.

¢ Que caracteristica comun tienen los puntos de la circunferencia en relacion al centro?
lo. citanfetncion Wene va rado 2 YA qut 4odbs Lo pualos 5 tntiadan
o & misma distoncia del centiv , por Lo tuat +o0dos Los punter
Posttn vn radio 2 s pieto o punTo AL Cen brp

Figura 4: respuesta de estudiante 7

Escribe una definicion para la circunferencia
a la misma ddstenua M vn punde 0 (cere dile & Rounfelertig

Figura 5: respuesta de estudiante 8.

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 670



&

Vi ¢

BN Wi

La pregunta c) busca conectar los modos AE-AA de la circunferencia, en este caso la
mayoria de los estudiantes (6 de 10) muestra evidencias de estar en vias de comprender el
modo AA de la circunferencia, entienden que los puntos de la circunferencia estan a una
distancia constante del centro, pero solo prueba para algunos puntos particulares (ver figura
6), solo 4 de los estudiantes logran realizar con éxito la conexion AE-AA, estableciendo
una ecuacion para todos los puntos de la circunferencia, destacamos en este transito la
comprension de la circunferencia como un conjunto de puntos que cumple una ecuacion (ver
figura 7).

encuenira 13 eounciin que perma describi b cscunferencia de s paess |

g, |x-4ily3 b Db g 43

COCUEHT LA 26 e et escrnr & coreunfeencta ke s e |

ALYY
|Y;.‘|!"m"ill £ l[ 3: ' \
Plod 3 (23) AU
i 3] = g o L2 G140 1
v N2y (e
| H =c : 3=]2 T palof+ 12
R APR e
= 12 i
Figura 6: respuesta de estudiante 5 Figura 7: respuesta de estudiante 1

Pregunta 2: En la secuencia exploratoria se plantea la siguiente actividad, con respecto a la
elipse:
La figura siguiente representa una elipse en la geometria del taxista. (Los puntos F y

F" se llaman focos).

En base a la descripcién anterior, responde
las siguientes preguntas:

YT T T T T T a) ¢ Qué caracteristica comun tienen los
T T T+t 11 puntos de la elipse en relacion a sus focos?

_ . 1 v b) Escribe una definicion para la elipse
P S AP S A S c) Grafique una elipse en la geometria del

taxista. de focos F(4,2) y F(6,4)
| | _ d) Encuentre una ecuacion que permita
0w ' describir la elipse dada.

analisis de respuestas

El proposito de las preguntas a) b) y c) es dar cuenta de los transitos SG-AE-SG de la elipse.
La mayoria de los estudiantes (8 de 10) muestran en sus respuestas evidencias de
comprension del modo AE a partir del modo SG de la elipse, es decir, dada la representacion
de una elipse identifican la propiedad que caracteriza al conjunto de puntos que la forman,
(figura 8 y figura 9).

); Qué caracteristica comiin tienen los puntos de la elipse en relacién a sus focos?
ha Lehaoeser oo me»tr cuaég&«M &FWAL
Wo, recoveido. e& e&'e/p« f«,«mtf o F\h 2 /
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Figura 8: respuesta del estudiante 6.

b) Escribe una definicion para la elipse

- CLONTUNTE TS W03 DONDE AL TONAR ON N0 cuAt QULSTLA
QUE Torne PARTE DE €3Td v SUNnA o B DOHTIVUR S
NENE Con 8. FocL 4 1 ON e Foco OB DARA eond

REDULTA unA CONDTANTE.
Figura 9: respuesta del estudiante 3.
Con respecto al transito AE-SG de la elipse, el cual se evalta en la pregunta c), la mayoria
de los estudiantes (7 de 10) logra graficar elipses, para ello se sitdan en un modo AE de la
elipse, puesto que los focos estan ubicados en distinta filas y columnas y no le es suficiente
con recurrir a propiedades geométricas como la simetria, (ver figura 10).

O Grnligee une cfipes en le gemetrin del tes bt dle Tocus F{3.27 » Flad

Figura 10: respuesta del estudiante 6.
En relacion a la conexion en los modos AE -AA, la mayoria de los informantes (7 de 10)

muestra evidencias de estar en via de comprender el modo AA, prueban a través de las
distancias la propiedad que define la elipse, pero no logran establecer una ecuacion, (ver
figura 11) El resto de los estudiantes (3 de 10) son capaces de establecer una ecuacion para
todos los puntos que forman la elipse, (ver figura 12).

Iy Encventre tns eomseibn e perimine deseribie le whigme e b fgurus 2
B b dela-%N%-N] g, [a=x) 4 I¥p-¥,) = A
(90) ~=C(87) J| €-4) 4] 4] ds 9= 4 Ls-al £3,4) > 6D

5 el
j-/;“ a=1 + 114

Serma e “ sonls A s _‘v,‘fu‘hd = .6
a‘s,“':s“"l“,“:‘ S rh»r i o

Figura 11: respuesta del estudiante 2.

d) Encuentre una ccuncion gue permita describic In elipse de In figuras 2

» P
6 (4.2) F =030 F(3,4)
ec: [4-y| #13=x |+ [H-y] +13-x1=8

Figura 12: respuesta del estudiante 10
Es importante destacar que los estudiantes pueden mostrar que un punto especifico es parte

de la elipse, sin embargo, la dificultad de los estudiantes radica en generalizar un punto de la
elipse, es decir, si (a,b) es un punto ¢cémo se muestra que ese punto es parte de la elipse? Por
otro lado, evidenciamos que unos de los elementos que favorecen la conexion entre los
modos de comprender la elipse es la concepcion del conjunto solucion de una ecuacion.
Ademas damos cuenta, que si bien los estudiantes han trabajado las conicas en la geometria
euclidiana, las definiciones presentadas en la actividad exploratoria acuden al concepto de
lugar geométrico, por lo tanto, es posible que las definiciones de elipse, en la geometria del
taxista como lugar geométrico se hayan construido a través de las actividades realizadas en
el mismo instrumento exploratorio.
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Reflexiones finales

En relacion a la secuencia exploratoria realizada, damos cuenta de la factibilidad del
transito entre los modos SG y AE de la circunferencia y elipse, donde el concepto de
distancia es fundamental como elemento matematico que conecta ambos modos. Por otra
parte en la interaccion entre los modos AE y AA evidenciamos que los estudiantes
presentan dificultades para plantear la ecuacion, si bien la comprensién del modo AE es
esencial para llegar a obtener las ecuaciones, también es importante que los aprendices
comprendan el concepto de conjunto solucién de una ecuacidén, y que cuenten con
herramientas analiticas que permitan generalizar, por ejemplo, identificar un punto en el
plano como P(x,y).

Sobre lineamientos a seguir en la investigacion, a partir de las evidencias empiricas con
sustento teorico, obtenidas en el estudio exploratorio, se trabajard en el disefio de la
secuencia didactica para el tratamiento de todas las conicas, potenciando aquellos elementos
que favorezcan la conexion entre los modos de pensamiento para asi alcanzar la
comprension del objeto matematico —conicas—.

Sobre beneficios de la investigacion para nuestros aprendices, consideramos por una parte
que trabajar las conicas en la geometria del taxista favorece la comprension de los objetos
matematicos, a través de sus definiciones como estructuras, situacion que trasciende a las
representaciones. Ademas al plantear a los aprendices actividades en geometrias no usuales,
los invitaa la reflexion, a “hacer matematica”, puesto que pueden establecer cuales conicas
existen en esta geometria analitica y las cuales son las condiciones de su existencia, entre
otros andlisis.

Por otro lado, el desarrollo de las actividades en esta geometria no euclidiana, nos brinda
posibilidades al tratamiento unificado de las conicas, es decir, comprenderlas integradamente
bajo tres dimensiones: geomeétrica, analitica y estructural.
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