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Resumen

A matematica estd presente em tudo que fazemos. Estuda-se muita matematica na
escola e boa parte sem preocupacao de relaciona-la com o quotidiano dos alunos. Com
isso, para muitos, torna-se uma disciplina sem atracdo. E preciso torna-la atraente,
sendo necessario, sempre que possivel, fazer relagcdo com os problemas do nosso dia-a-
dia. Uma grande preocupacdo da educacdo matematica é com a contextualizacéo,
entretanto, ndo devemos esquecer que n&o se pode ensinar o que n&o se sabe. E preciso
ter dominio do que se ensina. Na tentativa de dar alguma contribuicdo, neste estudo
sugiro um problema, na verdade, dois problemas. Ei-los. Primeiro: Uma escola possui
10 (dez) salas de aula, cada uma com um cadeado, e todos distintos dois a dois. E
possivel confeccionar uma chave para abrir todos os eles? A resposta € sim. Usando
matematica, como resolvé-lo? Que matematica esta envolvida no problema? Outro
problema que tem relagdo com o anterior é o seguinte: E possivel confeccionar um
cadeado, apenas, para que 0 mesmo possa ser aberto por dez chaves distintas? A
resposta, também, é sim. E desses problemas que tratara o referido trabalho.
Mostraremos como resolvé-los utilizando o m.m.c. e 0 m.d.c de nimeros naturais.

Introducéo

Este texto € baseado em umas notas sobre m.m.c. e m.d.c., que estdo no livro de
Matemaética - 52 série do Prof. Carlos Galante. Trata-se de duas aplica¢gdes de m.m.c. e
m.d.c.. Por aché-las interessantes e, acima de tudo, aplicagdes importantes, decidi
aborda-las neste texto. Geralmente, 0 m.m.c. e 0 m.d.c. de dois ou mais numeros
naturais, € utilizado quando se trabalha com fracdes, principalmente nos quinto e sexto
anos do Ensino Fundamental. O m.m.c. € utilizado, quando somamos, subtraimos ou
comparamos fra¢des, enquanto o m.d.c., é utilizado para simplificar fragdes. Muitas
vezes essa utilizagdo é feita sem o apelo as aplicagdes do nosso dia-a-dia. Em alguns
alunos, ap6s a definicdo e calculo do m.m.c. e do m.d.c., percebe-se que existe uma
aparente contradicdo entre esses dois conceitos e isso € um motivo de confusdo por

parte desses alunos nesse nivel de escolaridade, visto que o0 m.m.c. € “minimo” ¢ o
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m.d.c., “maximo”. Para se determinar, por exemplo, o m.d.c., que é méaximo, devem ser
tomados somente alguns fatores, enquanto, para 0 m.m.c., que é minimo, devem ser
tomados todos os fatores. Além disso, para 0 m.d.c. tomam-se 0s maiores expoentes,
enquanto para 0 m.m.c., tomam-se 0s menores expoentes. Com a apresentacdo da
definicdo de m.d.c. e m.m.c., de uma maneira de como calcula-los e da solugédo dos dois
problemas propostos, espera-se que essa contradicdo seja apenas aparente, como sera
visto mais adiante. A seguir, serdo apresentadas as definicdes de m.d.c. e m.m.c. e uma
maneira de calcula-los, utilizando a decomposic¢ao dos nimeros em fatores primos. Este
mini-curso serd iniciado com a apresentagdo dos problemas propostos, em seguida serdo
apresentadas algumas definicdes e propiedades que serdo utilizadas na solucdo dos

mesmos e, finalmente, a resolucdo destes.

M.D.C. e M.M.C - Definigdes

Antes de definir m.d.c. e m.m.c. de dois ou mais nimeros naturais, sera apresentada a

definicdo de divisibilidade. Sejam a,b e[] . Diz-se que a divide b e escreve-se alb, se

e somente se, existir cel] tal que c-a=b. A notacdo alb significa que “a é divisor

de b” ou “a é fator de b” ou “b € multiplo de a”. O maximo divisor comum de a e b,
indicado por d =mdc(a,b)ell , é tal que: i) dla e dlb;ii)se d’ell, d'la e d'lb,
entdo d’|d . Isto significa, por i), que o mdc(a,b) é um divisor comum de a e b, e por
ii), 0 maior divisor comum de a e b. O minimo mdltiplo comum de a e b, indicado por
m=mmc(a,b)ell, é tal que: i) alm e blm; i) me0;alm eblm =mlm’. Isto
significa, por i), que o mmc(a,b) é um multiplo comum de a e b, e por ii), 0 menor
maltiplo comum de a e b. Para determinar o mmc(a,b) e o mdc(a,b), decompdem-se
a e b em fatores primos: “O mmc(a,b) é igual ao produto dos fatores primos de a e b,

comuns e ndo comuns, cada um deles elevado ao menor expoente.” E, “O mdc(a,b) é

igual ao produto dos fatores primos comuns, cada um deles elevado ao maior expoente.”
Acima, o m.m.c e o m.d.c. foram definidos apenas para dois numeros naturais, no
entanto, essas defini¢des podem ser estendidas para uma quantidade finita de nimeros
naturais. Observe-se que 0 m.d.c. de dois ou mais nimeros naturais é um divisor e, por
isso esta contido nos numeros que 0os mesmos dividem. O m.m.c., que € um maultiplo,

contém os nameros dos quais ele é produto. Por isso, embora denominado minimo, deve
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ser tal que o maior dos nimeros possa nele esta contido. A seguir serdo apresentados e

solucionados os dois problemas que foram propostos no texto.

Problemas

Uma escola possui 10 (dez) salas de aula, cada uma delas fechada com um cadeado.
Suponha que o vigia desta escola queira confeccionar uma chave que possa abrir todos
os cadeados. E possivel? Para resolver esse problema, inicialmente, serdo feitas algumas
consideragdes. Em uma chave qualquer, cada dente corresponde a um fator primo e a
altura desse dente, proporcional ao expoente do fator correspondente. No gaudro abaixo,

estaréo representadas essas chaves.

Chavel — ¢, =2*x3x5°
Chave2 — ¢, =2*x3 x5x7
Chave3 — ¢, =2°x3*x5x11
Chave4 — c, =2 x3x5°x7?
Chave5 — ¢, =2*x3x5°x11
Chave6 — ¢, =2°x3x5°x11
Chave7 — ¢, =2°x3x5°x13
Chave8 — ¢, =2 x3x5°x17
Chave9—s ¢, = 2* x3x5° x 7x11

Chavel0 —c,, = 2" x3x5° x17

Deseja-se, assim, uma chave de maior nimero de dentes, com a menor altura, ou seja, a
chave desejada sera aquela que possui todos os dentes comuns a todas as chaves, cada

uma delas com a menor altura, isto &,

Chave procurada — 2°x3x5

Verifica-se, também, que a mesma sé podera ter os dentes que todas as chaves possuem

e, destes, os de menor altura, pois se fizéssemos o dente correspondente ao 2, por
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exemplo, com altura equivalente a 2*, a chave nio passaria pelos terceiro e quarto
cadeados. Também, se incluissemos na chave o dente correspondente ao nimero 11, a
mesma ndo passaria pelos demais cadedos. Observe que 0 mesmo ocorre em relacdo aos
dentes. Se, agora, 0 mesmo desejasse um cadeado onde todas as chaves pudessem
passar, entdo este cadeado deveria conter todos os dentes de qualquer das chaves e, para
cada dente, a altura deveria corresponder ao dente de maior altura. O cadeado devera
ter, entdo, os dentes comuns e ndo comuns a todas as chaves, cada uma delas com a

maior altura. Veja no quadro abaixo:

Cadeado 1 — C, =2*x3x5°
Cadeado 2 — C, =2*x3" x5x7
Cadeado 3 — C, =2°x3*x5x11
Cadeado 4 — C, =2*x3x5°x7°
Cadeado 5 — C, =2 x3x5°x11
Cadeado 6 — C, =2°x3x5°x11
Cadeado 7 — C, =2°x3x5°x13
Cadeado 8 — C, =2*x3x5°x17
Cadeado 9 —C, =2 x3x5°x7x11

Cadeado 10 —C,, = 2" x3x5° x17

O cadeado procurado é o que tem os fatores 2, 3, 5, 7, 11, 13 e 17, cada um deles

elevado ao maior expoente. Portanto, tal cadeado sera:

Cadeado procurado — 2° x3? x5°x 7> x11x13x17

Sendo assim, o primeiro problema é uma aplicacdo de m.d.c.: a chave procurada é
mdc(c,,C,,C;,C4,Cs,Cs, C;, G, Co, €y ) = 2°x3x5. No segundo, procura-se um cadeado

que por ele passe todas as chaves, tem-se uma aplicacdo do m.m.c.: o cadeado

procurado é mme(C,,C,,C,,C,,C;,C;,,C;,C;,Cy, Cpp ) = 2° x37 x5° x 7% x11x13x17 .
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