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Resumen

Estas reflexiones surgieron a partir de analizar algunas cuestiones que emergieron en cursos
obligatorios que toman alumnos del Profesorado de la UNSL al trabajar el tema de resolucion
de ecuaciones e inecuaciones en una variable.

Teniendo en cuenta que no es posible ni para el matematico ni para los alumnos actuar
eficazmente sino se comprende lo que se hace, como tampoco se puede llevar adelante una
comprension profunda, sino se hace una practica matematica, nos preguntamos cuales serian
las técnicas didacticas adecuadas para abordar un proceso de estudio.

Adoptamos como marco teorico a la Teoria Antropologica de lo Didactico para construir una
praxeologia matemadtica que permita ingresar a un proceso de estudio.

Introduccion

Nuestras reflexiones surgen de la observacion y discusion sobre lo que acontece en la
ensefianza del tema ecuaciones e inecuaciones, este andlisis fue realizado aprovechando lo
que emergio en aulas de las clases de Tecnologias para la Ensefianza de 1la Matematica y del
Moédulo de Formacion para la Practica, ambas asignaturas del Profesorado en Matematicas.
Postulamos que la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) nos podria ayudar para
elaborar justificaciones e interpretaciones de la practica matematica.

En la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD) siguiendo los ultimos enfoques
(Chevallard, 1996, citado en Gascon 1998) se modeliza la matematica institucional mediante

la nocioén de obra matematica. Las cuestiones y las tareas problematicas a las que responde



una obra matematica se materializan en uno o mas tipos de problemas, lo que no significa que
tengan enunciados similares, sino que existe una técnica matematica para abordarlos.
Este modelo se ha denominado praxeologia, y consta de dos aspectos o niveles relacionados:
El aspecto de la praxis o del saber hacer, que engloba un cierto tipo de tareas plasmadas en
tipos de problemas y cuestiones que se estudian, asi como las fécnicas Ttiles para resolverlos.
El aspecto del logos o del saber, en el que se sitian los discursos que describen, explican y
justifican las técnicas que se utilizan, los cuales reciben el nombre de fecnologia, que seria el
discurso razonado sobre la practica. Dentro del saber se considera un segundo nivel de
descripcion-explicacion-justificacion (esto es, el nivel tecnologia de la tecnologia) que se
denomina feoria. Las tecnologias y las teorias son en definitiva, los elementos constitutivos
de toda obra matematica. (Gascon, 1998)
Focalizamos nuestra atencion a tareas sobre ecuaciones e inecuaciones que en general forman
parte de cursos de los tltimos cursos del bachillerato o cursos de precalculo.
Desarrollo
Muchos libros de prealgebra o precalculo tienen un item dedicado a la resolucion de
ecuaciones irracionales. Por ejemplo:

I) Resolver las siguientes ecuaciones en R.

a) V3-x =x-1 b)Vr+7+1=2x  ¢)l-vx=241-x

IT) Resolver las siguientes inecuaciones o desigualdades en R.

a)V3-x>x+1 b)x+1>+/x+3
Generalmente explican las técnicas de resolucion de dichas ecuaciones transforméandolas en
ecuaciones algebraicas, no justifican ni explican el por qué de las técnicas empleadas y suelen
partir de definir una ecuacion como igualdad con incégnitas o no definen qué es una
ecuacion.
Para ilustrar tomamos textos de diferentes procedencias y épocas.
1) “Algebra Elemental Moderna” de Génzalez M. O. Mancill J.D. Editorial Kapeluz, 1991,
sobre el tema “ecuaciones con radicales” dice lo siguiente:
“La resolucion de una ecuacion con radicales requiere tres pasos:
1° Racionalizacion de la ecuacion, esto se consigue por elevaciones a potencias o mediante
factores racionalizantes.

2° Resolucion de la ecuacion obtenida.



3° Verificacion de las raices encontradas en la ecuacion original para desechar las raices
extraiias que se hayan podido introducir en el proceso de racionalizacion”. Y da el siguiente
ejemplo:

Para resolver VX+7+1=2x_elevamos al cuadrado y se obtiene la ecuacién de segundo
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grado 4x% -5x-6=0 cuyas soluciones son X =2 y x= 7  se cjecuta el 3° paso y al

verificar vemos que la solucién es X =2,

ii) En “Algebra y Trigonometria” de Zill y Dejar, Editorial Mc Graw Hill se detallan las
técnicas de resolucion sin ninguna tecnologia (TAD) que las justifique o explique, solamente
sefialando los “pasos” a seguir

1. Aisle el radical mas complicado a un lado de la ecuacion

2. Elimine el radical elevando ambos lados de la ecuacion a una potencia adecuada

3. Repita los pasos 1) y 2) hasta que se hayan eliminado todos los radicales de la ecuacion.
4. Después de haber eliminado todos los radicales, resuelva la ecuacion.
5

Verifique su(s) respuestas.

iii) En “1000 PROBLEMAS de Aritmética, Algebra, Geometria y Trigonometria”, de N.
Antonov, M, Vygodsky V. Nikitin, A. Sankin, Editorial Paraninfo, Madrid 1977

se analizan los procedimientos a seguir, mencionando que obrando de esa manera es posible
que aparezcan raices extrafias y la técnica empleada para la eliminacion de estas raices es la
verificacion.

iv) “Problemario de Precalculo” de Antonyan N., Medina Herrera L. Y Wisniewski P.
Editorial Thomson 2001, pagina 51 dice “cuando se resuelve una ecuacion fraccionaria o
una radical, con frecuencia se aplican operaciones que no garantizan que la ecuacion
resultante sea equivalente a la original...Las soluciones obtenidas al final de tales
procedimientos deben verificarse sustituyéndolas en la ecuacion dada, para rechazar
aquellas que no lo son".

En los ejemplos expuestos observamos la presencia de tarea y técnica, una practica sin
elementos que permitan justificar y/o comprender lo que se hace.

Segun la TAD en la actividad matematica hay dos aspectos, la praxis (en griego) que
llamamos préctica y la segunda que los griegos llamarian /ogos. No hay praxis sin logos, pero
tampoco hay logos sin praxis, las dos estdn unidas, una organizacion matematica de este tipo,

es una praxeologia matematica. Debe permitir a los alumnos actuar con eficacia para resolver



problemas, y entender al mismo tiempo lo que hacen de manera racional. (Chevallard, Bosch,
Gascon, 1997, pagina 251).

A partir de la practica, deberia poder explicarse concretamente cudles son las razones de
adquisicion o pérdida de soluciones. Por qué motivo, transformaciones aparentemente
inofensivas realizadas a ambos miembros de una ecuacién (elevacidon a potencia,
logaritmacion, potenciacion, etc. ) conducen a la introduccion de soluciones extrafias o

pérdida de las mismas.

2
Si para resolver una ecuacion con radicales se sustituye (‘\/3 - x) por 3 - x extendemos el

dominio, ya que 3 — X est4 definida para todo x real y V3-x solo para X <3,
Analizar este hecho, el por que de la técnica aplicada, puede dar lugar al momento
tecnologico-tedrico.
La pregunta que nos surgié al trabajar estos temas con alumnos del Profesorado de
Matematica, es ;Por qué les resultaba dificil justificar la practica?.
Pensamos que la definicion de ecuacion e inecuacion que manejan los estudiantes no permite
dar el paso de la técnica a la tecnologia. Como aporte en este sentido, consideramos adecuada
la presentacion del tema que se hace en el texto “Elementos de Matematica” de Alfredo
Novelli, Edicion 4ta. 2005 de Universidad Nacional de Lujan.

Si f'y g son dos funciones definidas en un conjunto A, se tienen las siguientes dos

alternativas:

- Vx€A, f(x)=g(x). Es decir las dos funciones toman los mismos valores
para cualquier elemento de A, entonces f(x) = g(x)es una identidad.

-Ax €A,  f(x)=g(x). Eneste caso fy g no son la misma funcion.

Podemos plantear el problema siguiente:

Dadas dos funciones, definidas en un dominio A, determinar si existen x de A,
tales que resulte f(x) = g(x).

Este problema se denomina ecuacion, y el signo igual se interpreta como signo de
ecuacion, los elementos x de A, tales que f(x) = g(x)se llaman soluciones de la
ecuacion o raices, y se dice que estos valores x, satisfacen la ecuacion. A es el
dominio donde estan definidas simultaneamente f y g, es el dominio de la
ecuacion. Dos ecuaciones se llaman equivalentes si tienen exactamente las
mismas soluciones.

El manejo de la definicion de ecuacion dada anteriormente, permite entender la presencia de



soluciones extrafias, ya que aparecen por la ampliacion del dominio admisible.

Comprender esto tiene gran importancia para justificar la practica, mas aun, se puede resaltar
que apareceran soluciones extrafias cuando al hacer transformaciones de la ecuacion, se
extienda el dominio de definicién de las funciones involucradas originalmente, entonces las
soluciones seran solamente aquellos valores que pertenezcan al dominio.

Esta afirmacion es poco empleada y sin embargo libera al resolutor de la sustitucion directa
de los valores en la ecuacion para su verificacion, comprobacion que resulta muchas veces
dificil o imposible.

Es decir aparece una tecnologia, en lugar de la comprobacion directa, verificar si los valores
encontrados pertenecen a no al dominio.

Es frecuente en la practica que para resolver una ecuacion irracional f(x) = g(x) se pase a la

ecuacion [ f(x)]2 =[g(x)]2. (Qué ocurre con las soluciones?. Claramente la segunda

ecuacion es consecuencia de la primera es decir: Si  f(xy)=g(x;) entonces

2 2. ., . ., .,
[ f (xl)] =[g(x1)] , s1 x; es solucion de la primera ecuacion, entonces es solucion de la

segunda. Lo reciproco no es cierto, las soluciones no se pierden pero pueden aparecen
extranas.

Esta ultima afirmacion, surge de un proceso de estudio, de analisis, provoca un momento muy
matematico que permite enunciar una propiedad: Si los dos miembros de una ecuaciéon son no
negativos en un dominio, entonces, al elevar al cuadrado ambos miembros, resulta una
ecuacion equivalente a la inicial en el mismo dominio.

Teoremas

a) Si las funciones fy g son no negativas en todo punto del dominio A, entonces elevando
ambos miembros de f(x)=g(x)a un exponente real s>0 se obtiene una ecuacion
equivalente.

b) Silas funciones fy g, cumplen que f >0y g>0 en todo punto del dominio A, entonces
elevando ambos miembros de f(x) = g(x)a un exponente real s cualquiera se obtiene
una ecuacion equivalente.

Como vemos los elementos constitutivos de una obra matematica estan interrelacionados, el
desarrollo de las técnicas, genera otros problemas y provoca necesidades tecnélogico-tedricas.
Los teoremas constituyen teoria, de utilidad para justificar, a veces no adecuada para explicar.
La definicion de ecuacion mencionada en Novelli, nos permite anticipar que el empleo de
software para encontrar explicacion a lo que sucede cuando se hacen transformaciones en una

ecuacion puede constituir una herramienta eficaz.



En la asignatura Tecnologias para la Ensefianza de la Matematica se analiza la necesidad de
incorporar nuevas tecnologias para mejorar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
matematica. En este sentido, se procura que el uso de software sea una herramienta que
promueva la experimentacion y la construccion del conocimiento.

Nos preguntamos cuanto puede contribuir el uso de la computadora con un software adecuado
para explicar y justificar las técnicas que se emplean para resolver ecuaciones del tipo
f(x)=g(x).

Encontramos que observar las graficas de las funciones originales, las graficas de las
obtenidas por transformaciones y realizar el analisis correspondiente, aporta con un discurso
razonado sobre la practica; describe y explica las técnicas que se utilizan, es decir

encontramos una tecnologia que prestigia la técnica.

Ejemplo: Resolver 4/3 -x = x -1, Recurso “geogebra”.

En esta primer imagen se muestran
las graficas de las funciones

@ originales.

En esta representacion se
observan las graficas de las
funciones luego de la

transformacion.

solucién extraia




P=1(2,1)
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En el punto P(2,1) se intersecan las funciones originalesvV3-x y x -1y las funciones

obtenidas al transformar las originales 3-x y (x - 1)2.

En cambio en (-1,4) solo se intersecan las funciones obtenidas por transformacion.

La visualizacion abre posibilidades de comprension, esta poderosa herramienta va asociada al
conocimiento y manejo de graficas de funciones e interpretacion de los correspondientes
dominios de definicion.

En el caso de resolucion de desigualdades aparecen dificultades similares para pasar de la
practica a la justificacion y explicacion. También la aparicion de soluciones extrafias como
resultado de aplicar identidades logaritmicas tiene sus sorpresas y en general los
procedimientos estan asociados a las propiedades de las funciones involucradas.

Conclusion

Este trabajo es un punto de partida para continuar con los dos aspectos inseparables del
trabajo matematico: el proceso de construccion matematica y el resultado de esa construccion.
No hay obra matematica sin un proceso de estudio.

A modo de reflexion creemos que necesitamos generar una comunidad para que el alumno del



profesorado realizando un trabajo guiado, pueda entrar en un proceso de estudio, vivir los
momentos exploratorios de una obra matematica, la construccion de una técnica adecuada que
desemboque en el momento tecnologico-tedrico a fin de integrar la justificacion de la practica
matematica y los momentos de institucionalizacion y evaluacion.

Revindicamos que la practica profesional del profesor de matematicas en el aula solo se podra

cambiar si se modifica el modelo docente habitual.
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