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Resumen

Se presenta en este trabajo una investigacién acerca del analisis de las representaciones
visuales que realizan los estudiantes de los cuerpos poliédricos en el plano realizando una
propuesta de aplicacién de geometria dinamica.

El objetivo de esta investigacion es indagar de qué factores depende la representacion de
cuerpos geométricos y explorar la influencia del estudio y aplicacién de elementos de
perspectiva sobre la visualizacion de objetos tridimensionales en alumnos de escuela media.
Se realizé en primer lugar, una recopilacion de antecedentes e investigaciones orientadas a
poner de manifiesto las falencias observadas en el aula de matematica respecto de las
representaciones bidimensionales de configuraciones tridimensionales, las cuales se apoyan
sobre alglin conocimiento de la geometria bidimensional y los motivos por lo que estas
habilidades no se han desarrollado y que traen aparejados muchos inconvenientes en el
momento de tener que aplicarlos a situaciones que involucren manejo geometrico.

Los resultados obtenidos muestran evidencias de un acercamiento a soluciones que permitan a
los alumnos lograr estos objetivos y, respecto de los profesores, que comprendan la necesidad
de ensefiar geometria tridimensional basandose en aquellos conceptos que lleven al alumno a
manejarse correctamente con los conocimientos matematicos, evitando en lo posible las
dificultades actuales.

Objetivo

Indagar de qué factores depende la representacion de cuerpos geométricos y explorar la
influencia del estudio y aplicacion de la perspectiva sobre la visualizacion de objetos
tridimensionales en alumnos de escuela media.

Este trabajo se basa en la visualizacién, ya que se intenta un andlisis de las representaciones
visuales que realizan los estudiantes de los cuerpos poliédricos en el plano, a través de
algunas propuestas de aplicacion.

Marco tedrico

Muchos investigadores han realizado reflexiones acerca de la visualizacién en el aula de
matematica desde diversos marcos tedricos y en relacion a distintos contenidos de la
matematica.

En este trabajo, nos centraremos en las representaciones que se realizan de cuerpos
geomeétricos tridimensionales y vamos a presentar algunas de ellas, teniendo en cuenta en el
analisis de las distintas concepciones acerca de la visualizacion, la doble interpretacion del
concepto: como un proceso mental de formacion de imagenes y como una competencia
deseable para obtener conocimiento matematico.

Presmeg (1986) sostiene:

“El curriculum escolar de matematicas, en el que el logro es medido a través de los resultados
de los examenes, favorece al pensador no visual y, en la mayoria de los salones de clase, la
ensefianza enfatiza los métodos no visuales”.

Los trabajos de Vinner (1989) y Eisenberg y Dreyfus (1990) hacen mencion de la reticencia
por parte de los estudiantes del uso de consideraciones visuales.

Consideran que prevalece el pensamiento algoritmico sobre el visual.
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Bishop (1985) habla de “ayudas visuales” no de imagenes visuales ya que la habilidad de
interpretaciéon de informacion aparece expresada en general y apartada del procesamiento
visual. No se indica la transformacion de informacién obtenida en forma simbdlica en alguna
forma de informacién gréafica. Menciona a la computadora como importante en dicho proceso.
Las primeras explicaciones tedricas sobre las representaciones graficas de cuerpos
geométricos consistian en argumentos cognitivos resultado de las experiencias de aula.

Vinner (1983) y Tall (1996) crearon los términos imagen del concepto y definicion del concepto
para explicar cémo el estudiante usaba dichas imagenes para resolver problemas. Tenemos
tres elementos: la imagen del concepto, la definicion del concepto, un grupo de operaciones
mentales

Algunos aspectos en el aprendizaje de la Geometria. El espacio en la escuela

Reflexionando sobre cémo aprende geometria un nifilo, vemos que lo hace experimentando e
interactuando con su entorno.

Segun Alsina (1992), el conocimiento del espacio geométrico considera dos instancias: la
correspondiente a la intuicion: etapa intuitiva y la de naturaleza verbal: etapa légica.

En la etapa intuitiva: se dan tres momentos:

La percepcion y visualizacién a través de la construccién del espacio geométrico a partir de su
entorno.

La manipulaciéon a través de la modelizaciéon de percepciones con el manejo de materiales
didacticos.

El descubrimiento y enunciacidon de conjeturas, a través de la apreciacién de regularidades,
propiedades.

En la etapa l6gica: se dan dos momentos:

La validacién y comunicacion, a través de la demostraciéon y comunicacion de sus conjeturas.
La relacion, a través de la posibilidad de expresar un mismo concepto de formas diferentes.
Pallascio (1985), considera cinco niveles: visualizacién, estructuracion, traduccion,
determinacion y clasificacion.

Visualizacion: después de haber observado un objeto, radica en memorizar imagenes
parciales a fin de reconocer objetos iguales o semejantes a través de un cambio de posicién o
de escala, entre un conjunto de objetos ante un mismo diagrama.

Estructuracion: una vez visualizado el objeto, la estructuracion reside en el reconocimiento y
reconstruccion del objeto partiendo de sus elementos basicos.

Traduccidn: se basa en el reconocimiento de un objeto a partir de una descripcién literaria y
viceversa.

Determinacién: reside en el reconocimiento de su existencia partiendo de la descripcién de
sus relaciones métricas.

Clasificacion: reside en el reconocimiento de clases de objetos equivalentes de acuerdo a
distintas pautas de clasificacion.

Desarrollo del pensamiento geométrico y visualizacion

Los estudiantes presentan serias dificultades con las representaciones visuales de los cuerpos
poliédricos en el plano (por ejemplo: cubos o piramides). Estas dificultades también se reflejan
en actividades en las que deben poner en juego la visualizacion de propiedades geométricas
de cuerpos representados o bien de cuerpos que deben imaginar.

El paradigma de la ensefianza que sigue el sistema educativo argentino, esta centrado
fundamentalmente en un enfoque axiomatico deductivo y en la resolucién de problemas que en
muchas oportunidades se orientan a lo algoritmico.

Como ninguna de las representaciones planas de cuerpos geométricos que realizan los
alumnos corresponde por completo a la realidad, es util que pueda manipular varias para
utilizar la mas conveniente en cada caso.
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Parszyz (1988) se refiere a la existencia de distintos niveles de representacion de cuerpos
geométricos, a los que les corresponden distintas cantidades de informacién perdida.

El primer nivel corresponde a la representacién de cuerpos tridimensionales en madera,
cartulina o varillas. En estos casos se pierde informacion.

El segundo nivel, segun Parszyz, corresponde a las representaciones bidimensionales.

oy Proyeccion Proveccion Proyeccion
1 en perspectiva paralela isométrica
2
3

1
1

[1] B
HE HBEORE
HEHRE 1

O | H

Inferior Central Superior

Frente Superior Derecha

Los numeros indican cuantos cubos hay
en cada linea perpendicular al observador.

Debemos tener en cuenta que la informacion que se mantiene se debe al hecho de compartir
determinados codigos, pues determinados datos objetivos se traducen siempre de la misma
manera.

Parszyz (1988) lo denomina “restituciéon del significado”. De no conocerse los cddigos se
tendria una lectura equivocada de las representaciones planas.

Construccién utilizando la Proyeccién Paralela o Perspectiva Cavalieri

0 7

Cubo - Proyeccion en Perspectiva con 1 punto de fuga.

Construccién utilizando la proyeccion en Perspectiva con Puntos de Fuga

Linea de horizonte

Cubo - Proyeccion en Perspectiva con 1 punto de fuga.

Como evoluciona la habilidad del dibujo en perspectiva

Mitchelmore (1976, 1980) describe el desarrollo de la habilidad de representacion en
perspectiva y propone cuatro etapas.

Etapa 1: Esquemdtica plana. Se representan las figuras dibujando una de sus caras
ortogonalmente.
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Etapa 2: Esquematica espacial. Las figuras se representan dibujando varias de sus caras
ortogonalmente y a veces incluyendo caras ocultas.

Etapa 3: Pre-realista. Se muestran intentos de representar los cuerpos de una manera realista
y dotarlos de profundidad, aunque sin lograrlo.

Etapa 4: Realista. Los dibujos siguen aproximadamente las reglas del dibujo en perspectiva, en
particular las que aluden a las lineas que convergen en un punto del infinito (Gutiérrez, 1998).

=~ 0 AD a&

La herramienta tecnoldgica como recurso para las representaciones graficas

En opinién de Trouche (2005):

A lo largo de la historia las herramientas han provocado cambios en el terreno educativo, e
incluso en el de los matematicos profesionales. La aparicion de las calculadoras y
computadoras en la clase de matematica, no responden a una necesidad de este sector
educativo, sino que forman parte de una evolucion de las herramientas mas general.

Principal hipo6tesis de trabajo

Influencia de los prototipos

En las clases de Geometria, tratando de mejorar la comprension de los conceptos ensefados,
se dan ejemplos modelizadores de esos conceptos (figuras tipo o prototipos), que si bien son
necesarios, tienen sus ventajas y desventajas (Hershkowitz, 1990).

Experiencia con alumnos
Dadas las dificultades observadas en cuanto a la representacion grafica de cuerpos
geomeétricos en el plano, se realiz6 una experimentacion con alumnos de 4° afio especialidad
bachiller (con nociones de perspectiva) y 4to afio especialidad comercial (sin nociones de
perspectiva) para evidenciar los problemas existentes. Se les pidio lo siguiente:

1. Dibuja un cubo

2. Dibuja una piramide

3. Veamos ahora una tablilla con 3 agujeros: uno cuadrado, otro rectangular y otro con el

formato indicado en la figura.
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Un tapon para tres orificios

Resultados de la experimentacién

« se notan influencias de prototipos "diestros" y "zurdos"

- "aprenden" las representaciones prototipicas

+ estrategia que habia resultado exitosa en el caso del cubo, no lo fue en el caso de la
piramide

« el que los estudiantes tuvieran conocimientos previos de nociones de perspectiva, ayudé a
la obtencién de mejores resultados.

Representando poliedros en el aula

La realizacion de figuras planas es para los estudiantes problematica.

Para obtener una buena representacion, ésta debe transmitir al que observa igual cantidad de
informacion que el cuerpo tridimensional que representa (Gutiérrez, 1998).

Se disefiaron algunas actividades que se pusieron en practica en el aula y que a continuacion
se describen y reportan.

Una experiencia en el inicio del estudio de los poliedros utilizando material concreto

Se eligié un aula de 1° afio para la realizacion de esta experiencia. No poseen experiencia
previa en la representacién de cuerpos geométricos en el plano.

La experiencia consté de siete etapas, que no se realizaron en el mismo modulo de clase,
debido al tiempo que insumieron.

Primera etapa
Se propuso al curso, separado en grupos de 4 o 5 integrantes, la construccién de figuras
tridimensionales cerradas y limitadas por poligonos con distintos materiales: plastimasa,
sorbetes, cartulina, maderitas, etc. Cada grupo trabajé con distinto material.
Respondieron:

+ ¢Cuédles son sus elementos?

« ¢ Qué caracteristicas tienen?

« ¢ Qué dificultades encuentran para poder construirlos?
Representacion con materiales concretos (1° nivel de Parszyz) (1988).

Segunda etapa

En nuestra experiencia en el aula, al realizar en clase el cubo de la figura formado por varillas y
pedirles a los alumnos una representacion del mismo, uno de los estudiantes,
espontdneamente utilizé su teléfono celular para fotografiarlo y asi obtener la representacion
pedida. Representacidn en perspectiva (2° nivel de Parszyz).

Definicion de poliedro visualizacion
Pallascio (1985) estructuracion

Tercera etapa
Se avanzé respecto de la visualizacién para trabajar la traduccién y determinacién. (Pallascio)
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Se orientd a lograr comunicar y organizar las ideas; lo que habilité el camino para lograr
clasificaciones.
» Describa un poliedro de diferentes maneras.
Coteje su descripcién con las de sus compafieros.
« Proponga una descripcién de un poliedro y solicite a un compafiero que lo construya.

Cuarta etapa
Se les pidi6 a los alumnos que trataran de descubrir regularidades respecto de los elementos
del poliedro: caras, vértices, aristas, etc. El descubrimiento de regularidades permitiria elaborar
distintos criterios de clasificacion de poliedros.
Se les propuso:

- Existen poliedros convexos y poliedros no convexos.

Y se les pregunt6:

e ¢ A partir de qué observaciones pueden descubrirse estas regularidades?

Quinta etapa
Nuevamente se insisti6 en la elaboracion de conjeturas a partir de regularidades. Nuestro
objetivo era lograr trabajar la férmula de Euler para poliedros convexos.
- Cuente vértices, caras y aristas del poliedro que construy6 y trate de relacionar estas
cantidades.
* ¢Cbmo podria probar esa relacion, que se denomina férmula de Euler vinculada a los
poliedros convexos?

Sexta etapa

Sobre los logros obtenidos en esta etapa intuitiva se debe desarrollar la etapa légica,
caracterizada por la validacion de conjeturas por parte del alumno a partir de la percepcion
espacial.

Se propuso la construccion de poliedros con caras regulares congruentes en los que en cada
vértice concurrian el mismo ndmero de aristas. Para ello se les dio a cada grupo plantillas para
construir uno de los cinco poliedros regulares.

Se les dijo a los alumnos que recibian el nombre de poliedros regulares y se conjeturé que no
era posible que existieran otros.

Séptima etapa
En un intercambio con los alumnos de 4to Bachiller, los alumnos de 1° que estaban
participando de la experiencia visitaron el laboratorio de informética en el que alumnos de 4°
habian programado representaciones en perspectiva de cubos. Los alumnos de 4° les
mostraron cubos en distintas posiciones.
Entre los de 1° afio, surgieron las siguientes observaciones por parte de ellos:

« Vemos a los poliedros con mas posiciones diferentes sobre la pantalla, que sobre los

libros de texto.
» Es como tener muchas fotos de los cubos.
* Vemos fotos de todas las partes, aun de lo que estéa atras.
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Una experiencia con alumnos, utilizando geometria dindmica para representar
graficamente poliedros

En esta experiencia se trabajé con un grupo de alumnos de 4° afio Bachiller, fuera del horario
de la asignatura matematica, en la clase de computacion.

Tienen buen manejo de las herramientas informéticas y habian recibido nociones de utilizacién
del software Cabri Géométre.

Primera etapa

Comenzamos la experimentacion, indicando a los alumnos que construyeran un cubo. |~
Esta representacion se encuentra en Perspectiva Cavalieri o Paralela, aunque no es la manera
usual en que la hacemos con lapiz y papel.

Segunda etapa

Comenzamos esta etapa, indicando a los alumnos que construyeran nuevamente un cuadrado.
Esta construccion corresponde a una Perspectiva con un punto de fuga.

Al mover el punto elegido sobre el horizonte, los alumnos observaron la manera en la que se
transforma la representacion del cubo.

Tercera etapa

Con instrucciones similares a las anteriores, solicitamos a los alumnos que construyeran la
representacion de un cubo a partir de dos puntos sobre el horizonte (perspectiva con dos
puntos de fuga). No sélo se obtuvieron prototipos, sino que fue posible observar el cubo en
distintas posiciones, favoreciendo a un conocimiento real del mismo.

Algunos comentarios de las experiencias realizadas

Consideramos que a través de este tipo de actividades en las que el alumno combina
representaciones con materiales concretos y geometria dinamica, es posible que el estudiante
rompa los obstaculos clasicos del manejo de representaciones de cuerpos en el espacio, ya
gue puede lograr ampliar la manera en la que logra visualizarlos.

Acerca de cubos y sus representaciones. Reporte de una entrevista a una estudiante

Por ultimo se realiz6 una entrevista a una estudiante adulta, intentando indagar acerca de sus
opiniones y vision acerca de las representaciones planas de los cuerpos geométricos. Es
estudiante de un postitulo de Especialidad en Informéatica Educativa y su titulo de base es
Profesora de Biologia. Esta alumna estd aprendiendo a manejar ciertos elementos de
geometria dindmica con Cabri en la asignatura Recursos tecnoldgicos aplicados a la
ensefianza de las ciencias. Se observo:

- En el comienzo de la entrevista se pusieron de manifiesto las ideas de Fischbein (1993) al
plantear la diferencia entre un objeto geométrico y su representacion.

- La utilizacion de los prototipos, los cuales tienen mucha influencia en el aprendizaje de
los alumnos, ya que van incorporando ciertas figuras como Unicas, o casi Unicas. Vemos
que la influencia de libros y docentes no es solamente un factor didactico, sino que
también es social.

Tras realizar la estudiante las representaciones con Cabri, observamos su influencia en la
comprension de las representaciones planas con uno y dos puntos de fuga:

El papel del Cabri, si bien fue importante debido al aprovechamiento de la potencialidad de la
geometria dinamica, se redujo a su uso como una herramienta.

Hemos detectado con claridad el peso de las representaciones prototipicas y la fuerte
influencia de su caracter social.
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Principales resultados

En esta investigacion, se detectaron inicialmente por parte de los alumnos grandes dificultades
en la representacibn de cuerpos geométricos al intentar describir y argumentar las
caracteristicas de los cuerpos y sus propiedades.

La experimentacion llevada a cabo inicialmente, puso de manifiesto las falencias observadas
en el aula de matematica respecto de las representaciones bidimensionales de configuraciones
tridimensionales, las cuales se apoyan sobre algin conocimiento de la geometria bidimensional
y los motivos por lo que estas habilidades no se han desarrollado y que traen aparejados
muchos inconvenientes en el momento de tener que aplicarlos a situaciones que involucren
manejo geométrico. Las dificultades se manifestaron sobre todo en estudiantes que no habian
tenido acceso previamente a nociones de perspectiva a través del dibujo técnico. En los
resultados obtenidos, fue posible detectar la presencia de prototipos de representaciones de
cuerpos tridimensionales, tanto para cubos como para piramides.

También se evidencié en esta experimentacion intentos de los estudiantes para transferir la
manera en la que representan un cubo a la representacion de piramides. Estos intentos no
fueron exitosos, ni pudieron los alumnos darse cuenta de sus errores al respecto por no poseer
una buena imagen mental de las pirdmides.

Los alumnos tienen problemas en el disefio e interpretacion de representaciones planas de
cuerpos geomeétricos tridimensionales. Esto podria estar reflejando la poca importancia que se
da a la geometria, en particular a la tridimensional, en la escuela.

Tenemos imagenes mentales incorporadas para la representacion de cuerpos matematicos en
el plano. Al oir la palabra “cubo”, visualizamos una imagen que se une al prototipo que se
utilizd en la escuela o en los libros de texto. Esa imagen mental es evocada por la palabra
“‘cubo” y asi se puede visualizar al mismo y sus caracteristicas. Para lograr el concepto de
“cubidad”, sera necesario conocer y ser capaces de imaginar y visualizar al cubo en cualquier
posicion, pudiendo asi conocer todas sus propiedades y siendo capaces de utilizar la
visualizaciéon en sus dos interpretaciones, como proceso mental y como competencia para
construir conocimiento.

En la forma en que se construyen las representaciones planas de poliedros, se pone de
manifiesto la influencia de lo didactico y lo social a través de las representaciones prototipicas
gue se realizan en la escuela. En cada escenario se van construyendo formas de representar
gue son asumidas por los actores del mismo.

En el uso de prototipos es posible identificar un aspecto didactico a través de su utilizaciéon con
el fin de transmitir conocimiento por parte de libros de texto y docentes, su caracter social se
evidencia en que nuestra sociedad ha asumido el uso de algunos como correctos y
estandarizados, por otra parte, su influencia cognitiva se manifiesta en la influencia que tiene
en la formacion de imagenes mentales.

Pensamos que es necesario que los estudiantes aprendan a dibujar y a leer las
representaciones planas de cuerpos tridimensionales, para poder comprender la geometria
espacial y facilitar la comprensién de materias como el Calculo Diferencial e Integral, donde los
alumnos encuentran serias dificultades no sélo en la escuela media sino también en la
ensefianza superior. Observamos, como se muestra en las experiencias realizadas en esta
investigacion que resulta muy trabajoso este proceso no so6lo con cuerpos que deben
representar sino también con cuerpos que deben imaginar.

Tratamos con esta investigacién de ir acercandonos a soluciones que permitan a los alumnos
lograr estos objetivos y, respecto de los profesores, que comprendan la necesidad de ensefiar
geometria tridimensional basandose en aquellos conceptos que lleven al alumno a manejarse
correctamente con los conocimientos matematicos, evitando en lo posible las dificultades
actuales.

Para lograr este objetivo pueden no soélo utilizar el dibujo manual, sino también el trabajo a
partir de materiales concretos, la utilizacién de recursos tecnologicos como las fotografias y
programas con las potencialidades de la geometria dinamica.
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Los estudiantes que aprenden formas de representar cuerpos geomeétricos a través de la
geometria proyectiva, si bien pueden reconocer su importancia en relacién a la proximidad con
la manera en la que ven los objetos, muestran preferencias por aquellas que se asemejan a las
gue construyeron con anterioridad.

A partir de la entrevista presentada al final, podria respaldarse la idea de que las
representaciones planas que surgieron a través de la historia del arte muestran también a las
mismas como una construccién social. Por ejemplo, si aceptamos esto, las culturas que no
tuvieron representaciones que permitieran ver la idea de profundidad, como los egipcios, los
mayas o los chinos, no podrian verse como representaciones imperfectas de la realidad, como
a veces se han considerado. Sino que podria pensarse que ellos fueron capaces de interpretar
a través de las mismas la idea de profundidad y otras caracteristicas tridimensionales pues
respondian a prototipos de representacién que habian construido. A nosotros nos parecen
planas porgue nuestras representaciones pictoricas ya han incorporado elementos proyectivos
gue nos permiten visualizar el espacio de manera distinta. Esta visién permitiria comprender a
las representaciones planas de objetos tridimensionales como construcciones socioculturales.
En un escenario como el actual, en el que la tecnologia ha cobrado cada vez un papel mas
central y en el que nuestros alumnos ven a la velocidad de los avances tecnoldgicos actuales
como algo natural, consideramos que es imprescindible el aprovechamiento en el aula de todos
los recursos a nuestro alcance para poder obtener mejores modos de visualizacién de los
cuerpos geométricos.
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