Paseos al azar: Memorias de una pulga solitaria
Gamaliel Cerda Morales

Este articulo expresa una experiencia directa de lo que significa € abordaje
experimental de un problema probabilistico, valorando su resolucion desde e
sentido comin, y la sana actitud investigativa de los estudiantes. Dicha
metodologia, ilustrard € avance de las ciencias cognitivas, en la actividad
sensorimotora de construccion de ideas y conceptos mateméticos asociados al
algebra.

1. Introduccién

1.1. Observar movimientos aleatorios

En 1827 d bhidlogo inglés, Robert Brown, not6 algo que lo dgjo perplgo: los granos de
polen que estaban en una suspension acuosa bajo d lente de su microscopio bailaban
en todas direcciones, siguiendo caminos zigzagueantes. Probd, para ver, con otros
granos de polen, que habian estado almacenando durante un siglo, y constatd que
bailaban de la misma forma.

El primero que logré adelantar una buena explicacion del baile de los granos de polen,
que pasod a llamarse desde entonces movimiento Browniano, fue Desaulx en 1877,
quien dijo: "Este fendmeno es simplemente un resultado de la agitacion térmica de las
moléculas de agua'. Efectivamente, cada particula en suspensién en una solucion
acuosa, que no esta tan quieta como parece, es bombardeada aleatoriamente, sin cesar,
desde todos lados por las moléculas de agua. Si la particula es suficientemente
pequefia, estos impactos la propulsardn en una direccion, y en seguida en otra, en
forma errética e imprevisible. Estos pequefios y aleatorios saltos generan entonces €
movimiento browniano.

Vale |la pena notar que esta invisible agitacion de las moléculas de agua se manifiesta
también en la forma en que se "difunde’ una cucharada de tinta en un vaso con agua,
en lugar deirse directamente al fondo... ¢l o ha hotado usted alguna vez?

La primera teoria matematica de movimiento browniano fue propuesta por Albert
Einstein en 1905. Por este trabgjo, recibio d premio Nobe de Fisica. Hoy en dia, las
aplicaciones de los modelos matematicos del movimiento browniano son ubicuas, en €
tratamiento de imagenes meédicas, la robdtica, economia, construcciones fractales,
simulaciones gréficas, ecologia, toma de decisiones, propagacion de aerosoles, €tc.
M atematicamente, podemos mirar e movimiento browniano como un paseo al azar en
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que la particula paseante da en cualquier instante un salto de direccion y magnitud
arbitraria.

En lo que sigue, estudiaremos, a mano, un andlogo discreto de este tipo de
movimiento, en que nuestra particula da saltos de la misma magnitud a sitios
prescritos de su espacio ambiente. En particular, consideraremos € caso de un espacio
con solo tres sitios, y veremos que incluso este fendbmeno matematico permite modelar
sistemas interesantes de la vida cotidiana.

1.2. Problematica probabilistica

Podriamos introducir € calculo de probabilidades, con la consigna “ paseando al azar”,
es decir, interesdndose en € devenir de un ser u objeto que se pasea al azar por algin
espacio o estructura. Uno gemplo simple e imaginable de paseo al azar es d
siguiente, que proponemos como un modulo de trabajo dirigido al alumno de
enseflanza media.

Una pulga se pasea alegremente por los vértices de un tridngulo equilétero, saltando
cada vez desde un vértice a cualquiera de los otros dos, con igual probabilidad. ¢Si la
pulga reside inicialmente en € vértice superior del triangulo (como muestra la figura
1), donde estard después de un salto, dos saltos, tres saltos,...10 saltos, 100 saltos,
muchisimos saltos? ¢A qué vértice(s) conviene apostar a lalarga?

VAN

Fig. 1. Lapulga sobred triangulo ABC.

1.3. Proceso deterministico

Para resolver la misma problemética desde un punto de vista determinista,
imaginamos que en lugar de la pulga saltarina y aleatoria, nos encontramos con la
siguiente situacion, en la que no se ve azar, sino que un futuro totalmente determinado:
Una particula, de masa 1, se encuentra en uno de los vértices de nuestro tridngulo vy,
de pronto, se parte (“sefisiona’, en lenguaje degante) en dos mitades iguales, que van
a parar, cada una, a uno de los otros dos vértices. En seguida, cada mitad de particula
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sufre d mismo destino, partiéndose en dos mitades, que van a aterrizar a los otros
vértices, y asi sucesivamente. Este proceso de fision continGia indefinidamente. ¢Cuél
es la reparticion de masa que se va produciendo en los vértices dd triangulo, instante
tras instante. ¢Qué ocurre alalarga?

¢Ves aguna similitud entre los dos problemas? Podrias haber pensado que como la
pulga no sabe a cudl de los otros dos vértices saltar, se divide en dos, de modo que
cada media pulga va a cada uno de los vértices restantes. Notar que las fracciones de
pulga, o de particula, que van quedando en los distintos vértices te dan exactamente
las probabilidades de presencia en dlos la pulga en dichos vértices. ¢Estards de
acuerdo entonces que € hecho de visualizar media pulga en un vértice equivale a
hecho que a observar muchas veces la pulga, después de un salto, la encontremos
aproximadamente la mitad de las veces en ese veértice?

Como ves, s no te gusta pensar en términos probabilistas, puedes visualizar la
Situacion como un problema determinista, donde @ destino de cada pedacito de
particula esta totalmente determinado. No nos costaria mucho comenzar a graficarlo,
anotando en cada vértice del tridngulo equilétero la porcidn de particula alli presente,

instante tras instante, como en la figura 2.
1 0 274 2/8
I i i (3)
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1 14
Fig. 2. Movimiento determinista de la particula.
1.4. Primera aproximacion al problema probabilistico
Si etiquetamos por A € vértice superior dd triangulo, por B d inferior izquierdo y por

C d inferior derecho, obtenemos la tabla 1, en que indicamos sblo la probabilidad de

encontrar la pulga en los vértices A y B, pues la probabilidad de encontrarla en €
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vértice C es siempre igual a la de encontrarla en d vértice B (por simple simetria del

recorrido).

Slton  P(Saltara P(Sltar a  P(Saltar a

A) B) 0
0 11 0/1 0/1
1 0/2 1/2 1/2
2 2/4 1/4 1/4
3 2/8 3/8 3/8
4 6/16 5/16 5/16
5 10/32 11/32 11/32

Tabla 1. Muestra de probabilidad por saltos.

Si graficamos estos datos, nos empezamos a dar cuenta que las probabilidades en
cuestion, o bien la porcion de particula, en cada vértice tienden a equipararse,
acercandose cada vez mas a valor 0,33333.... = 1/3. Nota que la suma total de las
tres probabilidades o de las tres porciones de particula debe dar siempre 1 (esto se
podria llamar “ley de conservacion dela pulga’). Ademas, la probabilidad de estar en
el lugar B, sigue una secuencia recursiva. El denominador es la potencia n-ésima de 2,
mientras que, & numerador sigue la sucesion 1, 1, 3, 5, 11,... (conocida como
sucesion de Jacobsthal). Podemos escribir cada uno de estos términos del numerador
en funcion del término anterior, segin la regla:

bn :2bn-1+(_ 1)!1-1," n30 (1)

Encontrar b, en funcién de salto n-ésimo, equivale a mirar € desarrollo numérico de

la recurrencia (1), y deducir una regla en funcion del nimero de saltos que redliza la
pulga entorno a los vértices dd tridngulo ABC.
Miremos a simple vista lo descrito en (1):
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b, =1=2%*

b, =2b, - 1=2- 1= 221 [2%7]

b, =2(2b, - ) +1=2%b, - 2+1=(2%1+2%3) - [2%7]

b, =2(2%b, - 2+1)- 1=2%h, - 22 +2- 1= (2"* +2%3)- [2*2 + 2%

by =2(2%b, - 2°+2- 1) +1=2%, - 2°+2%- 2+1=(2>1 +2%3+2%°%)- [2°2 +2%1]

Notar que lo anterior depende de la paridad de n; determinando la cantidad de su-
mandos que se restan en cada caso al final dela serie. Paran par, € término n-ési-mo
esta dado por:

_ ® o n-k O é 2 AHn- kltJ
bn—g az ' -ega? gy @)
k=1,3,...n-1 @ Ek=2,4,..,n u
y Si n esun nimero impar:
_® 9 jnk O € o n- kltJ
b,=¢ a2""i-¢ a2y 3
k=1,3,...,n g &=24,.n-1 U

A partir de este resultado podemos calcular en funcion de n, la probabilidad de que la
Pulga se ubique en d lugar B, todo esto, siguiendo una férmula matematicamente
aceptable desde un punto de vista exploratorio y experimental. Primero se divide €

término n-ésimo por 2", para seguir la regla sugerida en la tabla 1, y completando €
minuendo de la diferencia (2).

En d caso n par

n K& A .
Paltar B) =D BB 02 8 3 #oy
2 S nb

e primer término es la completacion de suma y se restan a d, los eementos de
exponente par; estos Ultimos agrupados dos veces. Considerando un cambio de
variable en la segunda suma (por simple factorizacion del exponente), obtenemos:
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b, 28 a0 e“ézaelou 1% o0

n —

?_§a82ﬂg B 1842’ §§ gZﬂQ,
(4)

El caso impar es analogo, pues podemos resolver siguiendo € mismo mecanismo, y la
respuesta considera que la probabilidad de saltar al vértice B, esta dada por (4), si nes
un nimero par eimpar. De esto, la probabilidad de estar en € vértice A, es uno menos

dos veces la probabilidad anterior, es decir, 7§1+ 23el 09

20 5
Para la problematica dd juicio final, sobre la cantidad de salto, existe una relacion
poco estudiada en la escolaridad, refleo del concepto de limite sobre la sucesion
obtenida, y cuyo valor representa una respuesta consistente para la memoria de
nuestra pulga. Esto deduce que la probabilidad de estar en € lugar B o C, tiene valor
1/3, cuando n tiende a infinito. Aparentemente, desde un punto de vista préactico, la
respuesta es poco sugerente, sin embargo, en € ambito determinista, no tiene
discusion.

2. Representaciones algebraicasy analiticas

2.1. Utilizacion del concepto infinito en secundaria

En d caso determinista, podemos utilizar la representacion geométrica de la
distribucién de masa en cada vértice, como una porcién del circulo (indicado en la
figura 3). Las fracciones pintadas, completan un circulo (o unidad), y la parte pintada
end lugar By C eslamisma en cada uno de los saltos de la pulga. Ademas, mientras
aumentan los saltos, se distribuyen las fracciones de forma equitativa; segun ley de
conservacion de masa, siempre es un circulo pintado, pero las fracciones que lo
completan tienden a parecerse en d infinito. Trabajar sobre este precedente, no es tan
sencillo como uno podria imaginar, si las herramientas utilizadas son discretas y poco
representativas de la situacion problema.

- N i
. 4 L l' . T -
- e e ) .--. o . e
[ | I ' J S . v .
. b Y . L I A ~
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Inicio salto 1 salto 2 salto 3

Fig. 3. Representacion geométrica

Trata de un circulo subdividido en funcion de las potencias de dos, cuya porcion
achurada tiende a equipararse, a considerar valores mas altos en los saltos de la
pulga. Nuestro objetivo de estudio es aproximar una respuesta al paso de informacion
pérdida entre la situacion inicial de la pulga o la materia de masa 1, y su
comportamiento, después del recorrido que realiza en una cantidad indeterminada de
tiempos o saltos. Para dlo, presentamos un instrumento que garantiza, bajo ciertos
pardmetros, la distribucion correcta de estos temas, como mediacion entre € dlgebra
elemental y los conceptos avanzados de matemética universitaria que han sido
explorados.

2.2. ¢Aprendemos algebra o analisis matemético?

Desde d andlisis matematico, d estudio de las series de Taylor, nos permite coordinar
e comportamiento gréfico de una funcién, dadas sus propiedades de diferenciabilidad
en un punto del dominio. En nuestro caso, es posible establecer una relacion directa
entre & concepto recursivo y la aproximacion funcional de caso pulga. Primero,
descubramos un patron en la sucesion 1, 0, 2, 2, 6, 10, 22,... que aparece en la tabla
1, parala probabilidad de que nuestra pulga se ubique en @ vértice A.

Dada lareacion:

1, n=0

0, n=1,

I

|

a =1

i
|an»1+2an»27n3 2

n

©)

en funcion del parametro n-saltos, define una funcidn polinomial f(x) de grado infinito,
que corresponde a la suma de los términos a x"," n3 0. B&jo esta condicion, y por

simple desarrollo algebraico, lafuncion f satisface:

fx)=8 ax"=1+ ax"=1+J a,x"+28 a_,x" - (6)

n30 ns2 n2 n2

Despejando (6) en funcidn de x, obtenemos la relacion
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f(x) = (1- x) + xf (x) + 2x*f (x) , donde f(x) aparece con asintotas verticales en x=-1y
x=1/2. Recordemos, que una expansion de Taylor verifica d término a_ en funcion de

la n-ésima derivada de f evaluada en cero, sobre n factorial. Sin embargo, s
resolvemos dichos términos a mano, obtenemos nuevamente la sucesion de Jacobsthal,
que aparece en la primera seccion.

Esto, no ayuda en nuestro andlisis, y se hace necesario una descomposicion parcial de
la funcion f(x), como:

F(x) = 1-x - a b
(x+1)1- 2x) x+1 1- 2

(")

donde ay b son nimeros reales. Es fécil notar que a=2/3 y b=1/3. Finalmente, todo se
reduce a estudiar las funciones de descomposicion para f(x), las que son series de
potencias, centradas en cero, y deducidas de forma general sobre la suma de
x"," n3 1. Esasi, como obtenemos:

1é 2 1 u_1é o 2U 1éo O
f(x)== mo2a-x"+a @) ;= l2(- D" +2"x" g

y la sucesion que regula d comportamiento analitico de f(x) es precisamente

a _2"+2(-] " ns Q.
3
(8)

Nuevamente, la aproximacion por Taylor nos permite desarrollar una regla general
que es multiplo de 1/3, y que a ser dividida por la potencia n-ésima de 2, representa
un factor neutro en @ producto de probabilidad.

2.3. Desde e algebra matricial

Una deduccion entorno al uso de sistemas lineales, aproxima nuestro problema de la
pulga, por relacion entre probabilidades en un tiempo determinado, dado su estado
anterior. Si representamos |os estados en € tiempo (n) de la pulga en los vértices A, B
y C, por a,, b, y c,respectivamente, obtenemos una representacion algebraica, para
su probabilidad en € tiempo (n+1):
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b,,==a,+0x0, +>cC ©)

En este caso, € vector deestado es (a,,b,,c, ), Y SUmatriz detransicion es smétrica,
de ceros en su diagonal y ¥z en los demas lugares. Para analizar € comportamiento del
sistema, utilicemos € vector inicial (1,0,0) por tabla 1. De esto, la matriz de transicion,
define una transformacidon lineal invertible y diagonalizable. Su polinomio
caracteristico tiene valores propios -1/2 y 1, y los subespacios propios asociados son
((-110),(- 10)Y ((LLD) respectivamente. Precisamente, son estos vectores los que

determinan la matriz conjugada G a P, tal que G'PG = D, donde D es la matriz
diagonal [-1/2, -1/2, 1]. Un simple célculo aritmético, nos permite determinar la
potencia n-ésima de la matriz de transicion, que define é comportamiento que
deseamos predecir. De la forma, generar una argumentacion sobre € desarrollo de la
ecuacionP = GDG ™, equivale a considerar las potencias:

&1 -1 Wwé1/2" 0 01/3 2/3 -1/3)
n _ n »1_é l:@ n l-,é _ l.,J
P"=GD"G _§1 0 1u§ 0 -1/2 0%1/3 1/3 2/301

B0 1 g O 0o 1%13 13 1/3§

cuyo valor, segin € estado inicial, respeta la primera columna del producto anterior, y
es precisamente un andlisis andlogo a lo realizado hasta ahora:

128 1§

(an!bnicn)=3§1+2 & 10 -% 109

- = ,1' - = ,1 I
€207 € 25" & 20 p
(10)

2.4. A modo de conclusiéon

Un vector propio del sistema definido por la matriz P, es precisamente (1/31/31/3),

lo que permite analizar € comportamiento estable sobre la igualdad que negamos a
creer en nuestro problema. Por gemplo, sobre una situacién real, tres personas que
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tienen un vaso con un litro de bebida, y deciden repartir equitativamente, a sus vecinos
cercanos en igual porcion, tienden a equipar la entrega, aunque la fisién no resulte tan
exacta (al igual que & concepto de infinitud). Este es un resultado discreto, pero no
menos interesante de |as representaciones de un grupo.

Fig. 4. Resultado final de reparticion
Al descomponer la transformacion, se construye algebraicamente una representacion
lineal natural asociada a la accion dd grupo simérico de 3 eementos, sobre los

vértices del tridngulo equildtero ABC. En efecto, sean r=(123) y r* =(132)las
rotaciones dd grupo, cuyas matrices asociadas son:

©01y 010
[rr]=gl 0 Ogy[rrz]zgo 0 13-
@ 1 0f gl 0 0f

Es precisamente, la matriz P una semisuma de las matrices anteriores, como ocurria
en € primer tramo de solucion. La matriz es reflgo de cada transicion por opcion alos
dos vecinos cercanos, aplicados a la rotacion dd triangulo entorno a su baricentro, en
direccion antihorariay viceversa.

Una pregunta interesante, seria generalizar para un poligono de n lados, e incluso
sugerir una representacion piramidal, es decir, la distribucidn de un peso por los nodos
o vértices del tetraedro regular, en iguales condiciones a las descritas en este trabajo.
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