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Resumen

Varios autores han reportado que estudiantes de los niveles secundario y terciario,
presentan dificultades con la comprension de la implicacion, debido a sus diferentes
interpretaciones (Durand-Guerrier, 2003; Epp, 2003; Ernest, 1984). Sin embargo, este
es un tema que esta presente (explicita o implicitamente) en los diferentes cursos de
matematica.

Este trabajo se sustenta en la teoria APOE (acronimo de Accién, Proceso, Objeto,
Esquema), que es un marco teérico de corte cognitivo creado por Ed Dubinsky, que
surge a partir de la abstraccion reflexiva de la teoria de Piaget y es desarrollado junto
a un grupo de investigadores (Arnon et al., 2014).

Este taller esta dirigido a profesores de los niveles medio y superior, futuros profesores
y a todos los interesados en el estudio de la didactica de la logica. Se trabajara con
algunas de las interpretaciones de la implicacion dadas por Quine (1950) —el
entendimiento comun, el conectivo proposicional, el condicional l6gicamente valido y
el condicional generalizado—. Se pretende observar las construcciones mentales que
muestran los participantes para las distintas interpretacioes de la implicacion y las
relaciones que pueden establecer entre ellas, para luego reflexionar acerca de su
ensefianza y aprendizaje en los diferentes niveles.

Introduccion

En este taller se reflexionard acerca de la implicacién en los niveles secundario y
terciario, tépico que, a pesar de estar presente en todos los cursos de matematica de
dichos niveles —explicita o implicitamente—, los estudiantes presentan dificultades en su
comprension (Alvarado y Gonzalez, 2009, 2013; Crespo, 2007; Durand-Guerrier, 2003;
Epp, 2003; Ernest, 1984; Garcia-Martinez y Parraguez, 2017).

Generalmente, en matematica, la implicacién es concebida como una proposicion de la

forma p = g, donde p se denomina antecedente y g consecuente y puede definirse
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mediante las tablas de verdad. Sin embargo, Quine (1950) sostiene que hay varias
interpretaciones de las sentencias condicionales (o implicaciones) que son: el
entendimiento comun (donde, en general, el antecedente falso no se considera), el
conectivo proposicional (definido mediante la tabla de verdad), el condicional
I6gicamente valido (reglas de inferencia) y el condicional generalizado (que rige los
teoremas). Segin Durand-Guerrier (2003), se deben tener en cuenta estos cuatro tipos
de sentencias condicionales en la ensefianza y aprendizaje de la implicacion.

Es precisamente con algunas de estas interpretaciones de la implicacion, que se
trabajara en este taller, a través del desarrollo de actividades, con la finalidad de
determinar elementos en distintos estados de construccion, que den cuenta del

aprendizaje de la implicacion.

Marco tedrico: Teoria APOE

El marco tedrico que fundamenta esta investigacion y las actividades de este taller, es la
teoria APOE, que es un marco tedrico de corte cognitivo que explica como se construye
el conocimiento.

La teoria APOE, cuya sigla significa Accion, Proceso, Objeto y Esquema, fue creada
por Ed Dubinsky y esta basada en el concepto de abstraccion reflexiva de Piaget.
Posteriormente se ha seguido desarrollando en conjunto con otros investigadores
(Arnon et al., 2014).

Segun esta teoria, la construccion mental de todos los conceptos matematicos o
fragmentos de éstos, pueden interpretarse a través de acciones, procesos, objetos y
esquemas que el aprendiz establece como estrategia cognitiva para su aprendizaje.

Las acciones son transformaciones de objetos, construidos previamente, las cuales el
estudiante percibe, en general, como externas. Por ejemplo, en la funcién compuesta
g e f,al calcular g(f(x)), la funcion g es interpretada como una accion que transforma
el objeto f(x). El estudiante muestra una concepcion accion de un determinado
concepto matematico si, para resolver un problema que involucre dicho concepto, él
debe ser guiado, necesitando realizar todos los pasos que el problema involucre. Cuando

una accion se repite y el estudiante reflexiona sobre ella, ésta se interioriza y da origen a
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un proceso. El estudiante muestra una concepcion proceso de un determinado concepto
matematico cuando no necesita mas del estimulo externo y es capaz de resolver un
problema sin necesidad de realizar todos los pasos. Por ejemplo, cuando el estudiante
percibe una funcion como una regla que asigna a cada elemento del dominio (variable
independiente) un y s6lo un elemento del codominio (variable dependiente). También se
puede obtener otro proceso al coordinar dos 0 mas procesos. Cuando el estudiante es
capaz de pensar el proceso como un todo y actuar sobre él, se dice que ha encapsulado
el proceso en un objeto. Esto se evidencia, por ejemplo, cuando el estudiante es capaz
de encontrar un contraejemplo para determinado problema o cuando trabaja con una
forma funcional de las funciones, sin hacer referencia a una expresion determinada. La
operacion contraria de la encapsulacion es la desencapsulacion que consiste en volver al
proceso que generd cierto objeto, para poder coordinarlo con otros procesos y
encapsularlos en nuevos objetos. Un esquema es un conjunto de acciones, procesos y
objetos relacionados con un concepto matematico y las relaciones entre estos elementos.
Un esquema es una estructura coherente e inacabada ya que un esquema puede asimilar
un nuevo objeto que se reacomoda a las estructuras existentes. Por otro lado, un
esquema puede ser visto como un objeto, en dicho caso se dice que el esquema se ha
tematizado.

A través de los mecanismos mentales —interiorizacion, coordinacion, encapsulacion,
desencapsulacion, tematizacién—, se pasa de un estado de construccién de conocimiento

a otro. La Figura 1, precisa como se entrelazan las estructuras y los mecanismos

mentales.
Esquema
interiorizacion
l proceso
ordinacion,
objetos reversicn
encapsulacion
desencapsulacion

Figura 1: Construcciones y mecanismos mentales (Arnon et al., 2014, p. 10).
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Metodo de investigacion

La teoria APOE tiene asociado un ciclo de investigacion compuesto por tres
componentes: andlisis tedrico o descomposicion genética (DG); disefio y aplicacion de
instrumentos; analisis y verificacion de los datos.

El ciclo comienza analizando el concepto matematico con base en los libros de texto, en
la epistemologia, en la experiencia docente, en el propio conocimiento del investigador,
en cuestionarios, etc., para, a partir de ahi, disefiar una DG para dicho concepto, que es
un modelo hipotético que describe las estructuras y mecanismos mentales que un
estudiante podria necesitar para construir un determinado concepto matematico (Arnon
etal., 2014).

El objetivo principal de la DG es proponer a priori un modelo para el aprendizaje de un
concepto matematico especifico, éste se prueba, se analiza y en caso de ser necesario se
vuelve a la DG y se refina. Se sigue este ciclo las veces que sea necesario. ES
importante resaltar que para un mismo concepto matematico pueden existir varias
descomposiciones genéticas, las cuales pueden ser todas viables, ya que cada una puede
representar un camino diferente de construccién mental de dicho concepto (Roa-Fuentes
y Oktac, 2010).

Actividades para el taller

La finalidad de atender estas actividades con los asistentes al taller, es precisar y
describir elementos especificos en pro de levantar disefios de descomposiciones
genéticas para cada una de las interpretaciones de la implicacién y observar las posibles
relaciones entre las mismas; para luego reflexionar acerca de posibles formas de abordar
este tdpico en diferentes niveles educativos.

A modo de ejemplo, se presentan tres actividades:

Actividad 1
Determine si la siguiente proposicion es verdadera o falsa, justificando su respuesta
(esto es, demostrandola o dando un contraejemplo):

Si n? es par, entonces n es par (para todo nimero natural n).
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El objetivo de esta actividad es abordar la implicacion como condicional generalizado.

Actividad 2
Determine el mayor universo, dentro de los nimeros naturales desde 1 hasta 20, para el
cual la siguiente implicacion es verdadera:
“Si n es un numero par, entonces n + 1 es un niimero primo”.

a) ¢Como responderian sus estudiantes?

b) ¢Cdmo responderia usted?
Justifique todas sus respuestas.
El proposito de esta actividad es abordar la implicacion como entendimiento comun y/o
como conectivo proposicional.

Actividad 3 (Durand-Guerrier, 2003)
Una persona llamada X logré pasar a través del siguiente laberinto (desde Entrada hasta

Salida) sin utilizar la misma puerta (abertura) dos veces.

Salida

E| D C B | A

I I
Entradal
Se pueden formular frases pertinentes a la situacion. Para algunas de estas frases,
podemos determinar un valor de verdad (VERDADERO o FALSO); para otras, no
tenemos suficiente informacion para decidir si son verdaderas o no (en ese caso,
responda NO SE PUEDE DECIR).

De esta forma, analice cada una de las siguientes seis frases (justificando sus
respuestas):

a) Xcruzé P.
b) X cruzo N.
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c) Xcruzé M.

d) Si X cruzé O, entonces X cruzo F.
e) Si Xcruzé K, entonces X cruzo L.
f) Si X cruzd L, entonces X cruzo K.

El objetivo de esta actividad es abordar la implicacion como entendimiento comun u
otra interpretacion.

Reflexiones

En el trabajo conjunto con los asistentes al presente taller, en el marco de CUREM7, se
espera tener claridad y una mejor justificacion de los elementos que componen
descomposiciones genéticas para las diferentes interpretaciones de la implicacion.

En trabajos previos (Garcia-Martinez y Parraguez, 2016), ya se han abordado las
actividades planteadas, sin embargo, se precisa de mas evidencia empirica para alcanzar
un real disefio de descomposiciones genéticas que den cuenta del aprendizaje de la
implicacion.
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