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Resumen

En este trabajo se describen algunos conocimientos implicitos utilizados por estudiantes de
escuela media, al resolver una actividad de Algebra. La experiencia se llevo a cabo en un 5to
afio del Centro de Educacion Media n° 46 de Bariloche, Argentina, en dos etapas: una clase y
entrevistas clinicas posteriores, registradas en audio y video. La tarea propuesta a los alumnos
se refiere a la comparacion entre dos funciones, una lineal y otra cuadratica, dadas ambas de
forma verbal (escrita). Se estudia el dominio de validez de los conocimientos intuitivos de los
alumnos atendiendo a la Teoria de los Campos Conceptuales desarrollada por Vergnaud. En
particular, presentamos algunos resultados del andlisis de las producciones de dichos alumnos
considerando la nocién de teorema-en-acciébn y las aproximaciones “escalar’ y “funcional”
identificadas en los modelos lineales.

Introduccién

Este trabajo fue realizado en el marco de un curso de Ensefianza y Aprendizaje de Algebra
Temprana dictado por la Dra. Béarbara Brizuela (Tufts University) en el Centro Regional
Universitario Bariloche de la Universidad Nacional del Comahue.

Esta investigacion esta realizada desde una perspectiva funcional del Algebra, es decir, el
énfasis esti puesto en el estudio de las relaciones entre variables mas que en la mera
manipulacion de ecuaciones y simbolos. Cabe destacar la importancia del enfoque aqui
adoptado en la ensefianza del Algebra segin ha manifestado la comunidad de investigacion en
educacion matematica:

La investigacién en educacion matematica ha puesto de manifiesto la importancia de una
perspectiva funcional en la ensefianza del algebra. Un enfoque funcional del algebra esta en
contraste con una perspectiva que se centra en la manipulacion simbdlica de ecuaciones,
normalmente conocida como enfoque en ecuaciones. El concepto de funcion puede facilitar la
introduccion al algebra mediante el uso de diferentes formas de representar las funciones: la
notaciéon algebraica, las tablas de funciones y graficos en la cuadricula de coordenadas
cartesianas. Ademas, una introduccion temprana a una perspectiva funcional puede promover
una profunda comprension de la nocién de funcion, central en el campo de las matematicas.
Desde una perspectiva funcional, las funciones incluyen ecuaciones sélo como uno de los
elementos de la ensefianza y el aprendizaje del algebra. (Martinez & Brizuela, 2006).

En este trabajo se describen algunos aspectos de los procesos de ensefianza y aprendizaje
que surgieron al implementar una actividad de Algebra en un grupo de 30 estudiantes de 5°
afio de un Centro de Educacion Media publico de Bariloche, Argentina. La tarea propuesta a
los alumnos se refiere a la comparacién entre dos funciones, una correspondiente a una
funcién lineal y la otra correspondiente a una cuadratica, dadas ambas de forma verbal
(escrita).
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Propésito y marco tedrico

El propdsito de este trabajo es realizar un analisis y descripcion de los tipos de conocimientos
implicitos de los alumnos al trabajar con funciones lineales y cuadréticas, desde una
perspectiva funcional del algebra. Dentro de este objetivo general, se pretende estudiar el
dominio de validez de los conocimientos intuitivos de los alumnos.

Para el analisis en cuestidn tendremos en cuenta el marco teérico de la Teoria de los Campos
Conceptuales desarrollado por Vergnaud, acerca de ‘“invariantes operatorios” (teorema-en-
accioén y conceptos-en-accion).

Segun Moreira (2002), que describe la Teoria de los Campos Conceptuales de Vergnaud:
Teorema-en-accidn es una proposicion considerada como verdadera sobre lo real.

Vergnaud se refiere a ‘“invariantes operatorios (teoremas-en-accién y conceptos-en-accion)
gue dirigen el reconocimiento, por parte del individuo, de los elementos pertinentes de la
situacion; ...; son aquellos que constituyen la base, implicita o explicita, que permite obtener la
informacién pertinente y de ella inferir la meta a alcanzar y las reglas de accién adecuadas.”
(Moreira, 2002, pag. 7)

Debido a la importancia de formular conexiones entre el conocimiento intuitivo de los alumnos y
el conocimiento objetivo (Martinez & Brizuela, 2006), vamos a realizar un analisis de los
teoremas en accion que aparecen en el desarrollo de la actividad propuesta. Cabe destacar lo
gue Moreira menciona al respecto:

En general, los alumnos no son capaces de explicar ni tampoco de expresar en lenguaje
natural sus teoremas y conceptos-en-accion. En el abordaje de una situacion, los datos a ser
trabajados y la secuencia de célculos a ser realizados dependen de teoremas-en-accion y de la
identificacion de diferentes tipos de elementos pertinentes. La mayoria de esos conceptos y
teoremas-en-acciébn permanecen totalmente implicitos, pero ellos pueden, también ser
explicitos o tornarse explicitos y ahi encaja la ensefianza: ayudar al alumno a construir
conceptos y teoremas explicitos, y cientificamente aceptados a partir del conocimiento
implicito. Es en este sentido que conceptos-en-accion y teoremas-en-accién pueden,
progresivamente, tornarse verdaderos conceptos y teoremas cientificos, pero eso puede llevar
mucho tiempo. (Moreira, 2002, pag. 12)

Segun explica Moreira (2002) acerca de la Teoria de los Campos Conceptuales de Vergnaud,
los teoremas en accién mas importantes desarrollados por los estudiantes se encuentran las
propiedades isomoérficas de la funcion lineal:

f(x+x)=f(xX)+ f(x)

f(x=x")=f(x)—f(x)

f (C1X1 +C2X2) = le (Xl) +C, f (Xz)
y las propiedades de coeficiente constante de esa misma funcion:

f (x) =ax x:if(x)
a

Modalidad de trabajo

La modalidad de trabajo adoptada consté de dos encuentros, uno en el marco de una clase con
todos los estudiantes; y una posterior entrevista a cuatro alumnos seleccionados luego de la
intervencion en el aula.

Se consulté la pagina web: http://earlyalgebra.terc.edu. De alli nos propusimos trabajar en
particular con una actividad en contexto: “Varying Rates of Change”, Lesson 5-16. La base de
esta propuesta fue disefiada por el grupo de investigacion en didactica de la matematica
Algebra Temprana (Tufts University, Boston), para ser implementada en primaria dentro de un
ambicioso proyecto donde los jovenes estudiantes abordan actividades de algebra desde los 8
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afios. Se realizaron modificaciones que consideramos pertinentes de acuerdo a nuestro
objetivo y al grupo con el que trabajamos (adolescentes de 16-17 afios de los cuales no
tenemos informacién sobre su formacion especifica previa en algebra).

La actividad propuesta en clase a los alumnos estuvo dividida en dos partes que fueron
entregadas en el orden en que a continuacion se muestra:

Primera parte:

La abuela de Matias le ofrece que elija entre dos opciones:

a. Darle $ 5 por semana.

b. Darle la primera semana $1; la segunda semana $ 2; la tercera semana $ 3 y asi
sucesivamente.

1. ¢Cuanto dinero acumulard con cada uno de las opciones en 5 semanas? ¢Y en 10
semanas?

2. ¢ Qué opciodn le conviene a Matias? Mostrar que esa eleccion es la mejor.

3. ¢Hay algiin momento en el cual es lo mismo elegir cualquiera de las opciones?

Segunda patrte:

4. ¢ Cuéanto tiempo le llevara con cada trato juntar $ 100? Explica tu respuesta.

5. ¢ Cudl es la ganancia de Matias entre la tercera y séptima semana? (Y entre la semana 12 y
la 16?

6. Representa graficamente la relacion entre el tiempo y el monto acumulado en cada uno de
los tratos.

(Con la segunda entrega se anex6 una hoja con dos grillas para que los alumnos graficaran)
Una vez presentada la primera parte de la actividad (items 1, 2 y 3), los alumnos trabajaron en
grupos, discutieron entre ellos, y cada uno realizé su propia produccion escrita. Después de la
instancia de andlisis y discusién grupal de la situacién planteada, se efectué una puesta en
comun con todos los alumnos de la clase. Se llevé a cabo la segunda parte de la actividad
(items 4, 5y 6) con la correspondiente discusion en los pequefios grupos y la entrega individual
de las producciones.

Luego de la intervencion en el aula se procedid a seleccionar cuatro alumnos para la entrevista.
La eleccion de los mismos se realizo considerando las intervenciones de los alumnos en clase
y sus producciones escritas. Sobre esta base se armé un guion general de preguntas para la
posterior entrevista, a fin de indagar con mayor profundidad los conocimientos implicitos en sus
producciones.

Las entrevistas se llevaron a cabo de a pares, por una parte se entrevisté a Belén y Sonia, y
por otra parte a Valeria y Damian. Nos parecié adecuada esta modalidad de entrevista debido a
gue estas parejas asi conformadas habian trabajado en los mismos grupos en el encuentro
aulico.

Tanto la intervencion en el aula como las posteriores entrevistas fueron registradas. Por una
parte se cuenta con el audio de la clase, y con videos de las entrevistas realizadas. Ademas
contamos con las producciones escritas que los alumnos realizaron en clase y con el material
escrito que produjeron los alumnos entrevistados.

Descripciéon matematica de la actividad propuesta

La actividad implementada se refiere al trabajo con funciones lineal y cuadratica. El enunciado
presentado a los alumnos habla de dos tratos propuestos a Matias por su abuela. El analisis
que aqui se presenta tiene por objetivo estudiar las relaciones entre las variables en la
actividad propuesta: tiempo (en semanas) y cantidad de dinero acumulado por Matias (en
pesos). El trato a (la abuela ofrece darle $5 por semana) corresponde a la funcion lineal

fiN, >Ny, f (x) =5x
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El trato b (la abuela ofrece darle la primera semana $1; la segunda semana $ 2 y asi

X+1)x
sucesivamente) corresponde a la funcién cuadratica f :N, — N, , f(x)= % ,

donde N, es el conjunto de los nimeros naturales con el cero.

Analisis de algunas producciones
Teoremas en accion utilizados por los alumnos

Vamos a enfocarnos en el estudio que Vergnaud realiza de la funcién lineal, y lo que él
denomina teorema-en-accion “escalar’ y teorema-en-accion “funcional” (Martinez & Brizuela,
2006; Carraher & Schliemann, 2007).

Por teorema-en-accion “escalar” se refiere a que dada una funcién de la forma f(X) =ax el
trato que se le da a la misma es de alguna manera un trato recursivo. Para obtener algin valor
de la variable dependiente, se le suma la constante a al valor anterior de la variable
dependiente. En el contexto de nuestro problema, con la  funcion
fiN, >N, f (x) =5x un alumno que utilice el teorema-en-accion escalar sumara 5

pesos iteradamente al valor anterior obtenido.

En otras palabras, conoce f(0)=0 (Matias tiene iniciaimente $0 con el trato a) y calcula
f(n+1) = f(n)+5.

Esta forma de tratar a las funciones muestra que los estudiantes, de forma implicita, se
desprenden de la variable independiente, ya que solo estan atentos al algoritmo “sumar $5” y a
operar con los valores de la variable dependiente (cantidad de dinero acumulado por Matias en
$), pero hacen caso omiso a la variable independiente (tiempo en semanas), como se
ejemplifica en la Fig. 1.
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Fig. 1_Estrategia de Valeria para resolver item 5

A su vez, el teorema en accién “funcional” (Martinez & Brizuela, 2006) supone el uso de la
propiedad del coeficiente constante en lugar de la propiedad del isomorfismo utilizada en el
caso del teorema en accion “escalar’. En el contexto de nuestro problema, con el teorema en
acciéon “funcional” los estudiantes explicitan la relacion entre los valores de la variable
dependiente y los valores de la variable independiente. Para calcular cuanto dinero acumulo
Matias en una determinada semana n, multiplicaria 5 por n.

En cuanto al trato que los estudiantes hicieron de la funcién lineal, surge del analisis general de
los registros el predominio del uso del teorema-en-accion “funcional’. A continuacion se
muestra como ejemplo de lo afirmado un fragmento de la transcripcién del audio de clase, que
corresponde a la puesta en comun que se realizo luego de la primera entrega y respecto a la
pregunta 1 de la misma (¢Cuénto dinero acumulard con cada uno de las opciones en 5
semanas? ;Y en 10 semanas?):
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Luciano: en la opcién a 5 semanas 25 pesos

Marcela: para el trato a entonces 25 pesos

Luciano: la opcidon b 5 semanas 15 pesos, después la opcidon a 10 semanas 50 pesos y la
opcién b 10 semanas 55 pesos.

Marcela: por qué y como hicieron ese calculo?

Dante: con los dedos.. jajaja

Marcela: bueno, esta bien, contaron con los dedos, ¢,pero qué contaron?

Micaela: si por semana le daba 5 pesos, entonces en 5 semanas hicimos 5 por 5 y nos dio 25.
En 10 semanas hicimos 5 por 10 y nos dio 50. Después en la b 5 semanas, fuimos sumando en
la primera un peso, en la segunda 2 pesos...

Este grupo de alumnos, nos muestra aqui como en el caso de la opcion a, solamente hacen 5
por 10 por ejemplo para calcular el dinero que acumulé Matias luego de 10 semanas, mientras
qgue para la opcion b realizan una suma iterada, calculan el dinero acumulado por Matias en
cada semana hasta llegar a la semana nimero 10. Un ejemplo grafico es la siguiente tabla (ver

Fig. 2) que construye Evelyn para contestar la pregunta 3 (¢Hay algiin momento en el cual es
lo mismo elegir cualquiera de las opciones?).

@ £ 'a semooa D
e
2.3
3I_8
B
-S4
; b o4
128
B 36
®_us
0 -53

Fig. 2_Tabla construida por Evelyn (pregunta 3)

Si bien estos teoremas-en-accion “funcional” y “escalar” de los que habla Vergnaud se refieren
a funciones lineales, podemos encontrar que los alumnos dieron un trato similar a la funcién
cuadrética del trato b, expandiendo el dominio de validez de los teoremas-en-accion usados en
la funcion lineal. Esta hipétesis se reafirma cuando analizamos lo que algunos alumnos
realizaron en la pregunta 4 de la segunda entrega (ver Fig. 3 y Fig. 4).

Ao o, wlB_
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Fig. 3_ Respuesta de Victoria a la pregunta 4 con el trato a
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Fig. 4_ Respuesta de Victoria a la pregunta 4 con el trato b

Podemos observar el trato diferente que Victoria realiza con cada opcion propuesta por la
abuela a Matias. Por una parte, a la hora de calcular cuanto tiempo tardara en juntar $100 con
la opcion a, recurre a la propiedad del coeficiente constante (de tipo funcional). Y por otra parte
calcula en la opcién b realizando una secuencia iterada de sumas, basandose en el resultado
anterior para hallar el siguiente. Es aqui que encontramos reminiscencias del teorema-en-
accion escalar para funciones lineales, pues se verifica el tratamiento implicito de la variable
dependiente. Si bien vemos que parte de $55 que se corresponden a la semana 10, utilizando
resultados de la pregunta 1, para contestar la pregunta 4 parte desde $55 y suma $11, suma
$12, suma $13, suma $14, hasta que llega a $105 y por haberse pasado de los $100 a los que
se referia el enunciado detiene su célculo y consigna la respuesta en cantidad de semanas
(variable independiente). Dado que la funcién cuadratica trabajada es muy particular, y el
tratamiento iterativo se desprende de la manera en que se presenta la actividad, hablaremos
del teorema en acto en este contexto concreto. (Si es posible extenderlo a las funciones
cuadraticas en general escapa a este andlisis y puede ser objeto de otras investigaciones).

El dominio de validez del conocimiento de los alumnos

Dentro de lo observado, en cuanto a lo que significod para los estudiantes manejarse con el
opcién a (funcion lineal) y con el opcion b (funcidn cuadratica), hay evidencias de diferentes
conductas en el trato de cada situacion, que conjeturamos se corresponden con la familiaridad
de los conceptos involucrados. Al respecto, Moreira en referencia a Vergnaud, cita dos clases
de situaciones:

1. Clases de situaciones en las que el sujeto dispone — dentro de su repertorio, en un momento
dado de su desarrollo y bajo ciertas circunstancias — de las competencias necesarias al
tratamiento relativamente inmediato de la situacion.

2. Clase de situaciones en las que el sujeto no dispone de todas las competencias necesarias,
gue le obligan a un tiempo de reflexion y exploracién, a vacilaciones, a tentativas frustradas,
llevando eventualmente al suceso o a un fracaso. (Moreira, 2002)

Los alumnos se enfrentan a lo que llamamos el “trato a” del problema (la abuela le ofrece a
Matias darle $5 por semana) y en contraste se enfrentan también al “trato b” (la abuela le
ofrece darle $1 la primer semana, $2 la segunda, $3 la tercera y asi sucesivamente). El
abordaje de cada trato nos muestra diferentes conductas en los alumnos. Por una parte, las
indagaciones que los alumnos realizaron acerca del trato a, nos mostraron que poseian las
competencias necesarias para trabajar con la situacién, aunque en muchos casos no llegaban
a explicitar los métodos utilizados para hallar los resultados, los mismos eran hallados sin
dificultad y las respuestas fueron consignadas en el trabajo escrito, no asi los procedimientos
seguidos. Mientras que al indagar acerca del trato b, intentaron utilizar lo que les habia sido util
con el trato anterior, es decir lo que conocen acerca de las funciones lineales (y que se cumplio
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para el trato a) pretenden utilizarlo para el trato b (que se corresponde a una funcion
cuadrética). Basta observar como ejemplo la Fig. 5, que se corresponde al trabajo realizado
por Belén al intentar resolver el item 4 (¢ Cuénto tiempo le llevara con cada trato juntar $ 100?
Explica tu respuesta). Belén intenta llegar a una formula que le permita averiguar cuanto tiempo
va a tardar Matias en juntar $100 con la opcién b. Pero en esta busqueda, la alumna recurre a
lo que conoce se cumple para las funciones lineales. Notemos aqui que el rango o dominio de
validez de lo que esta alumna supuso podria funcionar, fue superado. Consideramos positivo
gue ella misma se dio cuenta de esto. Desde el andlisis didactico el hecho relevante es que lo
primero que intentd hacer es moverse en un terreno conocido.

X '\\_'f X,
Y-y

1

1

)

. L
.

Fig. 5_ Belén en busca de una férmula para el trato b

Nos llamé poderosamente la atencién, dentro de lo que fueron estos dos tipos de situaciones,
que los alumnos expresaran en clase y luego en las entrevistas la necesidad de contar con
una férmula para trabajar la opcién b, mientras que para trabajar con la opcién a no expresaron
necesitar la explicitacion de ningun tipo de férmula (si bien aparecieron expresiones como “5
por el nimero de semanas”, la falta de simbolizaciéon no representd un obstaculo para lograr
los célculos requeridos).

Martha: Qué intentaste hacer ahi? (Se le muestra su hoja, Fig. 5)

Belén: Lo pensamos las dos. En realidad porque... Sabiamos que hay... esto igual lo hicimos
para una nos equivocamos porque lo hicimos en funcién de una linea recta con las pendientes
y era una parabola al final. Pero, sabiamos que habia una formula para la parabola, para sacar,
no me acuerdo.

Sonia: Llegamos al punto 4, leimos y dijimos: Bueno, para esto hay que ir sumando, sumando,
hasta ver cuanto, llegamos aproximadamente a 100$. No tenemos ganas, debe haber una
férmula, entonces algo tiene que haber. Entonces empezamos a recordar lo del afio pasado y
tratar de sacar eso de...

Belén: Lo que pasa es que sacamos en funcién de una linea recta Ay Ax . Como no nos daba,
nos dimos cuenta de que habiamos puesto la pendiente para 1, para 2, no para 100. El 1
estaba mal, pero después realmente no nos daba porque era una parabola.

Al intentar analizar las posibles motivaciones que llevaron a los estudiantes a la blsqueda de
una férmula que de alguna manera les solucione el problema, creemos que esto podria
deberse al tipo de instruccidn que han tenido estos alumnos. Segun Schwartz:
Tradicionalmente, disefiamos la ensefianza para que proceda de los simbolos a los nimeros, y
de ahi (a veces) a las graficas. Este camino obliga a los alumnos a dominar las reglas y
manipulacién algebraicas, asi como la manipulacion simbdlica de familias de funciones, antes
de poder utilizar las matematicas con el propoésito de modelar su mundo. Nosotros creemos que
ésta es una razén fundamental detras del hecho de que se le dedique tan poco tiempo a
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modelar y a la investigacion matematica realmente importante dentro del programa de las
escuelas secundarias. Este camino también implica un estilo de ensefianza y aprendizaje que
avanza a modo de serie, en lugar de un estilo que utilice multiples representaciones paralelas
relacionadas; los alumnos pasan la mayor parte del tiempo manipulando simbolos sin siquiera
poder relacionar lo que estan haciendo con nimeros o con gréficas. (Brizuela, 2005)

Reflexiones finales

El trabajo realizado intenta resaltar la importancia que pueden tener los teoremas-en-accién en
el proceso de ensefianza — aprendizaje del dlgebra, y mostrar a los docentes que el tenerlos en
cuenta brinda la oportunidad de hacerlos evolucionar hacia un conocimiento explicito.

También hemos destacado que diferentes tipos de situaciones pueden generar un mismo
comportamiento inicial, siendo que los alumnos trabajan sobre lo conocido y es nuestra tarea
docente hacerlos reflexionar sobre el alcance de las situaciones. Esto coincide con resultados
de otras investigaciones (Villareal, Esteley & Alagia, 2007) en las que sefialan la transferencia
qgue hacen los alumnos de los modelos lineales a situaciones que se corresponden con otros
modelos.

A su vez, sugerimos que muchos de los comportamientos observados en los alumnos tienen
una explicacién en que su aprendizaje del algebra ha sido de manera tradicional, centrado en
la manipulacion de expresiones simbdlicas, y en este caso, la tarea propuesta rompe el
esquema férmula-tabla-grafico para el manejo de funciones. La forma de presentacion del
enunciado los llevd a movilizar sus propias estrategias, y s lo cual consideramos una practica
saludable.
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