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Resumen

La historia de & comienza en un lejano pasado, cuando los seres humanos primitivos
reconocen que en toda circunferencia la razon entre su perimetro y su diametro es
constante. En esta historia pueden distinguirse cuatro grandes momentos: (1) en el que
se obtienen aproximaciones de m un tanto burdas por procedimientos poco sofisticados,
(2) en el que se buscan aproximaciones de r utilizando poligonos regulares inscritos y
circunscritos a una circunferencia (principio de exhausion), (3) en el que se expresa w a
través de productos infinitos o a través de fracciones continuas y, por ultimo, (4) en el
que se expresa 1 a traves de distintas series. En este mini curso proponemos recorrer
estos grandes momentos de la historia de m a través de la resolucion de problemas y
actividades.

Introduccion

La historia de © abarca tantos siglos y tantos personajes que podria servirnos de leit
motiv para estructurar una historia de la matematica que diera a conocer diversos
conocimientos matematicos y diversos autores. Es dificil precisar el momento en que
los seres humanos comienzan a saber sobre m. Pero, ;qué significa “precisar el momento
en que los seres humanos comienzan a saber sobre 7’? Creemos que esta pregunta no
admite una Unica respuesta. Podria responderse intentando ubicar el impreciso momento
en que los seres humanos identifican que la razon entre el perimetro de una
circunferencia y su diametro es constante, o indicando la fecha precisa en que tiene
lugar la demostracion de la irracionalidad de =, 0 podria responderse que todavia no se
sabe ya que no se ha podido establecer si  es 0 no normal.

Seguramente los seres humanos del neolitico hayan observado que existian pares de
magnitudes que eran proporcionales, es decir que si una aumentaba el doble la otra
también, que si una se triplicaba también lo hacia la otra, que si una disminuia a la

mitad la otra corria con la misma suerte. A esto debi6 seguir la identificacion de que si
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se tienen dos magnitudes proporcionales entonces existe una constante de
proporcionalidad que las vincula. Llegado este punto solo fue cuestion de tiempo para
que, a traves de la observacion, los seres humanos pudieran establecer que el perimetro
de una circunferencia y su didmetro eran magnitudes proporcionales y que por tanto
existia una constante de proporcionalidad entre ambas (Beckmann, 2006). Esta
constante no fue notada como lo hacemos en la actualidad hasta el siglo XVII1I d.C. El
simbolo 7 lo empleo por primera vez William Jones (1675-1749) como abreviatura de la
palabra inglesa periphery (periferia). Sin embargo, no adquiri6 aceptacion general hasta
1737 cuando Euler comenz6 a utilizarlo en su libro Variae observationes circa series
infinitas. Nosotros utilizaremos desde el comienzo la notacion introducida por Jones,

con lo cual tenemos que el nimero « se define como:

TL'=E

donde P es el perimetro de una circunferencia y d su didmetro.

Primeras aproximaciones de &

Tanto babilonios como egipcios tenian ya en el afio 2000 a.C. aproximaciones del

2
numero 7. Los babilonios habian llegado al valor 3 % y los egipcios a 4 (g) . Si bienno

se sabe con certeza cémo llegaron a estos valores podemos realizar algunas
especulaciones. Las primeras observaciones acerca de que la razén entre el perimetro de
la circunferencia y su diametro es constante son dificiles de desvincular de las
mediciones directas utilizando instrumentos primitivos. Posiblemente el valor de © dado
por los babilonios lo hayan determinado experimentalmente: tomaron una estaca y la
ataron a una cuerda, luego, en un terreno espacioso y plano clavaron la estaca en el piso
y trazaron una circunferencia. A continuacion compararon la longitud de la
circunferencia con su diametro, es decir midieron el perimetro de la circunferencia
considerando al diametro como unidad. Esta comparacion les permitié establecer que el
didmetro entra tres veces y un poco mas en la circunferencia. Ese “poco mas” lo deben

haber comparado con el didmetro y observado que entra aproximadamente ocho veces.
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Por otra parte, podemos encontrar algun indicio de cémo los egipcios llegaron al valor
de m indicado mas arriba en el problema 48 del papiro de Ahmes. Este problema aparece
acompariado de una figura en donde se representa un circulo de didmetro 9 inscrito en
un cuadrado, cuyos lados se han dividido en tres y a partir de los puntos de division se
ha formado un octégono (figura 1). El &rea del circulo se considera aproximada al area

del octdgono.

Figura 1
El &rea del octogono se puede calcular como la diferencia entre el &rea del cuadrado y

cuatro veces el area de un triangulo rectangulo de base y altura 3 (un tercio del lado del

3X3

cuadrado):  A(octogono) = 9 X 9 — 4 x — = 63. El area del octégono es

aproximadamente igual a 64, por lo tanto el &rea del circulo de didmetro 9 es también

2
. 9
aproximadamente 64, por lo que: 2 X T = 82, entonces: (E) x T = 82, con lo cual se

. 8)2 . . . ]
puede concluir que T = 4 (6) . (Los antiguos conocian la expresion para hallar el area

de un circulo aunque no sabemos como la descubrieron.)
Es claro que Ahmes hace trampa dos veces: primero al afirmar que el area del
octdgono es igual a la del circulo, y después al tomar 63 = 64. Sin embargo, vale
la pena sefialar que ambas aproximaciones se compensan, aungque no del todo.
(Beckmann, 2006, p. 31).

La aproximacion a través de poligonos regulares

El principio de exhausion, o su version preliminar, fue planteada por Antifonte, un
griego del siglo V a. C. Su idea era que si primero se inscribe un cuadrado y luego un
octogono regular, y a continuacion un poligono regular de 16 lados y asi sucesivamente,
al final se consigue un poligono cuyos lados son tan pequefios que coincide con el

circulo.
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El principio de Antifonte es casi correcto; la reformulacion de Euclides, mas
cauta, es completamente correcta: afirma que la diferencia entre el area del
poligono y la del circulo puede hacerse menor que cualquier valor prefijado, sin
importar cuan pequefio sea este (siempre que no sea cero). (Beckmann, 2006, p.
42).
Arquimedes fue el primero en utilizar el principio de exhausion, aplicado a perimetros,
para encontrar aproximaciones de m con un grado variable de precision. La idea que
utiliza es la siguiente: si se considera un poligono regular de n lados inscrito en una
circunferencia y luego un poligono regular de n lados circunscrito, el perimetro de la
circunferencia estara acotado entre el perimetro de cada uno de estos poligonos, y
haciendo n lo suficientemente grande, se conseguird que los perimetros de estos
poligonos estén tan préximos como se quiera del perimetro de la circunferencia.
Arguimedes comenzé considerando un hexagono regular circunscrito a la circunferencia

y luego, duplicando los lados, llegé a considerar un poligono regular de 96 lados
. . . . . 1 . s

circunscrito del que afirma que tiene un perimetro menor que 3 > del diametro. Como el

perimetro de la circunferencia es todavia menor que el perimetro del poligono regular
. . , . . 1

circunscrito, establece entonces que el perimetro de la circunferencia es menor que 3;

de su diametro. Por otro lado, Arquimedes considera un hexagono regular inscrito en la

circunferencia y, nuevamente por duplicacion, llega a considerar un poligono regular de
. . . . , 10 -
96 lados inscrito, del que afirma que tiene un perimetro mayor que BHdeI diametro.

Como el perimetro de la circunferencia es aun mayor que el perimetro del poligono

regular inscrito, termina por concluir que el perimetro de la circunferencia es mayor que
10 v . . 10 1
3H de su diametro. Es asi que Arquimedes llega a establecer que 3H <rm< 3;, lo

que permite afirmar que: 3,1408 < < 3,1429, con lo cual tenemos una aproximacion

de 7 con dos cifras decimales seguras (Heath, 1953).

Un nuevo resultado con un enfoque antiguo
Durante el renacimiento se lograron aproximaciones mas precisas del nimero m siempre

a través de los poligonos de Arquimedes. Pero los matematicos del renacimiento tenian
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mejores herramientas de calculo: contaban no solo con los niumeros indoarabigos y las
fracciones decimales, sino también con la trigonometria y los logaritmos. (Aunque la
trigonometria ya habia sido utilizada por Ptolomeo y otros cientificos de la escuela de
Alejandria, ahora se daban a conocer tablas cada vez méas exactas.)

Si bien Victe sigue enfrentandose a buscar aproximaciones de m a través del método de
Arquimedes, podriamos decir que inaugura un nuevo enfoque. En vez de comenzar con
un hexagono, Viete comienza con un cuadrado, lo que lo lleva a obtener la primera

expresion analitica para m:
2

\/%X\/l/z"’(l/z)x\[%x 1/2+(1/2)><\/1/2+(1/2)><\/% ......

“Este resultado representa uno de los grandes logros en la historia de m, y también

T =

representa el cenit de las matematicas del renacimiento en lo que se refiere a nuestro

nimero” (Beckmann, 2006, p. 88).

Expresiones para m a través de series

En 1671 Gregory encontrd el siguiente resultado:

X3 X5 X7
Arctan x = x—?+?—7+...
a traves del cual, se tiene que:
13 15 17
Arctan 1 =1 _?+E_7+"
de donde se concluye que:
T
i= 173t 7t
0 tambien:
T=4X (1—14_1_14_...)
3 5 7

En otras palabras, Gregory descubre la primera serie que converge a m (aunque esta
serie adolece de converger muy lentamente, con lo cual no resulta Gtil al momento de

obtener aproximaciones de 7).
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Otra serie vinculada con © que tiene una historia muy interesante, es la serie de los
inversos de los cuadrados perfectos:
1 1 1 1

T+ o+g+tetst

Jacob Bernoulli estaba muy interesado por las series. En su libro de 1689, Tractatus de
seriebus infinitis, presenta los ultimos avances del conocimiento para su época en lo que
tiene que ver con este tema. Bernoulli se propuso estudiar la serie mencionada
anteriormente y fracaso al igual que otros que lo habian intentado como Pietro Mengoli
0 nada menos que Leibniz, uno de los inventores del Céalculo. Después de mucho
esfuerzo, Bernoulli admiti6 su derrota y “desde Basilea escribi6 e incluyd en el
Tractatus su peticion de ayuda: ‘Grande sea nuestra gratitud si alguien encuentra y nos
comunica lo que hasta ahora ha escapado a nuestros esfuerzos.”” (Dunham, 2000, p. 99).
De este modo Bernoulli plantea el que serd llamado problema de Basilea, que
sobrevivira a su autor y no encontrard solucion hasta bien entrado el siglo XVIII.

En 1731 Euler, con 24 afos, trabajaba ya en el desafiante problema propuesto por
Bernoulli, problema que logra resolver recién cuatro afios después. Euler escribié con
ostensible felicidad: “Sin embargo, he encontrado ahora y contra todo prondstico una

expresion elegante para la suma de la serie
1 1 1 1 .
1+ STttt que depende de la cuadratura del circulo... He encontrado que

seis veces la suma de esta serie es igual al cuadrado de la longitud de la circunferencia
de un circulo cuyo diametro es 1.” (Dunham, 2000, p. 103).

Lo que con la simbologia actual se podria escribir:

Es asi que el problema de Basilea habia quedado resuelto. Cuando nos encontramos por

primera vez con el resultado alcanzado por Euler podemos pensar que hay algan tipo de

error: ¢cOmo es posible que aparezca el numero © —la razon entre el perimetro de una
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circunferencia y su didmetro— en la suma de los inversos de los cuadrados perfectos?

Esto nos recuerda una anécdota recogida por Kasner y Newman (1951):
En su obra Budget of Pardoxes, Augustus de Morgan da un ejemplo de cuan poco
sugiere acerca de su origen la definicion usual de n. El autor nombrado explicaba
a un actuario cudles eran las probabilidades para que, al cabo de un tiempo dado,
cierta proporcion de un grupo de personas siguiera viviendo y citd la férmula
empleada por los actuarios, que, como es sabido, involucra a m. Explicando el
significado geométrico de m, el actuario, que lo habia estado escuchando con
interés, lo interrumpi6 exclamando: “Mi querido amigo, alli debe haber un error.
¢ Qué tiene que ver un circulo con el nimero de personas sobrevivientes al cabo de

un tiempo dado? (p. 97).

Palabras finales
Seguirle el rastro a m desde ese lejano afio 2000 a. C. nos permite aprender, no solo
sobre la historia de la matematica, sino acerca de las dificultades y vicisitudes que
entrafia la construccion del conocimiento; construccion, colectiva y humana, que se ha
desarrollado a lo largo de muchos siglos.
La historia de m también nos ensefia sobre obsesiones: muchos fueron los que han ido a
la caza de digitos de m. Pero, ;es relevante desde el punto de vista de las aplicaciones a
los fendmenos fisicos? Asimov (1993) explica que si trazamos una circunferencia de
dieciséis mil millones de kilémetros de diametro, con el Sol en el centro (que encierre a
todo el sistema solar en su interior), utilizando una aproximaciéon de © con treinta y
cinco cifras decimales (marca alcanzada por el holandés Ludolph van Ceulen alrededor
del 1600), el error cometido al calcular su perimetro seria de una longitud equivalente a
la millonésima parte del didmetro de un proton. ¢Cual es entonces la motivacion para
obtener mas y mas cifras decimales de n? Quizds una aproximacion a la respuesta
podria ser la dada por Beckmann (2006):

... sospecho que en gran parte lo que impulso a la gente a hacer estos calculos es

aquello que lleva a otros a cruzar las cataratas del Nidgara en un barril o superar

Actas del CUREM 6 |SSN 1688-9886 83



Actas del 6° Congreso Uruguayo de Educacién Matematica CUREMG6

en 20 minutos la marca mundial de permanecer parado en lo alto de un poste. (p.
94)
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