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RESUMEN
En este articulo se exponen la descripcion, el modelo matematico y la
construccion del modelo virtual a través de software de geometria dindmica de
cinco elipsografos. La idea central es usar estos dispositivos virtuales para que el
estudiante explore las propiedades de la elipse y para que realice la demostracion
matematica del modelo matemético subyacente en el modelo virtual, en este
sentido se expone también la hoja de trabajo que se da a los estudiantes para que

trabajen con el elipsdgrafo de palanca y colisa de Kleiber.

1. INTRODUCCION

Los Artefactos Matematicos para hacer curvas geométricas se han construido desde
hace mucho tiempo; Meneachmus (~380 - ~320 A.C.) tenia un dispositivo mecanico
para construir conicas que uso para solucionar el problema de la duplicacion del cubo;
Proclus (418-485) menciona a Isidoro de Mileto quien tenia un instrumento para trazar
una parébola. [Dyck, p.58]. Es importante entender la importancia de dichos artefactos

puesto que los gedmetras griegos estaban buscando y encontrando soluciones a
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problemas geométricos por medios mecénicos. Estas soluciones en su mayoria eran
necesarias para los propositos practicos.

Leonardo Da Vinci (1452-1519) inventd un torno para realizar partes de seccion
eliptica, usando un mecanismo de articulacion cuatro, un elipsografo con un
movimiento invertido de la conexion fija. Los dispositivos mecénicos para dibujar
curvas fueron utilizados también por Albrecht Dtirer (1471-1528). VVéanse dos imagenes

de sus “cuatro libros de proporciones”

Figura 1. Dispositivo del dibujo
de la curva de [Diirer]

Cuando René Descartes (1596-1650) publicd su Geometria (1637) no cred una curva
trazando puntos de una ecuacion. Siempre habia dado métodos geométricos para dibujar
cada curva con algunos aparatos, Yy estos aparatos eran a menudo articulados. Véase la

figura 2.

Figura 2. Aparato del dibujo curvas de [Descartes]

La mas sistematica y completa discusion del tratamiento de las conicas se encuentra en

la “Elementa Curvarum Linearum ”, de Johan de Witt, que aparecié como apéndice de
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la Segunda Edicion en latin de Van Schooten de la “Geometrie” de Descartes, 1659-
1661. [Easton]. Johan de Witt (1625-1672) fue un politico holandés con considerables
habilidades como matematico. Mientras estudiaba leyes en la universidad de Leiden se
hizo amigo de Francis van Schooten, el mas joven (1615 - 1660) y recibié de él una
excelente preparacion en matematicas cartesianas. Van Schooten fue el principal
divulgador de R. Descartes Geometrie en Europa. Segun van Schooten, el tratado de De
Witt fue escrito unos diez afios antes de su publicacién. De Witt describe dos
construcciones mas de una elipse. Una de ellas es la construccidn del trasmallo, que fue
descrita por Proclus pero también se atribuye a Arquimedes (287-212 A.C.). Esta
construccion con imagenes de la coleccion del modelo cinematico de Reuleaux se

describe en el tutorial de F. Moon. “coémo dibujar una elipse” [Moon]. Véase la figura

3.

Figura 3. Modelo del trasmallo de la coleccion cinematica de Reuleaux (Foto del
profesor D.W. Henderson)

En el afio de 1657, Van Schooten publicé su “Exercitationum mathematicarum libri
quinque”. Como el titulo sugiere, la obra se divide en cinco "libros” de un centenar de
paginas cada uno. El libro | es una revision bastante estandar de la aritmética y la
geometria ordinaria. El libro 11 contiene construcciones con regla. En el Libro Ill, van
Schooten trata de reconstruir algunas de las obras de Apolonio en lugares geométricos.

Este fue un importante tema de investigacion de la época. El libro IV contiene la obra
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mas conocida de Van Schooten. Su titulo es " Organica conicarum sectionum ", 0 "Los
instrumentos de las secciones conicas.” La palabra "orgénica" estd mas estrechamente
relacionada con el 6rgano como instrumento musical que a la "organica” a veces
encontramos en la quimica o la agricultura. Como sugiere el titulo, el capitulo describe

una variedad de artefactos para la elaboracion de las diferentes secciones conicas.

e
Pl

Figura 5. Mecanismo de Van Schooten para dibujar hipérbolas.
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Figura 6. Mecanismo de Van Schooten para dibujar parabolas.

Por ultimo, el Libro V se titula "Sectiones triginta miscellaneas"”, o Treinta secciones
diversas. En estas secciones, van Schooten cuidadosamente desarrolla los principios
combinatorios del conteo.

Examinando la teoria de curvas algebraicas del tercer grado, Isaac Newton (1643-1727)
propuso un mecanismo para la generacion de curvas circulares uni-cursivas de tercer
grado, usando una conexion de cuatro cadenas con dos pares de deslizaderas. En la
figura 7, vea la realizacion de esta idea en el conico-grafo de Boguslavskii
[Artobolevski] P. 70.

|
R oy

Figura 7. Conicografo de Boguslavskii [Artobolevski]

Alfred Bray Kempe (1849-1922) también formul6 un famoso teorema, cualquier curva

algebraica puede ser generada por un artefacto apropiado o puede decirse simplemente:
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es posible disefiar una artefacto, que firme con su nombre (mientras su firma sea la
unién de curvas continuas). Bosquejo de una demostracion del teorema de Kempe: Deje
la ecuacion de la curva algebraica en forma implicita, teniendo la forma general f (x, y)

=0 se expresa de la siguiente forma ¥, Ay, x™w? = 0 donde iy SOn constantes fijas.

La generacion de la curva que representa esta ecuacion dada se reduce a la serie de
operaciones matematicas cumplido por los mecanismos individuales, que se ensamblan
juntos en la cadena cinematica desconocida en general. Esos mecanismos individuales
son:

1. mecanismo para transmitir un punto a lo largo de la linea recta dada;

2. mecanismo para proyectar un punto dado a una linea determinada;

3. mecanismo para cortar segmentos iguales en el eje 1, y el U,

4. mecanismo para pasar una linea recta a través de un punto dado y ser paralela a
una linea dada;

5. mecanismo para obtener segmentos proporcionales en dos lineas rectas que
pasan a través de un punto dado (que multiplica el mecanismo);

6. mecanismo para la adicion de dos segmentos dados (mecanismo sumador). Vea
[Artobolevski, p.8-12].

En 1877 A. B. Kempe publicé un pequefio libro: Cémo dibujar una linea recta: Una
conferencia sobre artefactos articulados. Mencion6 a J. Watt(1736-1819) y también el
trabajo de J.J. Sylvester (1814-1897), Richard Roberts (1789-1864), P.L. Chebyshev
(1821-1894), Harry Hart (1848-1920), William Kingdon Clifford (1845-1879), Jules
Antoine Lissajous (1822-1880), Samuel Roberts (1827 - 1913), y Arthur Cayley (1821-

1895). Mas sobre esto ver en [Kempe].

Esta tradicion de considerar curvas como resultado de acciones geométricas se puede
encontrar también en trabajos de Roberval (1602-1675), Pascal (1623-1662), y de
Leibniz (164-1716). Los dispositivos mecanicos para dibujar curvas han desempefiado
un papel fundamental en la creacion de nuevos lenguajes simbolicos (por ejemplo, el

calculo) y establecer su viabilidad. Las tangentes, las areas y la longitud de arco
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asociada a muchas curvas eran conocidas antes de que cualquier ecuacién algebraica
fuera escrita. Experimentos criticos usando curvas permitieron la coordinacion de
representaciones algebraicas con resultados independientemente establecidos de la

geometria [Dennis, 1995].

Franz Reuleaux (1829-1905), quién a menudo es llamado "el padre del disefio de las
maquinas modernas”, tenia muchos mecanismos de lineas rectas en su coleccion del
modelo cinematico. La Universidad Cornell tiene una coleccion con cerca de 220
modelos cinematicos distintos de F. Reuleaux y 39 de ellos son mecanismos sobre el
movimiento rectilineo. Vea [KMODDL].

2. MATERIALES Y METODOS

Parte de este trabajo consiste en realizar la demostracion matematicas de cada uno de
los a artefactos que van a ser utilizados por los estudiantes. Al tener la demostracién nos
permite construir hojas de trabajo que sirvan de guia para que el estudiante explore el
artefacto virtual o fisico y que al realizar esta exploracion guiada pueda descubrir el
modelo matematico adyacente al artefacto, es decir que el estudiante puede responder
de forma matematica la pregunta ¢Porqué este artefacto dibuja una elipse?.

Realizar una demostracion matematica no es una tarea facil para los estudiantes y por lo
general siempre se ha intentado ensefiar de una manera mecénica, memorista y sin un
sentido contextual. Creemos que tomando como base el modelo geométrico de diversos
artefactos que dibujan curvas geométricas, podemos apoyar a los estudiantes para que
encuentren un significado y den sentido a la demostracién matematica, con el objetivo
de que los alumnos de bachillerato tengan una mejor vision de como es la demostracion
matematica en un entorno geomeétrico (elipse, parabola e hipérbola).

Ivan Ivanovich Artobolevski, (1905 — 1977) fue un ingeniero mecanico, y cientifico
ruso en el campo de la Teoria de Mecanismos y Maquinas. Fue miembro de la
Academia de Ciencias de la Union Soviética desde 1946. Artobolevski propuso una
clasificacion de los mecanismos espaciales y desarroll6 métodos para su analisis

estructural, cinemético y cinetostatico. Recopil6 en “Les mécanismes dans la technique
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moderne” (1975, Artobolevski) varios artefactos mecanicos cuya finalidad era trazar
alguna conica. Esta obra estuvo dividida en 5 tomos.

Es precisamente de esta coleccion descrita por Artobolevsky que para este articulo se
toman 2 dispositivos graficadores de elipses: 1) Elipsografo de palancas y colisa de

Artobolevski y 3) Elipsografo de doble palancas y colisa de Kleiber.

En la obra de Artobolevski para cada uno de los artefactos la informacion que de ellos
se da es muy limitada y existe muy poca evidencia literaria que permita extender la
informacion.

A continuacién se expone la descripcion del artefacto, la demostracion matematica y el
modelo virtual realizado en software de Geometria Dinamica (Geogebra); Solo para el
elipsografo de palanca y colisa de Kleiber se muestra la hoja de trabajo que se presento

a los estudiantes y algunos resultados.

2.1.1 Descripcion del Elipsografo de palancas y colisa de Artobolevski

6. MECANISMOS PARA REPRODUCIR CURVAS
(1043 —1255)

| ELIPSOGRAFO DE PALANCAS ‘ PC
“’“1 Y COLISA DE ARTOBOLEVSKI v

La base del ismo es el anti »gramo ABCD con el elemento
pequefio fijo al que est4 unido un grupo de dos 6rganos de arrastre
compuesto por dos correderas 5 y 6 articuladas en el punto E. El meca-
nismo esta destinado para trazar elipses. Las articulaciones 4 y B se¢
encuentran en los focos de la elipse. El punto trazador se encuentra en
el centro de la articulacion E. Se pueden obtener elipses con pardmetros
diferentes eligiendo cor i las longitudes de los elemen-
tos 1, 2, 3 y 4, cosa que se logra desplazando las articulaciones B, C'y
D enlas ranuras F, G, H y K de los elementos 7, 2,3 y 4.

Figura 8. Hoja del libro “Les mécanismes dans la technique moderne”.
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Figura 9. Elipsografo de palancas y colisa de Artobolevski

La base del mecanismo es el anti-paralelogramo 18t con el elemento pequefio fijo al
que estd unido un grupo de dos Organos de arrastre por dos correderas 5 v &
articuladas en el punto £. El mecanismo esta disefiado para trazar elipses. Las
articulaciones /1 y 5 se encuentran en los focos de la elipse. ElI punto trazador se
encuentra en el centro de la articulacion £'. Se pueden obtener elipses con parametros

diferentes eligiendo correspondientemente las longitudes de los elementos

1,2, 3 w4 cosa que se logra desplazando las articulaciones &,& ¥ £ en las ranuras

0, 1 v K de los elementos 1, 2, 3 v 4.

2.1.2 Demostracién Matematica.

Tomando como base la figura 10 tenemos:
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Figura 10. Resalte de elementos importantes para la demostracion

Como ABL L es un anti-paralelogramo:

v
K
-
=

1

-,

w1
Il
It
&

1

[

Al trazar los segmentos AL y i, se obtiene

el trapecio isosceles ALEL, ya que sus lados opuestos C'F, ALr y BL son congruentes y
sus diagonales son iguales (18 = {10,

Sea t el eje de simetria del trapecio isésceles, el cual corta a los lados AL y B en los

puntos M y M, respectivamente.
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A D

Figura 11. Trazo de eje simetria £

Notemos lo siguiente:
Al ser t un eje de simetria, M y & son puntos medios de los segmentos AL y 813,

respectivamente, entonces:

CM =MA
O = NG
Asi mismo:

ACME = £AME = W
40NE = 4BNE =907
Ahora podemos afirmar que ACM E es congruente con el AAME por el criterio LAL, ya
que ME es un lado comin a ambos triangulos:
ACME = AAME 1)
También AHNE es congruente con el ADME por el criterio LAL:

= &N esunlado comin a ambos triangulos
= BN =MD
= ABNE = A0NE =907

ARNE = ADNE )
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De (1) tenemos:

L = AE

De (2) tenemos:

De alli vemos que:
AE + 8 = A+ EH = AR = cte

Asi, se cumple la condicion para que el punto &' describa una elipse segun su definicion:
“La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos (representados por £ cuya suma

de distancias a dos puntos fijos (s1 y 1) es constante (longitud de A&)”.

2.1.3 Modelo Virtual.

P
—_—
an,
-

Figura 12. Elipsografo de palanca y colisa de Artobolevsky construido en Geogebra.
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2.2.1 Descripcion del Elipsografo de doble palancas y colisa de Kleiber.

1049 ; ELIPSOGRAFO DE PALANCAS Y COLISA PC
ok DE KLEIBER .
7 #
¢
> I;v
g s
‘ Sl ?sz |
‘ @ 7 i//"t 3
= fpye—in,
é X |
- - -

- |
/ 2 5% 4 r ‘

{

Las longitudes de 108 elementos del mecanismo satisfacen las condicio- |
nes: |
|

pp:.‘_'.;,‘l y AF=%L; GP=FE4F,

donde a y b son los semicjes de la elipse. El elemento /, que gira alre-
dedor dc(cie fijo A, forma los pares de rotacion 8 y C con el elemento 5
y la corredera 3 que se desliza a lo largo de la barra d de la corredera |
4. El elemento 3 se desliza en la corredera cruciforme 6, 1os ejes de las
guias de la cual son mutuamente perpendiculares. La corredera 6 se
desliza a lo largo de la barra d de la corredera 4 que se desliza a su vez
en las gulas fijos c - p. Cuando ¢! elemento / gira alrededor del punto
A, el punto D de la corredera 6 describe la elipse g— g, cuyas ecuaciones
paramétricas son
x=acosp y y=bseny,
donde ¢ es ¢l dngulo formado por el eje AC del elemento 7 con el eje Ax
de la guia p-p. Si a este mecanismo principal se unen cl elemento 2,
que gira alrededor del gje fijo A, y el elemento 7, que forma los pares de
| rotacién Fy D con el elemento 2 y la corredera 6, entonces, los puntos
E y G del elemento 7 se desplazarin a lo largo de 1os cjes Ax y Ay y,
por consiguiente, cualquier punto del elemento 7 describird una elipse.

Figura 13. Hoja del libro “Les mécanismes dans la technique moderne”.

Figura 14. Elipsografo de doble palancas y colisa de Kleiber.
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En la figura 14, las longitudes de los segmentos I AF,FE y I satisfacen las

siguientes condiciones:

a+h o a-—b . . )
= : Al =—: " =FE = AN,

0 ;
2 2

donde a ¥ & seran los semiejes de la elipse. EI segmento AL, que gira alrededor del eje
fijo s1, forma los pares de rotacion & y ' con la semirrecta 843 y la corredera 3 que se
desliza a lo largo de la barra d de la corredera 4. Las semirrecta 5 se desliza en la
corredera cruciforme &; la semirrecta #0 con la barra d son perpendiculares; vy, la
corredera & se desliza a lo largo de la barra d de la corredera 4 que se desliza a su vez
en las guias fijas p — . Cuando el segmento /£ gira alrededor del punto /1, el punto £
de la corredera & describe la elipse g — a, cuyas ecuaciones paramétricas son:
X = arosg § ¥ = bsoig,

donde @ es el angulo formado por el eje A& con el eje Ax de la guia p— P Si a este
mecanismo principal se unen el segmento /i, que gira alrededor del eje fijo A, y el
segmento =i, que forma los pares de rotacién # v con el segmento A& y la
corredera & entonces, los puntos £ v & del segmento i se desplazaran a lo largo de
los ejes Ax y Ar y, por consiguiente, cualquier punto del segmento (+1* describird una

elipse.
2.2.2 Demostracion Matematica.

Tomando como base la figura 15 y 16 tenemos:
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Figura 15. Resalte de elementos importantes para la demostracion del elipsografo de
doble palancas y colisa de Kleiber

—
e
&4

m
w]

Figura 16. version geométrica del mecanismo del elipségrafo de doble palancas y colisa
de Kleiber

-
N

Sea el punto 11 de coordenadas I x, 3, un punto cualquiera sobre la curva, donde:
x=AH

_'!.-'=HU'
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Como

4AEG = «HED por ser opuestos por el vértice

AGAE = ADHE = W)°
Entonces, por el criterio de semejanza :1:4:

AGAE~-ADHE

De aqui:
AE  GE
HE  DE
AEDE = GE-HE (5)
Notemos que:
#I =R+ B
De aqui tenemos que:
EN =0 — PE (6)
Y como
o+ h
o2
" = E = AF
1 = a—b
T
Entonces, la ecuacion (6) nos queda:
. a+k a—b
o2 2
EDN=h @)

Del triangulo rectangulo L1 HE' tenemos que:
DE? = HE® + DH?

Pero como » = #'I} y sustituyendo la ecuacién (7) obtenemos
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= HE" + ¥
De donde:
HE = .,_.'1'.:'z — y (8)

Notemos que:
AE =x — HE 9)

Sustituyendo la ecuacion (8) en (9) obtenemos:

A =x— Jb —y* (10)
También notemos que:
GE =l +E
Y como ¥ = FE = AF y A = —  entonces, G —L'Iz " }
GE=a—20b (12)
Sustituyendo las ecuaciones (7), (8), (10) y (11) en la ecuacion (5), obtenemos:
(x = B =) b = (@ — 0),b? — p

Simplificando:

i _.Fz
—_ 4t = 1
a‘  h*

Que es la ecuacién general de una elipse con semiejes a y b, como se queria mostrar.

Esto es, el mecanismo de la figura 17 describe a una elipse.

2.2.3 Modelo virtual.
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Figura 17. Elipsografo de doble palancas y colisa de Kleiber (construido en
GeoGebra)

2.3.4 HOJA DE TRABAJO PARA LA MANIPULACION DEL ELIPSOGRAFO
DE PALANCA'Y COLISA DE KLEIBER

Instrucciones

A. Abre el archivo elipsografo104
B. En la construccién que se muestra mueve el punto C, observa y analiza el lugar
geométrico trazado por el punto D.

C. Responde las preguntas planteadas lo méas detallado posible, haciendo uso de la
construccion que se te muestra en Geogebra.

H Ve - . A B
D. Al hacer referencia a un segmento, escribelo de la siguiente forma. AB (*— )
E. Puedes elegir un sitio para colocar el origen del sistema de coordenadas.
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Construccion de Kleiber

L
1

punto mowilbla o

1. Mueve el punto C y observa los segmentos de la construccion.
Cuando moviste el punto C ¢Cudles fueron los segmentos que no cambiaron su

longitud durante el movimiento?

2. ¢Cuadles son los segmentos que cambiaron su longitud durante el movimiento?

3. Cuando moviste el punto C ;Qué longitudes de segmento son iguales?
4. Cuando moviste el punto C ;Qué figura trazo el punto D?

5. Modifica la longitud del segmento AC y coloca el segmento KD de tal manera que
sea igual que AC. Mueve después el punto C.
Al ser AC=KD ¢Que figura trazo6 el punto D? Puedes explicar ¢Por qué se forma?

6. Mueve el segmento AC y coloca el segmento KD a la mitad de la longitud de AC.
Mueve ahora el punto C.
Al medir KD la mitad de AC ;/Qué figura trazd el punto D? Puedes explicar ¢Por

qué se forma?

7. ¢Puede esta construccidn trazar otra curva diferente a las que mencionaste en las
preguntas anteriores?, dibuja cuales serian.

8. Traza una recta perpendicular a la recta EB que pasa por D y corta a AC en un punto
(nombra ese punto).
¢Como es el segmento del punto que nombraste a K con respecto al segmento KC?

¢Como lo puedes justificar?
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9. En la figura trazada por el punto D existen elementos que la conforman. El punto A
al punto que nombraste determina uno de ellos ;Qué nombre recibe este elemento?

10. La distancia AC determina otro elemento en la figura trazada por el punto D ¢ Qué
nombre recibe este elemento?

11. ¢ Que tipo de triangulo forman los puntos ACB?

12. ¢ Que trazo harias para formar un tridngulo donde el segmento del punto A al punto
gue nombraste sea semejante a uno de los lados del triangulo ABC? (ver anexo 1)

13. Escribe la proporcion de semejanza de los triangulos formados en el punto anterior.

14. Toma la igualdad de dos proporciones, en donde una de ellas este formada por %

donde AP es la distancia de A al punto que nombraste.
¢Puedes llegar a la ecuacion de la elipse con centro en el origen por medio de esta

proporcion?;Cémo lo harias?
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