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Resumen

El presente trabajo pretende presentar el tipo de demostracion que desarrollaron
algunos estudiantes en el espacio de formacion de Didactica de la Geometria del
Proyecto curricular Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematicas
(LEBEM) de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas (Bogota-Colombia) a
una situacion en el marco de la geometria euclidiana. Se hace necesario al momento de
someter la situacién planteada observar, estudiar y analizar el tipo de lenguaje de los
estudiantes en relacion a su utilizacién y apropiacion para llevar a cabo la
demostracion. En el trabajo se genera una reflexion y unas conclusiones acerca de la
utilizacion de los objetos matematicos para realizar la demostracion, el lenguaje y la
notacion como un mecanismo que permite validar un teorema.

1. Introduccion

Partiendo de una situacion, el trabajo desarrollado tiene la intencion de dar cuenta de
algunas competencias comunicativas en el area de matematicas de un grupo especifico
de estudiantes de LEBEM en el espacio de formacion Didactica de la geometria al
momento de efectuar una demostracion geométrica. Se realiza un analisis atendiendo a
algunas consideraciones del marco referencial que permitiran reflexionar y construir una
clasificacion formal del nivel de demostracion en el cual se encuentran los estudiantes
gue se tomaron para el estudio; asunto primordial a tratar dentro de las competencias

comunicativas de cualquier sujeto, pero ante todo de un profesor de matematicas.
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2. Marco de referencia

El marco referencial para el desarrollo de la propuesta esta relacionado con: desarrollo
de habilidades comunicativas, niveles de demostracion en el pensamiento espacial-
sistemas geométricos y procesos de visualizacion- argumentacion en geometria.

En primera instancia, se trabajard sobre los procesos de visualizacion — argumentacion
en el campo geométrico y posteriormente en los niveles de demostracién en geometria,

para finalmente articularlo con el desarrollo de habilidades comunicativas.

2.1 Visualizacion-argumentacion

La visualizacion permite realizar una accion de transformacion de un dibujo a una

imagen metal en donde se retienen los cambios y simplemente se observa un proceso;

Duval (2001) considera unas fases dentro del proceso de resolucion en donde se

plantean una serie de pasos que permiten trabajar la resolucion de problemas

geométricos desde la conexion entre visualizacion- argumentacion, los pasos a seguir
para realizar el proceso de visualizacion son los siguientes:

1. Lectura atenta: En donde se identifican interrogantes y datos.

2. Visualizacién: En donde se obtienen conclusiones de las representaciones de
acuerdo al nivel en el que el estudiante se encuentre (global, constitutivo u
operativo).

3. Traduccion: En donde se expresan los elementos del problema en términos
geométricos y se pasa de lo informal a lo formal.

4. Adquisicion de nueva informacion: En donde se retoman los datos y se busca
nueva informacion.

5. Implementacién: En donde se ponen en juego calculos y procedimientos.

6. Monitoreo y verificacion de la solucion: En donde se autorregula el proceso de

resolucion y se valida por completo la solucion.

2.2 Niveles de demostracion en la prueba
Ahora, de acuerdo con los niveles de las demostraciones es de vital importancia resaltar
lo planteado por Balacheff (2000), en tanto el transito de los estudiantes por los

procesos demostrativos-argumentativos, tienen en si mismos caracterizaciones que
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permiten identificar elementos para el analisis conceptual de las demostraciones. Estos
niveles responden a:

» Explicacion: Despejar razones, dar justificaciones a un teorema a partir de sus
conocimientos y racionalidad, organizar la informacion para dar la justificacion,
emplear un lenguaje natural, no es deductiva ni se apoya en la teoria, establece y
garantiza la validez de una proposicion de acuerdo a sus propias reglas de decision de la

verdad. Justificacion para si mismo, sin tener en cuenta a los otros ni a la comunidad.

» Prueba: Serie organizada de enunciados basados en unas reglas. La prueba se divide

en tres (3) categorias las cuales son:

v' Empiricismo ingenuo: Inductivo (casos particulares en busca de generalidad), por
verificacion, basado en algunos ejemplos. Casos particulares, por ejemplo darle
medidas a los angulos, apoyarse mucho desde lo grafico. Cadena de explicaciones

sin secuencia organizada. En este caso intenta organizar la informacion para otros.

v’ Experiencia crucial: Abductivo (razonamiento que permite llegar a una hipoétesis,
en este caso entre dos, siendo s6lo una verdadera). Con un experimento determina
una hipotesis para alguna consecuencia. Emplea un caso particular, especial para

verificar la validez.

v Ejemplo genérico: Desde un ejemplo particular pero cuya explicacion se puede
emplear para cualquier caso inductivo; emplea propiedades del objeto ejemplo.

Generaliza a partir de lo particular. Puede apoyarse en el dibujo.

» Experiencia mental: Un “ejemplo genérico generalizado”, con presencia de
teoremas en acto. Entre un ejemplo genérico y una demostracion. Utilizar argumentos
formales, algunos teoremas/axiomas, deduccién, no se apoya meramente desde lo
gréfico. No es demostracion porque no es rigurosa y no esta plenamente en una
axiomatica. Para llegar a demostracion: Saltar los argumentos de lo personal a lo

general (comunidad matematica), convencer y poner la afirmacion en una axiomatica.

» Demostracion: Cadena deductiva con estructura logica, lenguaje y simbologia

formal, axiomatica definida, no necesariamente debe ser explicita para el lector, sino
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valida. Debe convencer a la comunidad matematica y tener rigor (en relacion a la

organizacion).

2.3 Habilidades comunicativas

Por ultimo tenemos las habilidades comunicativas desde los planteamientos de Pérez
(2014), en tanto existen elementos de orden linguistico que permiten determinar
diferentes tipos de manipulaciones del lenguaje y la comunicacion.

De acuerdo con Canalé (1995; citado por Pérez, 2014) las competencias comunicativas

responden a los aspectos expuestos en la tabla 1.

Refiere al dominio del conocimiento lingiistico. La competencia
gramatical comprende el léxico; las reglas de la morfologia, la
sintaxis y la seméntica de la oracion gramatical y la fonologia.

Se encuentra relacionada con la adecuacion de las producciones
al contexto. La competencia sociolinguistica esta integrada por
las normas socioculturales que rigen el uso y las reglas del
discurso, lo cual permitird interpretar el significado social de los
enunciados.

Se refiere a los modos en que se combinan unidades
gramaticales para formar textos, hablados o escritos coherentes y
completos.

Se encuentra relacionada con el dominio de estrategias de
comunicacion verbal y no verbal que pueden suplir carencias y

lograr una comunicacion efectiva.

Tabla 1. Niveles de competencia y su referencia.
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Finalmente, se establece una relacion entre los elementos considerados en lo tedrico

con la demostracion en el marco del pensamiento geométrico. (Ver mapa 1).
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Mapa 1. Relacién entre los elementos del marco de referencia.

En el mapa presentado se parte de la demostracion en el marco de un problema en la
geometria en el que, para hacer analisis, necesita de dos (2) elementos los cuales son los
niveles de demostracion y los procesos de visualizacion, el primer elemento es
necesario porque permite mostrar cuél es el nivel de demostracion del estudiante y si
efectivamente desde lo contemplado por la teoria satisface las condiciones para
construir 0 no una demostracién con criterios formales. El segundo elemento como se
mostrd, es un proceso que permite dar cuenta de una secuencia organizada para realizar
la demostracion; es importante aclarar que esta secuencia no es lineal pero permite
manipular de manera mas optima lo dado en la afirmacion y las conjeturas generadas
para realizar la demostracion.

En la segunda parte del esquema, se hace claridad de que para la demostracion en el
marco de la geometria se necesita de habilidades comunicativas que finalmente
permitirdn dar coherencia, sentido y entendimiento de lo que se quiere demostrar y

compartir a la comunidad. Por ultimo, y aunque no es considerado pero tomado en las
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demostraciones es el concepto; asimilado desde lo propuesto por Vergnaud (1981)
desde los significados, significantes y utilizacion de teoremas en acto que tienen
relacion con la representacion utilizada y las invariantes dentro del problema, las cuales
se estan ligadas a la forma de abordar el problema y de interpretar la informacion del
mismao.

3. Desarrollo y resultados de la propuesta

Para el desarrollo de la situacion planteada se tomaron tres (3) demostraciones
realizadas por estudiantes de la Licenciatura en Educacion Bésica con Enfasis en
Mateméticas, en el espacio de formacion Did4ctica de la Geometria. A partir de estas
demostraciones, tomando como referencia los niveles de demostracion expuestos por
Balacheff (2000), se pretende analizar el lenguaje matematico implicito y explicito
dentro de las demostraciones ademas de su validez en aras de observar las competencias
comunicativas en futuros docentes de matematicas.

Situacion planteada
En la siguiente figura (ver figura 1), se sabe que:
PR LRQ,5T L RQ,5Q L P5.

Demuestre que:
LP= Q)

Figura 1. Cosntruccion dada en la situacion problema planteado

Con la situacién problema a disposicién y teniendo en cuenta que es demostrable, se
toman las demostraciones de los tres estudiantes y se realiza el respectivo analisis a

través de una tabla (ver anexos, tabla 2) en la que se consideran 2 aspectos; el primero
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refiere a la evidencia de la demostracion que realizd el estudiante y el segundo a las
inferencias que se pueden hacer de la demostracion y los constrastes con los elementos
considerados en el marco referencial. Por Gltimo, haciendo la aclaracion, en la tabla (ver
anexos, tabla 2) se denota el desarrollo de cada uno de los estudiantes a través de
colores; siendo el desarrollo de color verde el realizado por el estudiante 1, el desarrollo
de color amarillo realizado por el estudiante 2 y finalmente el desarrollo de color azul el

realizado por el estudiante 3.

4. Conclusiones

Con el &nimo de presentar generalidades respecto a la utilizacién del lenguaje vy el tipo
de elementos que intervienen en los procesos argumentativos, se hard de manera
concreta una reflexion respecto al tipo de desarrollos comunicativos que construyeron
algunos estudiantes de la LEBEM en el espacio de formacion de Didactica de la
Geometria para determinar una posible caracterizacion dptima de las demostraciones
matematicas y su relacién con la linguistica.

De esa manera tenemos que las competencias gramatical y sociolingistica se presentan
poco en las demostraciones en tanto las caracterizaciones de este tipo de competencias
no responden al tipo de acciones que llevan a cabo los estudiantes en el momento de
demostrar un teorema. La competencia sociolingliistica como esta descrita se presenta
unicamente en el tipo de reglas que se establecen en el lenguaje, pero si hablamos de
notacién, no es posible hablar con certeza de procesos sociolinglisticos.

Por otro lado tenemos que las competencias discursivas y estratégicas en si mismas
responden al tipo de desarrollos de los estudiantes puesto que:

e Se conforman estructuras gramaticales, con orden especifico y una interrelacion

I6gica de los elementos linglisticos.

e Se generan relaciones gramaticales para la conformacion de producciones escritas
que para el caso pretenden expresar algo y que esto sea entendible para otras

personas.

e Se requiere de la interpretacion de enunciados a través del entendimiento y la

coherencia que se le brinde al texto.
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e Se generan reglas discursivas y notaciones especificas las cuales son para el caso de
orden geométrico y visual. Estas son las que permiten construir informacién en

forma de conjeturas para demostrar la afirmacion inicial.

¢ Respecto a la matematizacion, las demostraciones que se presentaron dan muestra de
este proceso porque las demostraciones son presentadas desde diferentes perspectivas
en cuanto al abordaje, ademas el lenguaje y la notacién utilizada en éstas difieren.
Por otro lado, el modelo situacional es reconocible a nivel social porque la notacion

estd mediada y es entendible para la comunidad.

e Las formulas, esquemas visuales y representaciones muestran procesos de
matematizacién que estan asociados a la notacion porque el problema se pretende
que sea demostrado desde los aspectos matematicos y no desde la percepcion de la

realidad ya que ésta es simplemente visual.
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6. Anexos

Evidencias de la demostracion

Inferencias y tipo de demostracién desde lo
tedrico

Para iniciar con la demostracidn, el estudiante
parte de la construccién visual (ver figura 2) y
replica los datos dados (ver figura 3).

Figura 2. Construccion inicial de la estudiante
para la demostracion

Figura 3. Datos dados y desarrollo de la
demostracion

El estudiante también desde los visual aclara que
la demostracion la hard a partir de la
completacién de cuadrados pero no se evidencia
que lo haga porque solo termina siendo
mencionado.

Figura 4. Desarrollo de la demostracion

En la figura 3, el estudiante afirma que el angulo

A partir de las figuras, se puede inferir que el

proceso desarrollado por el estudiante 1 esta inmerso

en los siguientes momentos los cuales refieren a:

e Mostrar los elementos que le estd brindando el
problema.

e Ejecutar algunas transformaciones en la figura,
para dar respuesta a la situacion aunque
lingUisticamente empieza a redundar sobre los
datos dados.

e Construir conjeturas en base con la trasformacion
realizada y los datos del problema.

e Describir el proceso utilizando teoremas, ademas
de deducir informacion en relacion con los
angulos.

De acuerdo a las fases presentadas por Balacheff

(2000) esta solucion estd inmersa dentro de una

prueba, puesto que:

v'Es presentada mas alla de la explicacién puesto
que el resolutor escribe y organiza la informacion
para que la comunidad que la vea y la discuta
pueda validar el proceso.

v'Los enunciados estan organizados, son entendibles
y estan establecidos bajo unas reglas las cuales
refieren al tipo de lenguaje, conjeturas y también la
forma de hacerse entender, un ejemplo de lo
anterior es cuando el resolutor dice lo siguiente:

“Por el teorema de Euclides, podemos decir que el
cuadrilatero tiene 4 angulos iguales, todos son de
90°, en el cuadrilatero RPVA establecemos que su
diagonal es PV (...) teniendo claro esto sabemos que
el angulo 2K mide 90°y que &P y £V también y
como PV es diagonal del cuadrilatero, podemos
establecer que PV divide a ZF y &V en 2 angulos
iguales (por definicién de diagonal) (... ”).

v' Sigue siendo prueba y no puede ser demostracion
puesto que la axiomatica puesta en juego no es
clara.

El resolutor muestra que no tiene bien definida y
estructurada la axiomatica dado que enuncia el
teorema pero nunca aclara de manera explicita cual
es; menciona a Euclides y asume dicha axiomatica
pero ésta es trasgredida cuando se nombran medidas
en los angulos. Por ultimo, el lenguaje no es formal
ni contiene una secuencia l6gica de pasos.
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R es de 90° y empieza a dar una explicacion, pero
no termina demostrando que este angulo
finalmente mide 90°, ademas que este angulo esta
dado en la situacion puesto que inicialmente se

dijo que PR | R@. Linguisticamente no logra
empapar al lector de lo que él quiere dar a
interpretar, puesto que hacen falta argumentos
y/o utiliza argumentos impropios, que tienen
poco que ver o estan mal utilizados. Ademas,
redunda en sus conclusiones respecto a lo que ya
se encuentra dado.

Por los argumentos anteriores, se logra evidenciar
que el proceso llevado a cabo por el estudiante 1 esta
dentro de la fase de prueba, esta contiene unos tipos,
de acuerdo al nivel de generalidad que contiene; a
continuaciéon se mostrara dentro de cual tipo se
puede clasificar esta prueba.

Esta prueba se puede ver dentro del tipo de

empiricismo ingenuo porque:

e La validez de la “demostracion” se presenta para
unos casos particulares, y en lo realizado por el
resolutor se puede evidenciar la utilizacion de
medidas para los &ngulos.

e Las construcciones realizadas al principio de la
demostracion son meramente visuales puesto que
al trasformar la figura, deduce informacion en
relacion con la figura y al momento de
describirlas, la forma de hacerlo da muestra de que
se estd hablando sobre los datos.

I

e Cuando el resolutor afirma que “...el dngulo Q
mide 45°, con lo establecido anteriormente

podemos decir que &F = ZA{}” asegura validez
en la ‘“demostracion” tunicamente con el caso
particular.

e La utilizacién del lenguaje es en su mayoria
explicativo para el otro, ademas de ser un lenguaje
natural.

Esta prueba tiene aspectos del ejemplo genérico

porque:

e El nivel de deduccion es un poco mayor y el
resolutor logra crear una secuencia coherente y
entendible.

o A pesar de apoyarse con el gréfico y trasformar el
mismo, se logra ver que se deduce en base con las
transformaciones realizadas.

Por dltimo, esta prueba tiene un aspecto de
experiencia mental porque el estudiante logra
emplear teoremas en acto, aunque no explicita que
son importantes en cuanto le permiten construir su
cadena. En conclusién, se puede decir que la
“demostracion” esta dentro de la fase de la prueba de
Empiricismo ingenuo con aspectos de ejemplo
genérico y experiencia mental por lo mostrado en los
anteriores apartados.

Para iniciar con la demostracidn, el estudiante 2
parte de la figura y empieza a mencionar
propiedades que puede utilizar para realizar
conjeturas (ver figura 6).

Para realizar la comprobacidn, se ponen de antemano
los criterios expuestos por Balacheff (2000). Se
obtiene asi:

v"Una cadena deductiva con estructura légica.

v'Validez de lo que se quiere probar. (Veracidad de
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las afirmaciones).

v'Ciertas etapas de la demostracién pueden estar no
explicitas; el descubrirlas depende del lector.

v'Lenguaje y simbologia formal.
v'Entender desde una axiomatica.

v'Convencer a la comunidad matematica, mas que a
alguna otra comunidad especifica o a si mismo.

v'Rigor.

El estudiante toma lugar dentro del lenguaje y

El estudiante a través de lo que construyo logra | Simbologia formal ~dentro de la comunidad
con vifietas efectivamente demostrar que | Matematica con cierto rigor; no obstante, en
£P = 20, ademés hace uso de propiedades ocasiones su escritura se hace demasiado epr|C|taly

. - describe més de lo que probablemente se esperaria
como la semejanza y la congruencia. L

dentro de las vifietas. Hay que tener en cuenta

también que gran parte de toda su escritura hace
parte de la axiomatizacion que él quiere involucrar,
estableciendo asi propiedades y utilizdndolas de
acuerdo a como él lo ve necesario, ademas de
interponer algunos “subtitulos” dentro de la
demostracién tales como propiedades, muestras y
cosas para concretar, que hacen parte de la misma
axiomatica que él quiere utilizar.
En este sentido, efectivamente se satisface la cadena
deductiva con estructura Idgica, denotando lo
deductivo en base a afirmaciones generales, tomando
casos particulares, saliéndose de lo meramente visual
para establecer més argumentos generales con sus
principios (o “subtitulos”) presentes, sin asumir nada
mas alla de lo establecido, sino por el contrario,
deduciéndolo.
Finalizando, desde la idea de realizar la
demostracién para convencer a una comunidad
matematica, se ve que el estudiante intenta realizar
argumentos encadenados en aras de un completo
convencimiento de la comunidad. Esto se ve en gran
manera al involucrar, tanto su lenguaje formal como
la axiomatica que €l puso a prueba dentro de la
misma demostracion; no obstante, al final de la
demostracion el estudiante se equivoca al determinar
que los angulos son semejantes (los tridngulos son
semejantes, los dngulos son congruentes, mas no al
revés) y esto bloquea de una manera importante la
seriedad de la demostracion, por lo que el
convencimiento de la comunidad matematica se
veria desmoronado y por ende se perderia tal aspecto
para determinar el trabajo como una demostracion,
ademas de que al mantener este error se perderia la
validez de la argumentacién y también de la
demostracién ofrecida.

Figura 6. Extracto de la demostracion
desarrollada por el estudiante 2.

Finalmente, a través del uso de software
GeoGebra, el estudiante logra validar que la
afirmacion es demostrable y verdadera.

L
Figura 7. Construccion de la situacion donde se
evidencia que es demostrable.
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Figura 8: Demostracion desarrollada por el
estudiante 3.

En la figura 8, el estudiante empieza a desarrollar
la demostracion hablando de lo elementos con los
que cuenta (lo dado) y después empieza a generar
conjeturas en relacién a lo dado. Por ejemplo
habla de que tiene angulos rectos y puede a partir
de las figuras deducir que los triangulos que se
forman son congruentes, en este sentido, puede
hablar de la igualdad de los angulos y finalmente
concluir en lo que quiere concluir.

Lo desarrollado por el estudiante 3 se limita a dos
momentos, los cuales refieren a:

- Inferir informacion respecto a los datos que son
presentados inicialmente, en ese sentido da por
demostradas y validas las caracteristicas que
presenta la figura y a partir de ello trabaja en
mecanismos de transformacion.

- De acuerdo con lo que logra validar hace uso de
los datos para establecer diferentes relaciones entre
los mismos.

Respecto a las inferencias que se pueden sacar de la
demostracién y los contrastes con el marco
referencial planteado, se presentan los siguientes
aspectos

v’ El estudiante menciona algunas relaciones entre
los elementos presentados, pero no logra
construirlas de manera formal por lo que de
acuerdo a los niveles planteados por Balacheff
(2000) la demostracion presentada estd todavia
en un nivel de prueba.

v El estudiante logra construir y validar una
conjetura respecto a los datos presentados, pero
no hace uso de ésta para la demostracion de la
propiedad presentada en el enunciado.

v' Ejecuta un uso de propiedades de angulos,
paralelismo, congruencia y semejanza, que en
esencia no recaen en ningun tipo de solucion
formal en ese sentido son presentadas de manera
suelta.

Para concluir, se clasifica esta “demostracion” como
una prueba de Empiricismo ingenuo en tanto el
desarrollo presentado es inductivo, se hacen algunas
verificaciones de los datos presentados y en esencia
el estudiante usa primordialmente lo presentado
tanto en la representacion grafica como en el propio
teorema para la validacion de la hipotesis.

En relacién con los aspectos relacionados con la
competencia comunicativa para este caso se usa la
competencia discursiva en tanto logra hacer un
escrito de forma coherente, en el cual se lleva una
idea concreta de construccién dando una estructura
coherente a la demostracion.

Tabla 2. Organizacion de la informacion de la demostracion de cada uno de los estudiantes en la
gue se tiene en cuenta la evidencia y las inferencias junto con la relacion tedrica.
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