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Resumen. Hemos disefiado un sistema tutorial inteligente, Ilamado Resolutor de
Problemas Basado en Hipergrafos, que es capaz de supervisar la resolucion de
problemas verbales aritmético-algebraicos tomando el método cartesiano como modelo
de competencia. El programa a) admite resoluciones aritméticas y algebraicas; b)
permite el recurso a una o mas ecuaciones; y ¢) determina la validez de las expresiones
que se asocian a las cantidades atendiendo a las restricciones del problema. La
conjuncién de estas caracteristicas proporciona la flexibilidad necesaria para dar
cuenta de mdltiples posibles soluciones de un mismo problema. Ademas, el entorno
también permite afiadir nuevas colecciones de problemas, lo que posibilitaria su uso en
la ensefianza y aprendizaje de la resolucion de problemas verbales tanto en primaria
€omo en secundaria.

Palabras clave: sistema tutorial inteligente; problemas verbales; resolucion algebraica;
resolucion aritmética; ensefianza y aprendizaje asistidos por ordenador.

Abstract. We have designed an intelligent tutoring system, called Hypergraph Based
Problem Solver, which is capable of supervising arithmetic-algebraic word problem
solving by taking the cartesian method as a component of formal competence. This
software a) supports both arithmetic and algebraic solving; b) allows the use of one or
multiple equations; and c¢) determines the validity of the expressions associated with the
quantities attending to the problem’s restrictions. The combination of these features
provides the flexibility to account for multiple possible solutions to one problem. In
addition, the environment allows adding new problems to the repository. This makes it
specially suitable as a teaching and learning tool in primary and secondary school.

Key words: intelligent tutoring system; word problems; algebraic solving; arithmetical
solving; computer assisted learning and teaching.

% Esta investigacion se ha realizado dentro del proyecto EDU2009-10599 concedido por la
Direccién General de Investigacion Cientifica y Gestion del Plan Nacional [+D+l del Ministerio
de Educacion y Ciencia.
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ANTECEDENTES

El disefio de entornos informaticos para la ensefianza y aprendizaje de la resolucion de
problemas verbales ha sido un tema habitual de investigacién en la Matematica
Educativa. Algunos de estos programas pretenden sustituir el papel del profesor; otros
ofrecen entornos en los que el resolutor puede recurrir a distintos sistemas de
representacion o puede liberarse de tareas rutinarias como el calculo de operaciones
aritméticas. Entre los primeros se incluirian los sistemas expertos y los sistemas
tutoriales inteligentes (en adelante, STI) y podriamos citar como ejemplos AnimalWatch
(Beal y Arroyo, 2002) o MathCAL (Chang, Sung y Lin, 2006). Entre los segundos, se
encontrarian los programas de propdsito general y los bancos de trabajo y podriamos
citar como ejemplos Word Problem Assistant (Thompson, 1989), HERON (Reusser,
1993) y ANIMATE (Nathan, 1990) o el uso que se hace de las hojas electronicas de
calculo en la resolucion de problemas verbales (Arnau y Puig, 2005; Sutherland y
Rojano, 1993). Los entornos que pretenden sustituir el papel del profesor habitualmente
se centran en dos tareas: la tutorizacion del proceso de resolucién y la generacion de una
secuencia de problemas que se adapte a las caracteristicas de un estudiante.

Un ejemplo de STI que pretende tutorizar la resolucidon de un problema verbal seria
MathCAL (Chang, Sung y Lin, 2006). El programa organiza el proceso de resolucion
aritmética alrededor de las cuatro fases de trabajo propuestas por Polya (entender el
problema; concebir un plan; ejecutar el plan y revisar la solucién) para lo que se hace
pasar al usuario por cuatro interfaces distintas de manera secuencial. El resolutor genera
el plan a partir de una secuencia de pasos prealmacenada que, durante la ejecucion del
plan, se representara mediante un esquema en forma de arbol (similar al empleado en
otros entornos como Word Problem Assistant 0 HERON) que permitira expresar la
solucién del problema. EI programa es capaz de determinar la validez de la solucién y
de ofrecer una solucion correcta en caso que el usuario lo solicite.

El programa AnimalWatch (Beal y Arroyo, 2002) seria un ejemplo de STI que dirige la
atencion a determinar el modelo de estudiante y a proponer una secuencia de problemas
que se adapte a sus conocimientos matematicos. El programa plantea problemas sobre
animales en peligro de extincion (o0sos panda, ballenas, etc.) que deben resolverse de
manera aritmética y esta dirigido a estudiantes de Ultimos cursos de primaria y primeros
de secundaria. A diferencia de MathCAL, AnimalWatch pone el énfasis en el resultado
del problema, en lugar de hacerlo en el proceso de resolucién.

OBJETIVOS Y MARCO TEORICO

Los entornos interactivos de aprendizaje para la resolucion de problemas verbales que
se han disefiado hasta el momento han debido decidir entre permitir flexibilidad al
resolutor en sus decisiones y poder tutorizar sus acciones. Entre aquellos que
tutorizaban realmente el proceso de resolucion, la falta de flexibilidad se reflejaba en:
un problema se asocia a una solucion; una cantidad se asocia a una expresion; y cada
problema se asocia a unos mensajes de error.

Hemos construido un sistema tutorial inteligente que es capaz de supervisar la
resolucion de aquellos problemas verbales aritmético-algebraicos que puedan reducirse
a un conjunto de relaciones ternarias entre cantidades. Para dotarlo de flexibilidad en la
respuesta hemos exigido que el programa cumpliera la siguientes condiciones:
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= Independencia respecto al método de resolucion. El problema permite resolver
problemas de manera aritmética y de manera algebraica.

= Independencia respecto al uso de una 0 mas ecuaciones. Cuando se resuelve de
manera algebraica, es posible el uso de una 0 més letras y el consiguiente recurso a
una 0 mas ecuaciones.

= Independencia entre cantidad y su representacion. El programa no supone una
asignacion predeterminada entre una cantidad y su representacion, sino que
comprueba la validez de una expresion atendiendo a las restricciones del problema y
a las decisiones del resolutor.

= Independencia de funcionamiento del STI respecto del problema. La verificacion de
la validez de las expresiones matematicas que se introducen y los mensajes (basicos)
de error y ayuda que proporcionara el STI son independientes del problema concreto
que se esta resolviendo.

Como el programa pretende tutorizar la actuacion de sujetos reales cuando resuelven
problemas, su disefio se fundamentara sobre un modelo de competencia en la resolucion
de problemas verbales que le servira de referente. Hemos tomado como modelo de
competencia la division en pasos ideales del método cartesiano (en adelante, MC) que
describe las acciones de un sujeto ideal cuando resuelve un problema verbal de manera
algebraica (Filloy, Puig y Rojano, 2008; Puig, 2003). De manera resumida, los pasos del
MC, hasta el planteamiento de la ecuacion, son: 1) lectura analitica del problema; 2)
asignacion de letra (o letras) a una (o varias) cantidad conocida; 3) representacion del
resto de cantidades desconocidas; 4) construccion de la ecuacion (o de tantas ecuaciones
como letras se empleen). Tomar el MC como modelo de competencia también nos
permite tutorizar la resolucion aritmética de problemas, ya que, desde un punto de vista
algoritmico (es decir, dejando de lado los procesos cognitivos y centrandonos en las
acciones que se realizan), podriamos decir que la resolucién aritmética es un caso
particular de la resolucion mediante el MC en el que sélo se ejecutan los pasos primero
y tercero.

EL FUNCIONAMIENTO DEL TUTOR

A continuacion, ofreceremos ejemplos del funcionamiento del programa, cuando se
resuelven los problemas Conejos y gallinas y Camisas y pantalones, que pondran de
manifiesto cdmo se han integrado las distintas exigencias en un entorno informatico.

Conejos y gallinas

En una granja, entre gallinas y conejos hay 20 cabezas y 52 patas. ¢Cuéntos conejos
y cuéntas gallinas hay en la granja?

Camisas y pantalones

En las rebajas compré tres camisas y dos pantalones por 95 €. Recuerdo que el precio
de un pantalon era de 25 €. ;Cual era el precio de cada camisa?

Podemos resumir los pasos segundo y tercero del MC como la definiciéon de las
cantidades que participaran en la resolucion del problema. La definicion de una cantidad
conocida exigird la asignacion de un valor numérico; mientras que la definicion de una
cantidad desconocida supondra la asignacion de una letra o de una expresion que
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materialice una relacion que tiene esta cantidad con otras cantidades. Atendiendo a esto,
una vez se selecciona un problema, el programa (ver Figura 2) muestra el enunciado y
Unicamente da al resolutor la posibilidad de pulsar el botén Definir nueva cantidad.

Una vez se acciona el boton, se activa el panel de declaracién de cantidades, el usuario
debe seleccionar el nombre de una cantidad de las que aparecen en un menu desplegable
(ver Figura 3) y elegir entre tres posibles acciones: Asignar nimero; Asignar letra o
Asignar expresion. Estas tres opciones responderian, respectivamente, a: dar un valor a
una cantidad conocida, asignar una letra a una cantidad desconocida y asignar una
expresion aritmética o algebraica a una cantidad desconocida. En caso que la asignacién
fuera incorrecta, el programa muestra un mensaje de error (ver Figura 3). Una vez se
define una cantidad de manera correcta, se representa el nombre de la cantidad y la
expresién que se le ha asociado en el cuadro Cantidades definidas (ver Figura 4).

En una granja, entre gallinas y conejos hay 20 cabezas y 52 patas. ;Cudntos conejos y cuantas gallinas hay en

la granja?
L _ _ _ _ _ _ _ _ __ — — _ — — _ _ — _ _ __ ——————— =
Lugar que ocupara el Lugar que ocupara el
Panel de declaracion de cantidades Panel de construccion de ecuaciones

Definir nueva cantidad
Figura 2

Definir nueva cantidad:

@ Asignar nimero 4
() Asignar letra

() Asignar expresion

niimero de patas de cada gallina =]

El valor 4 no se correponde con el niimero de patas de cada gallina

7

Aceptar ) Cancelar

Figura 3

El usuario elige el orden en que declara las cantidades a las que se asigna un nimero o
una letra y tiene libertar para decidir a qué cantidad desconocida asignara una letra y el
namero de letras que va a emplear. Asi, por ejemplo, en la Figura 4, tras haber declarado
que la cantidad conocida nimero de patas de cada conejo vale 4, se asigna la letrax a la
cantidad desconocida nimero de gallinas cuando alin quedan cantidades conocidas por
declarar.
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Cantidades definidas:

i —> nimero de patas de cada conejo

Definir nueva cantidad:
() Asignar nimero
@ Asignar letra X
() Asignar expresion

nimero de gallinas (=)

Aceptar ) ( Cancelar

Figura 4

La definicién de una cantidad a la que se le asigna una expresién aritmética o algebraica
supone recurrir a una relacién en la que aparece esta cantidad y exige que se hayan
definido previamente las otras cantidades que participan en la relacion. Asi, si se declara
la cantidad numeros de conejos basandose en el hecho de que la suma del nimero de
conejos y de gallinas es igual al nmero de animales, deberan definirse previamente las
cantidades nimero de gallinas y nimero de cabezas. Cuando se elige la opcién Asignar
expresion, el programa genera unos botones (ver Figura 6) que representan los signos de
las cuatro operaciones basicas y la expresion de las distintas cantidades declaradas hasta
el momento. En la Figura 5, se muestra la secuencia de botones que es necesario pulsar
para asignar la expresion 20 — x a la cantidad namero de conejos.

20 ( - v X )

Figura 5

Para recordar a qué cantidad corresponde cada expresion se puede consultar la ventana
en la que aparecen las cantidades que ya se han declarado. Ademas cuando se sitta el
cursor sobre uno de los botones que representa una cantidad, aparece un globo de ayuda
con el nombre de la cantidad (ver Figura 6).
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Cantidades definidas:

1 -> numero de patas de cada conejo
x -> nimero de gallinas
20 -> nimero de cabezas

+ A £ - N € = A £ 7

4 Y () (o

nimero de gallinas

Definir nueva cantidad:
() Asignar nimero
() Asignar letra
@ Asignar expresion = (20-x

nimero de conejos 3]

Aceptar ( Cancelar

Figura 6

El programa gestiona la necesidad de utilizar paréntesis en el proceso de construccion
de las expresiones para que, de esta forma, el usuario pueda centrarse en el proceso de
resolucién y no deba preocuparse de las dificultades propias del uso del lenguaje
algebraico®. Asi, por ejemplo, mientras se construye la expresién para la cantidad
nimero de patas de todos los conejos, el programa (ver Figura 7) no pone 4 entre
paréntesis; pero sf, 20 — x.

Definir nueva cantidad

() Asignar nimera

() Asignar letra
@ Asignar expresion = 4'(20-x)

| namero de patas de todos los conejos (22

Aceptar 3 Cancelar

Figura 7

Cuando se hayan declarado todas cantidades necesarias para resolver el problema (lo
que supondria haber concluido el paso tercero del MC), el programa activaré el panel de
construccion de ecuaciones. La construccién de una ecuacion supondra la asignacion de
una nueva expresion a una cantidad a la que se le habia asignado otra previamente. Por
esta razon, el término izquierdo de la ecuacién se obtendra del listado de expresiones
construidas que apareceran en un menu desplegable; mientras que el término derecho
supondré la construccién, mediante los botones, de una expresion que dara cuenta de la

% De acuerdo con Filloy, Puig y Rojano (2008), la competencia en la resolucion algebraica de
problemas verbales aritmético-algebraicos depende béasicamente de tres componentes: la
competencia en el lenguaje natural en el que esta escrito el enunciado; la competencia en el
lenguaje del algebra en el que se representara la ecuacion y la competencia en el proceso de
conversion del texto expresado en lenguaje natural a lenguaje algebraico. Al tomar la decision
de permitir que el programa gestione la necesidad del uso de paréntesis, estamos soslayando
la exigencia de la competencia en el lenguaje del algebra. Somos conscientes de que esta
competencia serd necesaria si queremos que los estudiantes puedan utilizar de manera
auténoma el MC; pero al reducir esta exigencia, pretendemos que puedan centrar su atencion
en el proceso de conversion del enunciado del problema al lenguaje del algebra.”
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relacion que queda por emplear®’. Una vez se introduce la ecuacion, el programa
comprueba su validez y proporciona, en su caso, un mensaje en el que informa que el
planteamiento es correcto.

En el caso que nos ocupa (ver Figura 8), inicamente queda por emplearse la relacion que
establece que el nimero de patas (52) es igual a nimero de patas de todos los conejos
(4(20 - x)) mas nimero de patas de todas las gallinas (2x). Asi, si tomamos la decisién
de escribir de dos formas distintas la cantidad nimero de patas de todas las gallinas,
construiriamos la ecuacion 2x = 52 — 4(20 — x).

En una granja, entre gallinas y conejos hay 20 cabezas y 52 patas. ;Cuantos conejos y cuantas gallinas hay en
la granja?

Cantidades definidas:

T => numers de Patas de €ada conejo
x => nimero de gallinas E
|

20 -> numero de cabezas

20-x  -> nimero de conejos

47(20-x)-> mimero de patas de tedos los conejes
52 -> numero de patas

2 -> numero de patas de cada gallina
2%x -> nimero de patas de todas las gallinas

[(2*x 8= [(52)-(4(20-x)) ( Borrar ) ( Aceptar )
Figura 8

El programa también acepta planteamiento de sistemas de ecuaciones cuando se
resuelven problemas de manera algebraica. Para ello, no se no necesita dar ninguna
instruccion, ni es necesario introducir una nueva informacién sobre el problema,
sencillamente se debe asignar mas de una letra en el proceso de definicién de
cantidades. En la Figura 9, se muestra el instante en que, en una nueva resolucién del
problema Conejos y gallinas, se asigna la letra y a la cantidad nimero de gallinas
después de haber asignado la letra x a la cantidad nimero de conejos.

 La dificultad para expresar una misma cantidad de dos maneras diferentes cuando se
construye una ecuacion es inherente a la resolucién algebraica de problemas. No podemos
decir que el entorno ayude a evitar esta dificultad, pero si que hace explicita la necesidad de
igualar una expresion existente de una cantidad (la que aparece en el menu desplegable a la
izquierda del signo igual) con una nueva expresion de esta cantidad (que se debera construir
en el cuadro de texto situado a la derecha del signo igual) obtenida al emplear una relacion que
no se habia utilizado en el paso 3 del MC.
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Cantidades definidas:

i —> nimero de patas de cada conejo
2 -> nimero de patas de cada gallina
52 -> numero de patas

20 -> numero de cabezas

x -> nimero de conejos

Definir nueva cantidad:

() Asignar nimero

@ Asignar letra ¥
() Asignar expresion

| niimero de gallinas ]

Aceptar C Cancelar )]

Figura 9

En este caso, cuando finaliza la definicion de cantidades, el programa crea espacio para
la construccion de dos ecuaciones y supervisa su construccién (ver Figura 10).

Cantidades definidas:

+ ) - ) * %
It -> nimero de patas de cada conejo v / !

2 -> nimero de patas de cada gallinma 1 ~ N \ N
[s2 -> nimero de patas X 52 4 2%y
20 -> nimero de cabezas | = = =
= -> nimero de conejos | Y ( Y - Y ¢
v -> nimero de gallinas ! 2 4 — / 47 4 Y
|arx -> nimero de patas de todos los conejos s
2ry -> nimero de patas de todas las gallinas k

562 = 2'y+4"x

20 =x+y

Planteamiento correcto

Figura 10

Si las caracteristicas del problema lo permiten, el programa también es capaz de
verificar una resolucion aritmética. En este caso, el usuario se limitara a declarar las
cantidades conocidas y a construir expresiones aritméticas para calcular las cantidades
desconocidas. En la Figura 11, se ofrece el instante de la resolucién aritmética del
problema Camisas y pantalones en el que se construye la expresion que determinara la
cantidad precio de una camisa (aquélla por la que se pregunta en el enunciado).
Conviene sefialar que hemos decidido mostrar las expresiones aritméticas sin evaluar
para hacer explicito el funcionamiento del programa.
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Cantidades definidas:

3 -> nimero de camisas

2 -> numero de pantalones

25 -> precio de un pantalén

|2572 > precio de todos los pantalones
95 -> dinere gastado

|95-2572 -> precio de todas las camisas

3 Y (€ 2 ¥ € 25 Y C 252 )
s e

95 95-25°2 )

Definir nueva cantidad:

() Asignar nimero

() Asignar letra

@ Asignar expresion = |(95-25'2)/3

precio de una camisa H

Aceptar Cancelar

Figura 11

Sin embargo, el hecho de que realicemos una lectura aritmética de un problema no
supone que no podamos resolverlo siguiendo los pasos del MC. Por ejemplo, si para la
lectura anterior del problema Camisas y pantalones, asignamos la letra x a la cantidad
precio de una camisa, el problema también calificaria de correcto el planteamiento de la
ecuacion 95 = 3x + 2:25 (ver Figura 12).
Cantidades definidas: =
95 -> dinero gastado ! )\ ! s
O T e Cx ) (= m ) (7%
= e | i | e T |
2%25 -> precic de todos los pantalones
3%x -> precic de todas las camisas

95 = 3"x+2°25

Planteamiento correcto

Figura 12
A MODO DE CONCLUSION

El recurso al método cartesiano como modelo de competencia nos ha permitido
construir un STI que examina la resolucién de problemas verbales y es flexible respecto
al método de resolucion a emplear y la asignacion de expresiones a las cantidades
desconocidas. El entorno admite el recurso a soluciones aritméticas y algebraicas y
permite la incorporacion de nuevas colecciones de problemas. En consecuencia, podria
ser posible utilizar el programa como un instrumento para el aprendizaje de la
resolucion de problemas en los niveles de primaria y secundaria. Por otro lado, también
podemos suponer que un estudiante minimamente instruido en su uso podra aprovechar
las caracteristicas del tutorizacién del programa sin la presencia de un tutor humano.

A diferencia de otros entornos disefiados con intenciones similares, hemos construido
un STI que es flexible con las decisiones del resolutor y tutoriza de manera detallada el
proceso de resolucién. Esto nos permitira en un futuro incorporar al entorno la
posibilidad de hacer un diagnostico fino de las dificultades de un estudiante para
proponer una secuencia de problemas que se adapte a sus posibilidades.
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