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Resumo

A Matemaética € uma das ciéncias mais antigas desenvolvidas pela humanidade, e ao contrario
do que muitos imaginam, ela é dindmica e passivel de experimentacdo. Eis que o grande
desafio de hoje é desmistificar a ideia de que ela € uma ciéncia pronta e estatica, na qual s se
apresentam problemas ja associados as suas solugbes. Assim, pensando a respeito dessas
questdes e de conceitos que por vezes sdo tratados como 6bvios e/ou triviais, buscamos refletir
sobre a natureza dos numeros reais. Para isso, usamos a Historia da Matematica como aporte
de investigacdo. Esta abordagem oportunizou a reconstrucdo histérica dos problemas que
giravam em torno das propriedades destes numeros, permitindo-nos compreender as situacfes
gue levaram a definir e/ou postular determinadas teorias/conjecturas. Acreditamos que a
compreensdo precisa deste conjunto contribui no entendimento de outros conceitos, uma vez
que os reais estdo na base de muitas estruturas matematicas. Para orientar esta investigacao,
exploramos o enigmatico nimero Pi e, a partir de uma abordagem histérica sintetizada acerca
dele, apresentamos a configuracdo dos nimeros reais ao longo da Historia da Matematica e
sua importancia para os delineamentos tomados por esta ciéncia ao longo dos tempos.

Um namero chamado Pi

Se perguntarmos ‘O que € o numero Pi?’, acreditamos que muitas pessoas responderiam
que € o numero (constante) dado pela razdo do comprimento de uma circunferéncia pelo
seu didmetro. Muitos ainda acrescentariam que o nimero Pi é um nimero irracional.

De fato, mesmo concordando com eles levantamos um questionamento: ‘Sera,
realmente, que a razdo do comprimento de qualquer circunferéncia pelo seu diametro é
constante?” Quantos estudantes ja tiveram a oportunidade e/ou a curiosidade de
‘experimentar’ se a razdo mencionada acima € constante? Ou ainda, se a constante
definida pela razdo entre uma circunferéncia e o seu didmetro é a mesma definida pela
razao entre a area de uma circunferéncia e o quadrado de seu raio?

Quando investigamos este tipo de questdo e damos a oportunidade aos nossos alunos de
redescobrirem estes fatos, fomentamos o seu gosto pela pesquisa, pois agugamos o seu
espirito cientifico e instigamos a curiosidade deles.

Ademais, a razdo mencionada acima é constante e isto ja foi apresentado no Livro XII

dos Elementos (cf. Euclides 2009), onde a Proposi¢do 2 informa que “os circulos estdo
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entre si como 0s quadrados sobre os diametros” (p. 528) e, ainda, a Proposi¢ao 18 diz
que “as esferas estdo entre si em uma razao tripla da dos proprios diametros™ (p. 561).
Com relacdo ao Pi, da mesma forma que ndo podemos afirmar com precisao qual foi o
primeiro povo que fez Matematica, ou equivalentemente, quando ela surgiu, também
ndo podemos atribuir para uma unica civilizagdo a descoberta de que para qualquer
circunferéncia a razdo de seu comprimento por seu diametro é constante. Talvez um dos
primeiros registros conhecidos que traz uma aproximacado para 0 numero Pi seja 0
Papiro de Ahmes ou Papiro de Rhind (cf. Boyer, 1996, p. 12).

Este papiro, de aproximadamente 1600 a.C., apresenta receitas para alguns problemas
matematicos do povo egipcio, e neste documento, o problema 48 sugere que o nimero
Pi seja aproximado por 4(8/9)%. Este valor era obtido comparando-se a area de um
circulo (de didmetro 9) com a area de um octégono, cujo lado mede um terco do
didmetro (Figura 1). Outro valor que os egipcios adotavam para 0 nimero Pi era 3 1/6

ou aproximadamente 3,16 (cf. Contador, 2006, p. 253).

Figura 1: Area do circulo - Papiro de Ahmes.

Esta problemética do numero Pi é tdo antiga que até mesmo a Biblia faz referéncia ao
que hoje chamamos de Pi no Livro dos Reis, I, 7:23 e em Cronicas, 1l, 4:2, tal que:
“Hiram fez ainda o Mar, todo de metal fundido, com cinco metros de diametro. Era
redondo, tinha dois metros e meio de altura, e sua circunferéncia tinha quinze metros”
(p. 374). Note que “o Mar de Bronze era um grande reservatorio de agua, necessario
para as purificagdes rituais e a limpeza do templo” (Biblia Sagrada, 1998, p. 374).

Ja os babilonicos (1800-1600 a.C.) aproximavam o valor de Pi por 3 1/8 (valor
encontrado em problemas registrados em tabelas de argila. Cf. Contador, 2006, p. 253),
distintamente dos registros encontrados no vale mesopotamico, onde o valor de Pi era 3.
Segundo Struik (1989, p. 66) os chineses aproximavam o numero Pi, quando observado
no célculo da area do circulo, pelo numero 3. Mas, outras estimativas sdo apresentadas
na obra Chui-Chang Suan-Shu (ou Nove Capitulos sobre a Arte Matematica), composto

por volta de 250 a.C. Nela, Pi é aproximado por “3,14 usando um poligono regular de
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96 lados e a aproximacgdo de 3,14159 considerando um poligono de 3.072 lados”
(Boyer, 1996, p. 138). Outra aproximacao de Pi dada pelos chineses e historicamente
relevante € 355/113, que é correta até a sexta casa decimal. Conforme Eves (2004, p.
142), este valor foi encontrado pelo chinés Tsu Ch’ung-chih (~480 d.C.).

Quando nos reportamos a histéria do Pi ndo podemos deixar de mencionar 0 home de
Arquimedes (~287-212 a.C.). Ele € considerado um dos maiores pensadores de todos 0s
tempos, com grandes contribuicdes tanto para a Matematica quanto para a Fisica. Em
um dos seus trabalhos, ele apresentou um método, o Principio da Alavanca ou Lei da
Alavanca, que possibilitou avancar significativamente no calculo de areas e volumes
(quadratura da parabola, volume da esfera). Ele também abordou diversos problemas,
como por exemplo, a trisseccdo do angulo, o estudo da esfera e do cilindro, os
problemas astronémicos e hidrostaticos e a medida do circulo que possibilitou,
consequentemente, obtermos uma estimativa para o niamero Pi.

Para calcular uma aproximacdo para Pi, Arquimedes trabalhou com poligonos inscritos
e circunscritos em uma circunferéncia, tal que “comecando com o hexagono regular
inscrito, ele calculou os perimetros dos poligonos obtidos dobrando-se sucessivamente o
numero de lados até chegar a noventa e seis lados” (Boyer, 1996, p. 86).

O grande mérito no trabalho de Arquimedes reside no fato de ele ndo tentar apresentar o
valor exato de Pi, mas somente um limite inferior e um superior para esta constante.
Para Contador (2006), “o método de Arquimedes é 0 Unico matematicamente correto e

foi com certeza a primeira tentativa cientifica de buscar um valor para Pi” (p. 265).

0 sl

Através do seu respectivo método, Arquimedes encontrou a aproximacao MTRKR :
Assim, Arquimedes introduz novas técnicas de resolugdo de problemas com uma
abordagem inovadora para a época (uma descrigdo detalhada sobre este método pode ser
obtida em Garbi, 2009, p. 83).

Hoje, com a representacdo numerica indo-arabica, com o desenvolvimento de varios
algoritmos para calculos bésicos (divisdo, multiplicacdo, radiciacdo) e com o auxilio de
uma simples calculadora, facilmente chegamos aos valores estabelecidos por
Arquimedes. Um dos méritos deste pensador reside no fato dele obter boas estimativas
para Pi com as poucas ferramentas que tinha ao seu dispor.

Arquimedes também utilizou o método da dupla reducédo ao absurdo para calcular a area
do circulo, que provou ser igual a area do triangulo retangulo que tém como base o

comprimento da circunferéncia e como altura o raio do circulo (cf. Garbi, 2009, p. 81).

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 1947



&

UII r I RFM Montevideo, Uruguay
s il Wi 3

Ene 16 al 20 de setiembre de 2013

Com isto, Arquimedes pdde inferir que se o comprimento da circunferéncia € 2zfr, a sua

4rea é zr* (Figura 2), estabelecendo-se a igualdade entre as raz6es mencionadas acima.

Ac = area do circulo At = area do tridngulo

Ac = At

L= comprimento da circunferéncia

Figura 2: Areas da circunferéncia e do triangulo exploradas por Arquimedes.

Esta constante (cf. cronologias para o Pi em Contador, 2006, p. 265; e Eves, 2004, p.
143), que foi por muitos e diferentes povos investigada, sé se consagrou com o simbolo
da letra grega z quando Euler (1707-1783) a publicou em sua obra Introductio, em
1748. O simbolo x foi usado pela primeira vez pelo inglés William Jones (1675-1749),
conforme Struik (1989, p. 94).

O Pi, de certa forma, também foi responsavel pela introducdo de novos procedimentos
de investigacdo matematica, através da apresentacdo da primeira expressao analitica

dada pelo francés Francois Viéte (1540-1603). Ele formulou que:

2\/111\/11111\/?
B Sty e iy P P TPy Lo Sy P B
r V22 2V2\2 " 2V2" 212

Mais do que uma forma de representar =, esta expressao reforca o surgimento de uma
nova técnica na Matematica, onde nocdes aritméticas, algébricas e trigonométricas se
fundem cada vez mais em expressdes analiticas. Ainda segundo Struik (1989, p. 151), o
uso de letras para representar nimeros esporadicamente era uma pratica muito antiga,
mas até o surgimento de Viéte ndo se costumava fazer manipulacGes algébricas de
simbolos nem eram empregados coeficientes literais para representar classes genéricas.

Este foi o periodo em gue a técnica computacional atingiu novos niveis e, por fim,
comegou a ultrapassar as realizagbes do mundo islamico. Viéte desenvolveu os
trabalhos de Arquimedes e encontrou 7z [...] como um produto infinito. [...]. O
desenvolvimento da técnica foi um resultado do aperfeicoamento da notacéo.
(Struik, 1989, p. 151).

Apesar de toda a sofisticacdo que a Matematica ja possuia, ainda necessitou-se de mais
de um século para que um contemporaneo de Viete, o francés J. H. Lambert (1728-
1777), em 1761 provasse que x é realmente um ndmero irracional. Lambert se apoiou

na teoria das fungdes continuas para obter a sua demonstracdo. Outras demonstracGes

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 1948



&

VII rIRFM Montevideo, Unuguay
v 1] WiWw 3

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

em linguagem moderna foram apresentadas e uma prova razoavelmente simples pode
ser obtida na obra de Figueiredo (2002, p. 9).

Provando-se, por fim, a irracionalidade do numero =z e observando que mesmo nos
registros mais antigos o r ja era investigado, surge-nos um novo questionamento, por

que a demora em se provar que 0 nimero © € um numero irracional, ao contrério, por

exemplo, do ndmero /2, que ja no tempo de Pitagoras (~586-500 a.C.) se conhecia a
sua incomensurabilidade com uma unidade pré-fixada? Esta questdo esta intimamente
relacionada com a natureza dos nameros reais e sera abordada, juntamente com outros

topicos, na sequéncia.

Explorando a reta real

As primeiras no¢Bes que nos sdo apresentadas sobre os conjuntos numéricos fazem
referéncia ao conjunto dos nimeros naturais, inteiros, racionais e irracionais, e, ainda,
que o conjunto dos numeros reais engloba, de forma ndo disjunta, todos os demais.

Quando solicitamos exemplos de numeros racionais e irracionais, quase 100% das

1,f,j,ﬁ,w,zﬁ,z/zm,a_f,ﬂ.

N |

respostas apontam nimeros como
Estes valores surgem porque s&o muito mais representativos do que outros racionais e
irracionais, como por exemplo, a fracdo (2507)/(4562) ou o namero de Euler escrito
como e = limp_. (1+1/n)".

Esta nocéo elementar que foi apresentada estabelece diferentes categorias para 0s
conjuntos numéricos, entretanto, além da periodicidade, o que mais diferencia os
racionais do conjunto dos irracionais? Quem contribuiu imensamente para a
compreensdo desta questdo foi o matematico G. Cantor (1845-1918) com a sua teoria
sobre os diferentes tipos de infinito. Cantor provou que apesar de ambos o0s conjuntos
dos naturais e dos reais serem infinitos, a poténcia de seus infinitos é distinta.

Segundo Vilela (2005), “George Cantor, com sua teoria dos nimeros transfinitos, néo
apenas mostrou que era possivel analisar sem nenhuma contradicdo este conceito, mas
ainda provaram que existem varios tipos de infinito diferentes - alguns maiores, outros
menores” (p. 75).

Cantor afirmava que conjuntos sdo numericamente iguais se existe uma correspondéncia
biunivoca entre seus elementos, caso contrario, um deles serd maior do que o outro.

Alem disso, foi ele quem definiu o conceito de enumerabilidade. De fato, dizemos que
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um conjunto é enumeravel se possui uma correspondéncia biunivoca com o conjunto
dos naturais ou for finito. Caso contrério, ele é dito ndo enumeravel (cf. Lima, 2000).
Como o0s racionais sd80 enumeraveis e 0S reais Sa0 ndo enumeraveis, temos,
consequentemente, que a ndo enumerabilidade é uma caracteristica/propriedade dos
numeros irracionais. Portanto, sob a reta real existem significativamente mais nimeros
irracionais do que racionais. Grosseiramente falando, quem da o preenchimento, o peso
a reta real, sdo os irracionais.

Estas observacOes nos auxiliam a compreender 0s reais, mas ndo nos ajudam a
responder a questdo anteriormente formulada: Por que a demora em se provar que Pi é
um numero irracional?

A resposta mais Obvia € que necessitou-se de mais ferramentas matematicas para
realizar tal feito, e também, necessitou-se explorar melhor o conjunto dos ndmeros
reais. Colocamos isto porque, apesar de conhecermos 0s nimeros reais, concordarmos
gue os irracionais sdo ndo enumeraveis e, portanto, representam a grande maioria do

conjunto dos reais, sendo ainda possivel demonstrar que todos os numeros da forma

p:iair\/B; a,b ¢ N e similares, formam um conjunto enumeravel. Observe que

entendemos por similares o conjunto dos nimeros da forma gq=a+./p, com p descrito

anteriormente. Assim, quase todos 0os nimeros irracionais que lembramos e trabalhamos
representam a infima parte dos numeros reais, uma vez que também sdo enumeraveis.
Neste caso, quem s&o 0s irracionais que sobraram para compor o conjunto dos reais e
que representam, em poténcia de infinito, uma quantidade significativamente superior?
Os nimeros e e fazem parte deste conjunto?

Euler ja havia demonstrado que e e e® sdo irracionais e, segundo Garbi (2007), ele
percebeu nisto um fato curioso:

Enquanto a v2 elevada a qualquer expoente par torna-se um nimero racional, as
poténcias racionais de e continuam a ser irracionais. Parecia que a irracionalidade
de e era mais ‘profunda’ do que a de V2 [...]. Estes indicios sugeriam, portanto, que
0s nimeros chamados reais poderiam estar divididos em duas categorias: 0s que
sd0 e 0s que ndo sao raizes de equacOes polinomiais de coeficientes inteiros. (p.
193).

Assim, na tentativa de responder ao questionamento acima, notamos que necessitou-se
de outros conceitos matematicos, a saber, o dos nimeros algébricos e transcendentes.

n n-1 —
Qualquer solucio de uma equacio polinomial da forma 2X +@aX" " +..+8X+8, =0

onde os coeficientes aj sdo inteiros, € chamado de um numero algébrico. Logo, um
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namero « € algébrico se existe uma equacdo polinomial com coeficientes inteiros da
qual o seja raiz. Da definicdo observamos que todo numero racional p/q é algébrico, ja
que é raiz da equacdo gx — p = 0. Um numero é transcendente quando néo € algébrico.

E possivel mostrar que o conjunto dos nimeros algébricos é enumeravel (cf. Figueiredo,

2002), e mais, além dos racionais, todos 0s nimeros irracionais da forma v2, 3, Y12
etc., também sdo enumeraveis, ja que sao algébricos. Uma consequéncia deste teorema é
que o conjunto dos numeros transcendentes é ndo vazio e ndo enumeravel.

A natureza distinta do nimero 7 e do ndmero e nos indica que eles sdo numeros
transcendentes, mas somente em 1873 o matematico francés C. Hermite (1822-1901)
demonstrou que e elevado a qualquer numero algébrico continua a ser transcendente (cf.
Struik, 1989, p. 287). Inspirado na obra de Hermite, em 1882, F. Lindemann (1852-
1939) provou de forma muito elegante que ztambém é um nimero transcendente.

A importancia de se conhecer mais exemplos de nimeros transcendentes (além de e e de
7) levou David Hilbert (1862-1943) a propor se 2" era transcendente ou algébrico
como a 7% questdo, numa lista com 23 problemas, apresentada no 2° Congresso
Internacional de Matematica, realizado em Paris no ano de 1900. Esta lista ditou o0 rumo
para as novas pesquisas em Matematica.

Entretanto, somente em 1929, Siegel provou que 2" é transcendente. Porém, foi
Gelfond e Schneider que, em 1934 e 1935, respectivamente, e independentemente,
generalizaram a questdo, ou seja, provaram que: “Sejam o € £ numeros algébricos (reais
ou complexos). Se a # 0 e a # I e § ndo for um nimero racional (real), entdo o é
transcendente”.

Dessa forma, nos resta aceitar que o conjunto de ‘peso’ da reta real é formado pelo

conjunto dos numeros transcendentes, ou seja, pelos ndmeros da forma

ﬂ,e,Zﬁ,eﬁ,etc.

Concluséo

Procuramos evidenciar neste texto um levantamento histérico da Matematica como uma
diretriz para a apresentacdo e investigacao de resultados, ou seja, como uma aliada no
estudo dos problemas (e das solucdes) que giram em torno das propriedades dos reais.
Além disso, desejamos instigar a curiosidade sobre questdes matematicas que

aparentemente sdo triviais, e mostrar que para se fazer ciéncia, a investigacao e a quebra
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de tabus s&o fundamentais, principalmente quando associadas a pré-concepgdes sobre a
facilidade ou dificuldade de se compreender determinados conceitos.

Assim, esperamos que a Matematica seja entendida como uma ciéncia em construcéo,
que necessitou de um longo tempo para fundamentar suas bases e aperfeicoar seus
métodos. Compreender esta caminhada histdrica é o primeiro passo para partilhar de
uma educacdo de melhor qualidade.

Por fim, acreditamos que mesmos conceitos aparentemente simples podem conter uma
implicancia de significados complexos e que a beleza da Matematica esta na curiosidade
de buscar mais esclarecimentos e mais compreensdes. Este também é um dos papéis

desta ciéncia: o de agucar os sentidos e fazer querer saber mais, o de olhar além.
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