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INTRODUCCION

La actividad matematica se encuentra en el corazon de toda enseflanza de las cien-
cias, en general, y en la de las matematicas, en particular. Es a la vez un instrumento de
motivacion de los alumnos, un medio de contextualizar los conceptos estudiados y de
hacer la conexion con otras materias escolares, y concebida por diferentes estatus: en-
sefantes, pedagogos, autores de manuales escolares e investigadores en didactica de las
matematicas. Se dirige a un publico variado y puede ser entendida de varias formas.

La investigacion en educacion matematica ha centrado, desde hace tiempo, su aten-
cion en el disefio de actividades basado en la Resolucién de Problemas (RdP) concer-
nientes a situaciones reales con el convencimiento de obtener una mayor garantia del
aprendizaje matematico por parte de nuestros estudiantes.

Con esta nueva seccion se quiere poner de manifiesto como la vida real, y no tan
real, nos ofrece bellos ejemplos de reflexion para que el matematico pueda realizar cual-
quier trabajo susceptible de ser modelado. Con el estudio de casos queremos conseguir
motivar al profesorado de los diferentes niveles la necesidad de afrontar una ensefianza
problematizada y modelizada de las matematicas. Se propondran como ejercicios o acti-
vidades de clase aquellas que sean verdaderos problemas o situaciones problematicas en
las que haremos un estudio de las estrategias y alternativas para su resolucion. Ademas
en cada niimero se plantearan varios ejercicios para que el lector interesado pueda utili-
zarlos como recurso didactico en el aula cuyas soluciones apareceran en el siguiente nli-
mero al de su publicacion. Una situacion problemadtica atractiva para el alumno puede ser
mas valiosa que una docena de ejercicios formales o problemas rutinarios. Los referentes
que iremos exponiendo en cada numero serviran para la motivacion para el profesorado,
y por ende al alumno, y la funcionalidad y utilidad del contenido matematico. Presenta-
remos varias situaciones que corresponden a diferentes niveles de ensefianza, y se deja al
lector la opcion de usarlo en el nivel que estime oportuno pero siempre con la filosofia de
base del gran matematico Félix Klein: enseriar matematicas elementales desde el punto
de vista superior. Hay muchos dominios matematicos, en cuanto a RdP se refiere, casi
inexplorados en la Ensefianza Primaria y/o Secundaria que, organizados de una manera
original y creativa, permitirian el disefio de actividades del aula enriquecedoras. Muchos
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de estos dominios pueden ser planificados de manera que puedan transformarse en po-
tentes generadores de importantes competencias, no s6lo matematicas, sino de caracter
transversal: teoria de numeros, teoria de grafos y optimizacion, teoria del caos, topolo-
gia, tratamiento de la Informacion, teoria de cddigos y criptografia , modelos matémati-
cos fractales, ...

iDe esta manera, pretendemos hacer realidad en el alumno el Sapere Aude (atrévete
a saber) en Matematicas!

Como no podia ser de otra manera comencemos con explicar que significa Sapere
Aude. Es una expresion del latin, que indica «atrévete a saber»; también suele interpre-
tarse como «ten el valor de usar tu propia razoén». Su divulgacion se debe a Immanuel
Kant, en su ensayo ;Qué es la Ilustracion?, aunque parece que su uso original se da en
la Epistola II de Horacio del Epistularum liber primus:

Dimidium facti qui coepit habet: sapere aude (Quien ha comenzado, s6lo ha hecho
la mitad: atrévete a saber).

La frase fue acufiada por Horacio en el siglo I a. C., y fue encontrada en una carta a
su amigo Lolius. Tiene muchas traducciones pero, en el contexto de la carta (en la cual
habla sobre los multiples mecanismos que Ulises, en su regreso de Troya, usé para supe-
rar todas las pruebas con que se enfrentd) se puede entender como «tener el valor de usar
tu habilidad para pensar». Otros la traducen como «atreverse a pensar.

Con esta seccion pretendemos, humildemente, realizar una actividad tan importante,
como la de introducirnos en el campo de la resolucion de problemas (RdP) a toda per-
sona, desde el convencimiento: ;debe usar su valor, su conocimiento como lo usaba el
héroe mitologico Ulises?

SAPERE AUDE, GEOMETRiA

La Geometria, ademas de un conjunto de definiciones y formulas para el calculo de
superficies y volumenes, consiste, sobre todo, en describir y analizar propiedades y rela-
ciones, y en clasificar y razonar sobre formas y estructuras geométricas. El aprendizaje
de la geometria debe ofrecer continuas oportunidades para construir, dibujar, realizar
modelos, medir o clasificar de acuerdo con criterios libremente elegidos. Su estudio
ofrece excelentes oportunidades de establecer relaciones con otros ambitos, como la na-
turaleza o el mundo del arte, que no deberia quedar al margen de atencion.

Situacion 1

Teorema de Ptolomeo y Teorema de Pitagoras

El teorema de Pitagoras es abordado y se presenta por primera vez en las clases de 2°
de ESO, y se aplica segun la necesidad, en clases de ciclos superiores. Es entonces nece-
sario que los métodos desarrollados para justificar este teorema se inscriban en el cuadro
de las competencias que deban ser asimiladas por los alumnos de estas clases.
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El Teorema de Pitagoras es
de los que cuentan con un mayor
nimero de demostraciones dife-
rentes, utilizando métodos muy
diversos. Una de las causas de
esto es que en la Edad Media
se exigia una nueva demostra-
cion del teorema para alcanzar
el grado de Magister mathe-
seos. Algunos autores proponen
hasta més de mil demostracio-
nes. Otros autores, como el ma-
tematico estadounidense E. S.
Loomis, catalogd 367 pruebas B A
diferentes en su libro de 1927
The Pythagorean Proposition.
En ese mismo libro, Loomis
clasificaria las demostraciones
en cuatro grandes grupos: las Figura 1. Teorema de Ptolomeo y Pitdgoras.
algebraicas, donde se relacio-
nan los lados y segmentos del tridngulo; geométricas o puzzles, en las que se realizan
comparaciones de areas; dinamicas a través de las propiedades de fuerza, masa; y las
cuaternionicas, mediante el uso de vectores. Estas demostraciones pueden ser directa-
mente explotadas en clase de 2° de ESO puesto que las competencias-saber descomponer
las superficies, su recombinacion, calculo de areas, etc.- puestas en evidencia para de-
mostrar el teorema son supuestamente adquiridas por los alumnos en las clases. Existen
otras demostraciones utilizando métodos que excede el cuadro de competencias de estas
clases (salvo las clases de bachillerato, qué tampoco). La demostracién que propongo es
un ejemplo de lo que se afirma. Con seguridad que existe ya esta demostracion pero la
bibliografia que he consultado hasta el momento no he encontrado ninguna referencia. A
pesar de su importancia, no puede ser explotada en estas clases puesto que tenemos que
hacer uso del Teorema de Ptolomeo (jdesgraciadamente muy poco conocido en los dife-
rentes niveles de nuestro sistema educativo!) que sobrepasa el cuadro de saberes ya en-
contrados por los alumnos de este nivel. Presentamos una demostracion del teorema de
Pitagoras rapida y sencilla.

Consideremos un rectangulo ABCD inscrito en un circulo

Aplicando el teorema de Ptolomeo al rectingulo ABCD: En un cuadrilatero convexo
inscrito en un circulo, el producto de las diagonales es igual a la suma de los productos
de los lados opuestos, se tiene:

AC. BD=AB.CD+AD.BC
Las propiedades del rectangulo utilizadas en nuestro caso: AD=BC, AB=CD, y como

las diagonales son iguales AC=BD nos lleva a la siguiente relacion que es el teorema de
Pitagoras en el tridangulo ABC:
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Figura 2. Teorema de las
cuerdas secantes y Pitagoras.

AC. AC=AB.AB+BC.BC AC?= AB*+B(?

Concluimos diciendo que el sapere aude aqui nos permitiria una explotacion en clase
que nos parece necesaria en los ideas innovadoras que utilizan competencias y conoci-
mientos realmente adquiridos por lo alumnos a la finalizacion de los estudios anteriores.
A nuestro juicio debemos proponer ideas originales para demostrar de otra manera que
ciertos resultados son extremadamente formadores desde un punto de vista cientifico.

Situacion 2

Teorema de las cuerdas secantes y el teorema de Pitagoras

Esta es una demostracion reciente de (A. Wajnberg de la Universidad Libre de Bru-
xelas). Consideremos un circulo circunscrito al tridngulo rectdngulo ABC donde el radio
R es igual a la mitad de la hipotenusa

En la figura, DE es el diametro perpendicular al lado AC, y F y G son respectivamente
los puntos medios de los catetos AC y AB.

En virtud del teorema de de las cuerdas secantes: Cuando dos cuerdas se cortan en
un circulo, el producto de las medidas de los segmentos de una de ellas es igual al pro-
ducto de los segmentos de la otra, se tiene que
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AF. FC=DF.FE=(DO-FO).(FO+OE) = (b/2).(b/2)= (a/2-¢/2)(c/2+a/2) =
b%/4=(a/2)*-(c/2)*=a%/4-c*/4 = a’/4=b*/4+c?/4 =
a%/4= (b’>+c?/4
Se deduce que
a2= b2+c2

NOTA: Estas demostraciones pueden ser directamente explotadas en clase de 2° de
ESO puesto que las competencias-saber descomponer las superficies, su recombinacion,
calculo de areas, etc.- puestas en evidencia para demostrar el teorema son supuestamente
adquiridas por los alumnos en las clases. Existen muchas otras demostraciones utili-

zando métodos que excede el cuadro de competencias de estas clases (jsalvo las clases
de bachillerato, qué tampoco!).

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS

Fuera del campo de la Fisica, en Matematicas algunos pro-
cesos repetitivos dan lugar a resultados que ya no varian en
sucesivas iteraciones. Esto permite presentar dichos procesos
como efectos de pseudomentalismo con nimeros. Asi como
un agujero negro es un cuerpo con una gravedad tan fuerte
que nada puede escapar de ¢€l, ni siquiera la luz, también exis-
ten niumeros que atraen a otros al efectuar ciertas operaciones.
Los numeros son increibles, tienen ciertas propiedades que nos
asombran (o incluso que “nos engafian”), pero todo tiene una
explicacion.

Figura 3. Dattatreya
Ramachandra
Kaprekar (1905— 1986)
(http://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/~history/

El nimero 6174 es conocido como la Constante de Kapre-  Biographies/Kaprekar.
kar en honor de su descubridor el matematico indio Kaprekar. html).

Naci6 en Dahanu, cerca de Bombay. Se interes6 por los
numeros siendo muy pequeiio. Desde 1930 hasta su jubilacion en 1962, trabajé como
profesor de escuela en Devlali, India. Kaprekar descubrio muchas propiedades interesan-
tes en la teoria recreativa de niimeros

Consideremos el nimero 6174, reordenemos sus digitos para construir con ellos el
mayor nimero posible; es decir, coloquémoslo en orden decreciente. Reordenémoslo
también para construimos el menor niimero posible y restemos.

Situacion 3

Agujero negro numérico: el niumero curioso 6174
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Obtenemos asi:
7641-1467=6174 que es el numero con el que empezamos.
Consideremos otro numero por ejemplo 4959. Obtenemos,
9954-4599=5355

Hasta aqui no parece que haya sucedido nada interesante. Hagamos lo mismo con la
diferencia 5355

5553-3555=1998.
Nada especial. Seguimos con 1998:

9981-1899=8082
8820-0288=8532
8532-2358=6174.

jOtra vez el dichoso niimero!

Con respecto a este problema, surgen las siguientes preguntas:

[ Siempre sera asi? ;Habra restricciones al problema?

Las respuestas a estos dos interrogantes las comenzara a vislumbrar el estudiante
al notar que esto siempre ocurre, con la inica condicién que los cuatro digitos no sean
iguales.

A medida que el estudiante se introduzca en la resolucion del problema, pueden sur-
gir interrogantes como el siguiente: si ello siempre ocurre, ;cudl es el niimero maximo
de restas necesarias para obtener el niumero 6174?

Dado cualquier entero de cuatro digitos, ;se puede saber cuantos pasos son necesa-
rios para obtener el 61747

Las respuestas a estos interrogantes las dan las siguientes afirmaciones, que se de-
mostraran a continuacion.

* 1. Siempre es posible llegar al 6174.

e 2. El nimero maximo de pasos es siete.

* 3. El ntimero de pasos esta determinado por la relacion entre los digitos y no por

la forma de ellos.

Todos los nimeros de cuatro cifras, ordenadas de mayor a menor, se van a agrupar en
algunas de las formas siguientes:
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9-9,9-8,...,9-0;
8-8, 8-7,....,8-0;
7-7, 7-6,...,7-0;
6-6, 6-5,...,6-0;
5-5, 5-4,...,5-0
4-4,4-3,...,4-0;
3-3,3-2,...,3-0;

2-2,2-1, 2-0;

1-1,1-0.

En estas agrupaciones, el numero 6872 es de la forma 4-1, donde 4 es la diferencia
entre 6 y 2; 1 es la diferencia entre 8 y 7.

El nimero 8651 es de la forma 7- 1, donde 7 es la diferencia entre 8 y 1; 1 es la dife-
rencia entre 6 y 5.

En general, un entero pgrs es de la forma x-y, si se cumple que

P-5=X, g-r=y

ordenados sus digitos de mayor a menor.

Se demostrara enseguida la siguiente afirmacion: Todo nimero pgrs conduce al 6174
en un so6lo paso si y solo si es de la forma 6 -2.

En efecto, sea pgrs ese numero. Si es de la forma 6 - 2, entonces se cumple:

p-s=6; s=p-6
q-r=2 ;r=q-2

Escribiéndolo en potencias de 10 de mayor a menor y luego de menor a mayor y res-
tando, y sustituyendo se tiene:

pqrs-srqp=1000p+100g+10r+s-(1000s+100r+10qg+p)=
1000p+100g+10(q-2)+(p-6)-[1000(p-6)+100(q-2)+10q+p]=

10 p+ 10°q+10(g-2)+(p-6)- [10°(p-6)+10°(q-2)+10q+p]=

10°p+10°q+10g-20+p-6-[10°p-6.10°+10°q-2.10°+10q+p]=

10°p+10°q+10q-20+p-6-10p+6.10°-10°q+2.10>-10g-p=

6.10°+2.10°-20-6=6.10°+174=6.10°+1.10°+7.10+4

que corresponde a la escritura en base 10 del ntimero 6174.

De otra parte, sea pqrs con p=¢=>r>s tal que

pqrs-srqp=6174
Necesariamente, p=>s , porque si p=s los cuatro digitos serian iguales.
Como p>s, y s-p=4, necesariamente se debe cumplir que p-s=6.

Necesariamente, g>r porque si g=r como se esta “llevando 17, luego r-¢ = 9. Esto no
es posible.
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Luego como r-g=7 y se esta “lle-
vando 17 se sigue que g-r=2.
De las condiciones

p-s=6
q-r=2

Se concluye que el nlimero es de la
forma 6 - 2. Numeros de esta forma son
8532; 9863; 6420...

A pesar de que el nimero de pasos
necesarios para obtener el 6174 depende
de la relacion entre los digitos, es bueno
aclarar que a partir del primer paso se
obtiene un numero completamente
determinado.

Asi dos numeros de la forma 4-2,
como son 9865 y 7753, dan como re-
sultado después del primer paso, el nu-
mero 4176.

Dos nimeros de la forma 8-4, como
son 8400 y 9621, dan como resultado,
después del primer paso, el nimero 8352.

Después de resuelto este interesante
problema, siguen otras preguntas como
las siguientes:

(Qué ocurre si el entero es de 2,3, 5, 6
0 cualquier otra cantidad de digitos?

Es decir, en estos otros casos ;qué entero juega el papel que cumple 61747

(Ocurre lo mismo si el niimero se escribe en cualquier otra base diferente de la base 10?

Con estas cuestiones en el aire se puede trabajar dando lugar a nuevos e interesantes
problemas de aritmética.

Fig. 4. Tridngulo isosceles.

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS

Propuesta 1

La ensefianza de la geometria en primaria y secundaria nos pone frecuentemente ante
una situacion paradodjica: permite el enunciado de problemas elementales, facilmente
comprensible, pero la solucion, aunque utilizando solo las herramientas de su nivel, re-
sulta muy dificil de encontrar.
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De Geometria elemental, un ejerci-
cio muy abierto

Sea ABC un triangulo isosceles
con dngulo A=20°. Se traza el seg-
mento BE y CD con dangulos de 60° y |
50°, respectivamente en la base BC,
seguin aparece en la figura. Calcular

los angulos en CDE y DEB, segun
aparece la figura

Propuesta 2

Figura 5. Distribucion de habitaciones en el
En general, cualquier situacion Hotel de la Meca.
que pueda ser problematizada o mo-
delizada matematicamente lleva asociada actividades susceptibles de descomponerse en
términos de algoritmos. Es decir, tomar conciencia del aspecto algoritmico de ciertas
actividades donde el control no pasa por el significado, si no por la correccion de su
desarrollo.

De decision del uso de algoritmos: Hotel en la Meca

Actualmente se construye el hotel Abraj Kudai, en Manafia, zona central de La Meca,
en Arabia Saudita, el cual sera el mas grande del mundo y requerird de un inversion de 3.6
mil millones, el cual se prevé serd inaugurado para el afio 2017. El gran podio de 45 pisos
de altura y 10.000 habitaciones, estilo fortaleza, serd coronado por 12 torres de 10 pisos.
También contara con 70 restaurantes, cuatro helipuertos, una estacion de autobuses, pa-
tios de comida, un centro comercial y un centro de convenciones y estacionamientos.

Las habitaciones se enumeran en forma de caracol 1,2,3,4,5,6, 7, ....... ,10000. A par-

tir del algoritmo anexo construido en forma caracol infinito se trata de:

a) Encontrar la formula recurrente que permita conocer todos los numeros de las
habitaciones situadas sobre la diagonal donde figuran los nimeros escritos en
fondo rojo.

b) ¢Son todos primos los nimeros que aparecen en la diagonal?

NOTA: La respuesta pueden enviarla a:la direccion electronica: sapereaudethales@
gmail.com
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