&

VII rIRFM Montevideo, Unuguay
v 1] WiWw 3

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

MODELADO MATEMATICO PARA LA OBTENCION DEL COEFICIENTE
DE ATENUACION DE LA ONDA RAYLEIGH

Nora Iris Pugliese — Elina Ortega
noriris@gmail.com — elinaortega@sinectis.com.ar
Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de San Juan. Argentina

Modalidad: CB

Nivel educativo: Terciario-Universitario

Tema: La resolucion de problemas como herramienta para la modelizacién matematica
Palabras clave: Atenuacion, onda Rayleigh, dispersion

Resumen

El estudio del coeficiente de atenuacion de las ondas sismicas es importante,
principalmente por los siguientes motivos: Por una parte da la informacion necesaria
para efectuar las correcciones oportunas en una descripcion del movimiento del suelo
al paso de las ondas generadas por los terremotos. Por otra parte, da informacion
acerca de la distribucion de los valores del factor intrinseco de atenuacion de la
corteza y el manto superior. En el presente trabajo se efectda el modelado matematico
para obtener el coeficiente de atenuacion de la onda Rayleigh debido al proceso de
dispersion de la onda sobre una superficie bidimensional aleatoriamente rugosa. Se
deduce la ecuacion integral matricial de borde, la cual describe el campo de la onda
esparcida, y mediante la técnica de aproximacion del campo medio se llega a la
ecuacién matricial para la propagacién media de la onda Rayleigh. El coeficiente de
atenuacion de la onda Rayleigh se obtiene como la parte imaginaria de la correccion
para el nimero de onda. Finalmente se grafican las dependencias del coeficiente de
atenuacion con la frecuencia para una funcion de correlacion Gaussiana.

1. Introduccion

La dispersion de ondas en superficies rugosas se aplica en diversas areas de la Fisica
para responder a necesidades practicas. En particular, en este trabajo se analiza la
dispersion de la onda Rayleigh sobre una superficie bidimensional aleatoriamente
rugosa. Con el objetivo de encontrar el coeficiente de atenuacion de la onda Rayleigh
debido a su dispersion, se formula el planteo matemético del problema para la
propagacion de la onda en un medio elastico semi-infinito, limitado por una superficie
con rugosidades aleatorias libre de tensiones, definida por z = n(X,y). Se supone que las
alturas de las rugosidades son pequefias en comparacion con la longitud de onda.

2. Planteo Matematico

Las ecuaciones de onda se pueden escribir en términos de los potenciales escalar y

vectorial como:
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Teniendo en cuenta las siguientes condiciones de borde:

c.. N. =0
hl | 2= y)

Donde ﬁ=(nx,ny,nz) es un vector unitario normal a la superficie.

Expresando las ecuaciones de borde en funcion de las componentes del tensor de
tensiones, se tiene:

Oy Ny + Oy Ny + 0,,N, = 0

SIU + oywhy+ o,,N, = 0

o, + Oy + 0,,n, = 0

3. Expansion del Campo de la Onda Transversal

El desplazamiento total se representa como una suma de la componente longitudinal
mas la componente transversal:

=1, +0

S

Donde T =grade y g =roty
Para resolver el problema es conveniente expandir la componente transversal en dos

partes: la polarizacion vertical y horizontal del vector desplazamiento U
U =

-
s = Ugy + Ugy

Donde Ty, =rot(0,0,vg,) y T, =rot rot (0,0, Vg, )

Asi la representacion del vector potencial es:
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Se obtienen las siguientes ecuaciones escalares que describen la propagacion de la onda

en términos de los potenciales @, ysu, Wsy.
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4. Ecuacion Matricial Integral de Borde

Bajo la suposicion de que las alturas de las rugosidades son pequefias en comparacion
con la longitud de onda, se aplica la teoria de perturbacion expandiendo las ecuaciones
de borde en Series de Taylor, en una vecindad de la superficie.

Luego de aplicar Transformadas de Fourier a las variables x e y en las ecuaciones de

borde expandidas, éstas se expresan en la siguiente forma matricial:

L, (K5 = L (k. K3(K) (4.1)
Donde:

G
(k)= wvsv(K)
vsH®

[ (k k) = Idk;( .[dk'yn(k'x,k'y)l”_l(k k)
Siendo:
L’;(R,ﬁ) el operador matricial integral que contiene en su integrando al factor aleatorio.

L, (k) el operador matricial algebraico.
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5. Aproximacion del Campo Medio
La aproximacion del campo medio es una técnica especial la cual permite obtener una
ecuacion aproximada para la propagacién media de la onda Rayleigh.

A partir de la ecuacion de borde en términos del operador integral (4.1), y expandiendo
el campo total como la suma del campo medio mas el campo aleatorio: ¢=(¢) + ¢’ se

obtiene la ecuacion integral matricial para el campo medio de la onda Rayleigh:
- 2 - ~ A o = A = A = . -
{Lo(k) + 2 I dik' WK )L (K, )2 ()L (K, k)}<(p(k)> -0 (5.1)
T

Donde:
Idﬁe_iQ(k_k')W(a) =W(k-k') es el espectro de Fourier de la funcion de correlaciony o es

la amplitud de rugosidad.

6. Atenuacion de la Onda Rayleigh

Se realiza el siguiente andlisis para encontrar la correccion para el nimero de onda de la
onda Rayleigh debida a su multiple dispersién sobre la superficie rugosa.

La ecuacion integral matricial para el campo medio (5.1) es una ecuacion homogénea

que tiene soluciones no triviales cuando:
det[Lo(E) +o°L? *(E)J= 0 (6.1)
Para pequefias rugosidades la ecuacion (6.1) se puede escribir:

Loz dett™ + 62(L033M + L5 det L°°)= 0 (6.2)

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 2959



&

En forma completa la ecuacion (6.2) tiene la forma:
2
L9, (k) det [OO(IZ)+%IdIZW(IZ')(L§3(IZ)M (K,K')+ L2, (K, k) det £°°(|Z))=o (6.3)

Luego de expandir (6.3) en series de Taylor, la expresion para la correccién para el

numero de onda es:

_ - N VIS
Sk, = = [ jde(k)%
adet[% (k) det(®(kp — k)
ok k=K

Otra expresion para la correccion para el nimero de ondas es abordada en el sistema de

coordenadas cilindricas:

(ke ky) = (k,0)

- % I7n? M(kg k ,0)
Sk ° J‘d(pJ‘kde(k
T detLOO(‘ K]
ok keke
~ . 2/ 2 4
Ky =270 2z x [ dgke (PW (ke )M (Kq. K (9), 0)
adet L°(k) bt
s oK ‘k s

El coeficiente de atenuacidn es la parte imaginaria de la correccion para el nimero de

onda.

26°In

- dok k , k., k ,
o (@) = WJ ok (W (ke (). OIM(Kg. K (9).0)

Las dependencias del coeficiente de atenuacion de la frecuencia debido al proceso de
dispersion de onda Rayleigh a onda Rayleigh para una funcion de correlacién Gaussiana

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 2960

FM Montevideo, Unuguay
] 16 al 20 de setiembre de 2013

(0] =



&

vll {!EFM Montevideo, Unuguay

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

isotropica con diferentes longitudes de correlacion se muestran en la figura 1. Es posible

observar dos dominios con diferentes conductas: a bajas frecuencias el comportamiento

responde a la ley o', pero para frecuencias mas altas estas conductas cambian a

lineales.
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Fig.1

Las dependencias del coeficiente de atenuacion de la frecuencia debidas al proceso de
dispersion de onda Rayleigh hacia onda Rayleigh para una funcion de correlacion
Gaussiana anisotropica, se muestra en la figura 2, para diferentes orientaciones de los
ejes de anisotropia relativas a la direccién de propagacion de la onda Rayleigh. Es
posible observar una conducta no mondtona del coeficiente de atenuacion para
pequefios angulos, la cual comienza a desaparecer con el incremento del angulo de
incidencia 'y aparece nuevamente cuando la onda Rayleigh se propaga

perpendicularmente a la direccién de anisotropia.
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7. Conclusiones

La dispersion de la onda Rayleigh sobre una superficie bidimensional con rugosidades
aleatorias es importante en diferentes aplicaciones fisicas.

El planteo matematico del problema se formuld para encontrar el coeficiente de
atenuacion de la onda Rayleigh debido al proceso de dispersion de la onda sobre una
superficie 2D con rugosidades aleatorias.

La solucion del problema se obtiene en el marco de la teoria de perturbacion bajo la
suposicion de que las alturas de las rugosidades son pequefias en comparacién con la
longitud de onda. Se deduce la ecuacion matricial integral de borde, la cual describe el
campo de la onda esparcida.

Con la aplicacion de la técnica de aproximacion del campo medio se obtiene la ecuacion
matricial aproximada para la propagacion media de la onda Rayleigh.

Se estudia en detalle el coeficiente de atenuacion siendo los resultados numéricos Utiles
para entender los procesos fisicos de la dispersién de la onda Rayleigh sobre una
superficie bidimensional aleatoriamente rugosa.

Desde un punto de vista didactico, el problema presentado en este trabajo de
investigacion, permite a los alumnos avanzados entender las propiedades y aplicaciones
practicas de las ondas superficiales, en particular de las ondas Rayleigh, combinando los
conocimientos previos de las técnicas de calculo y la teoria de propagacion de ondas

para la obtencion de la solucion.
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