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Resumen: En este trabajo se trata el tema general de la generacion de argumentos
plausibles y demostraciones a partir de la simulacion y la exploracion geométrica que
proporcionan programas como “The Geometer's Sketchpad”, Cabri y GeoGebra. Se
presentan argumentos obtenidos de tal manera para la demostracion del Teorema de
Euler de los nueve puntos y la descripcion de los lugares geométricos de cevianas con-
currentes en un triangulo inscrito en una circunferencia, uno de cuyos vértices asume
posiciones variables sobre tal circunferencia.

Nuestro andlisis del problema de las cevianas concurrentes parte de una demostracion
del teorema de Ceva que se presta para la descripcion de condiciones necesarias que
llevan a lugares geométricos que son imdagenes homotéticas de la circunferencia que
contiene los veértices del triangulo. Un caso especial es del baricentro de un triangulo
inscrito en una circunferencia. Ademads, se describen los lugares geométricos de otros
puntos notables que también son puntos de interseccion de cevianas concurrentes de
triangulos inscritos en circunferencias pero que no son circunferencias. Entre tales pun-
tos se encuentran el incentro, el ortocentro y el punto de Gergonne.

Palabras clave: Geometria, Geometria dinamica, Resolucion de problemas, Lugares
geométricos.
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INTRODUCCION

Todos sabemos que a partir desde la década que se inicia en el 1980, afio en que se
comienzan a popularizar los programas de exploracion geométrica como el “Geometer’s
Sketchpad” y el Cabri, la didactica de la geometria no ha sido la misma. Algunos do-
centes han sido extremadamente optimistas con las posibilidades de estos programas de
exploracion geométrica, a los cuales, hoy se suman alrededor de una veintena de otros
programas del mismo tipo. Con el transcurrir del tiempo hemos visto que tales programas
se emplean de forma mas “agresiva” en la didactica de la Geometria. Entre tales recursos
figura de forma prominente, claro estd, el programa de nueva generacion “GeoGebra”.

Es de imaginar que el entusiasmo que hoy dia compartimos muchos docentes con las
posibilidades didacticas de estos programas, a veces descritos como ejemplos de ambien-
tes artificiales para la exploracion geométrica, también fue caracteristico de otras tecno-
logias que en su momento fueron de avanzada, e igualmente prometedoras. Algunas de
tales tecnologias son las asociadas a la television, y a la produccion y reproduccion de
casetes y discos Opticos, y claro estd, la computadora. Muchas de estas tecnologias han
desaparecido o se han transformado dramaticamente, y aunque hoy no descartamos del
todo las posibilidades didacticas de las tecnologias mencionadas, si abrigamos, si acaso,
esperanzas un tanto mas solapadas y conservadoras respecto a sus posibles aplicaciones
didacticas.

A pesar de lo que ya se ha planteado, los autores de este escrito opinamos que los
programas de exploracion geométrica incorporan un elemento didactico nuevo e impor-
tante, que consiste en las posibilidades que ofrecen para que los alumnos puedan pro-
poner conjeturas, afirmaciones y propuestas de demostraciones plausibles aplicables a
la descripcion de una situacion geométrica dada. No hay que olvidar que a tenor con
(Polya, 1954), se podria argumentar que este es, a fin de cuentas, el elemento mas impor-
tante de la creacion matematica. Asi pues, los programas de exploracion geométrica, sin
lugar a dudas, agregan una nueva dimension a la didactica de la matematica en general y
de la geometria en particular. No podemos exagerar la importancia de poder “ver” antes
de intentar cimentar y justificar formalmente los argumentos 16gicos plausibles y las de-
mostraciones de enunciados geométricos. En tal perspectiva, es posible apreciar mejor
las virtudes que tiene una didactica fundamentada en actividades de exploracion, las cua-
les, de alguna manera, amplian las posibilidades de exploracion de la mente humana para
descubrir nuevas relaciones matematicas. Pocos docentes somos capaces de sustraernos
de la gran emocion que se siente al observar como estudiantes de tercer grado de prima-
ria “descubren” mediante programas de exploracion geométrica el teorema de Varignon!,
0 como los nifios proponen resultados propios que enarbolan en las paredes y los tablo-
nes de edictos de las aulas (el teorema de Juan, la conjetura de Maria, etc.).

Sin embargo, el estudio de la geometria no se puede limitar al aspecto “fenomenolo-
gico” descrito, consistente en el descubrimiento de patrones observables en los progra-
mas de exploracion geométrica. La geometria es, al igual que la matematica en general
materia de pensamiento, es decir, una disciplina formal y 16gica, y la meta del conoci-
miento geométrico no es ni mas ni menos que la justificacion ultima de los resultados
geométricos en sistemas formales de deduccion l6gica. Hemos visto con frecuencia que
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muchos docentes de la geometria se limitan en ocasiones a esta actividad de “descubri-
miento” y raramente la trascienden, siguiéndola con actividades més formales de de-
duccién logica a modo de justificacion de los resultados observados. Creemos que tal
practica desaprovecha la valiosa oportunidad que proporcionan los programas de explo-
racién geométrica para seguir la exploracion inicial con demostraciones o argumentos
justificantes que parten de la exploracion dindmica de situaciones geométricas. Es me-
nester matizar este ultimo comentario sefialando que en muchas ocasiones no resulta
nada evidente la formulacion de argumentos formales a partir del aspecto “dindmico” de
las experiencias de exploracion aludidas.

A pesar de que muchas de las concepciones geométricas mas primitivas y basicas del
ser humano estan basadas en el movimiento y la cinestesia, no hay una presentacion de la
geometria que se fundamente o parta de esta sensibilidad basica del ser humano. La for-
malizacion de ciertas nociones geométricas basicas, tales como la perspectiva y la para-
laxia, debe mucho a nuestro sentido cenestésico. Sin embargo, el estudio tradicional de
la geometria es, por decirlo de algin modo, notoriamente “estatico”. Aln asi, es innega-
ble que el advenimiento de los programas de exploracion geométrica ha contribuido sig-
nificativamente a crear un interés renovado por ciertas areas de la geometria relacionadas
con el movimiento de puntos definidos por configuraciones geométricas cambiantes, es-
pecificamente los problemas de la determinacion de lugares geométricos. El gran reto del
docente de la geometria dindmica es, precisamente, el promover el descubrimiento de ar-
gumentos justificantes o demostraciones geométricas que sean germanas a las experien-
cias de exploracion fundamentadas en los programas mencionados anteriormente. En
otras palabras, la existencia de los programas de simulacion geométrica, de algiin modo,
no solo han logrado despertar la sensibilidad por este tipo de problema geométrico sino
que también han presentado un reto de respetable proporcion relativo al empleo de la ex-
periencia misma de simulacion geométrica proporcionada por tales programas para ge-
nerar los elementos primordiales de tales demostraciones l6gicas. Algo similar ocurrio
con la disciplina matematica del analisis numérico, la cual, sin duda, tiene una historia
que se remonta a tiempos anteriores a la aparicion de las calculadoras y las computado-
ras, pero su florecimiento y auge surgi6 a raiz del advenimiento de tales instrumentos de
calculo, y estos Ultimos proporcionaron ademas una fuente prolifica de nuevas ideas y
posibilidades para alcanzar aproximaciones numéricas de mayor precision.

Los autores de este articulo colaboraron durante el primer semestre del afio acadé-
mico 2008-2009 en la Universidad de Puerto Rico en Rio Piedras, en la confeccion y la
ejecucion de un curso para futuros docentes en el cual se mantuvo el “blog” http://geo-
metrygate.com/, en el cual se puede apreciar en retrospectiva el progreso del curso y al-
gunas de las reflexiones de los alumnos. Como parte del trabajo realizado se comenzo
la redaccidn de ciertos didlogos al estilo “Socrates-Mendn” (realmente, se tiene solo la
mitad de los dialogos, la otra mitad la proporciona el alumno en su mente) para ofre-
cer argumentos “evidentes” que partian precisamente de las exploraciones realizadas en
clase con los programas de exploracion mencionados anteriormente, y que terminaban
por convertirse en demostraciones formales de resultados centrales de la geometria sin-
tética. En este articulo presentamos una muestra de este esfuerzo. La palabra “conversa-
cion” se referird a cada uno de tales intentos por “llevar” al estudiante de forma natural
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al descubrimiento de enunciados geométricos. Desde luego, las conversaciones propues-
tas, en nuestro caso, estan basadas en experiencias de simulacion geométrica.

Terminamos esta introduccion con algunas palabras de advertencia. En la historia de
la matematica abundan ejemplos de resultados que se re-descubren en multiples ocasio-
nes, y la geometria no es excepcion a esta regla empirica. La geometria ha sido terreno
de exploracion para matematicos y aficionados a matematicos, de modo que es improba-
ble que algin resultado de los que surgen en los ambientes de exploracién geométrica sea
uno verdaderamente nuevo. Como comentaba en cierta ocasion Gene Klotz, el afamado
director del “Geometry Forum”, dada la cantidad inmensa de matematicos y aficiona-
dos que han hecho de la geometria euclidea su pasion de vida, los resultados verdadera-
mente novedosos son muy improbables en esta disciplina. Sin embargo, hay muchisimos
resultados geométricos interesantes que se les escaparon a Euclides y que no figuran, por
tanto, en los trece voliimenes de Los Elementos. El conocido y lucido escrito (Coxeter y
Greitzer, 1967) trata precisamente de esos resultados que no figuran en los trece voliime-
nes de la magna obra de Euclides. La gran abundancia de los teoremas geométricos post-
euclideos, como el Teorema de Ceva (Weisstein, nd; Campistrous,. Lopez y Velazquez,
2003), o el Teorema sobre la circunferencia de Euler (o de Feuerbach) y la linea de Euler
(Weisstein, nd) fueron resultados de observaciones mas agudas de matematicos que vi-
vieron con posterioridad a Euclides y quienes alcanzaron a ver con renovada perspica-
cia figuras examinadas en multiples ocasiones por gedémetras de épocas anteriores. Asi
pues, a pesar de la sabia advertencia de Klotz sobre la naturaleza de lo “novedoso” en la
geometria, debemos admitir que la sorpresa siempre es posible. En este articulo relata-
remos algunas de las “sorpresas” recibidas en el curso mencionado anteriormente. Pre-
sentamos, a modo de ejemplo, un par de “conversaciones encaminadas a culminar una
exploracion sobre la circunferencia de los nueve puntos y luego discutiremos algunos
problemas relativos a ciertos lugares geométricos de algunos puntos notables del trian-
gulo que con menos frecuencia se ven en los textos de geometria actuales.

LA CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE PUNTOS

Las tres conversaciones que siguen estan encaminadas a descubrir la existencia una
circunferencia muy especial, la cual se asocia a un triangulo arbitrario y que se conoce
como la circunferencia de los nueve puntos:.

En la Figura 1 se muestra el una gréfica producto de la exploracion con el programa
“The Geometer’s Sketchpad”. En tal figura se puede observar un triangulo ABC inscrito
en una circunferencia con centro O. Los puntos A’, B’y C’ son los puntos medios de los
lados opuestos a los vértices A, B y C respectivamente. La circunferencia con centro C
circunscribe al tridngulo medial (el cual no se ha dibujado) con vértices A’, B’y C’. En
la Figura también se ha construido el triangulo con centro C’y a través de los puntos A'y
B, es decir una circunferencia cuyo didmetro es AB y cuyo centro es el punto medio C’
de AB. Las intersecciones de la circunferencia C’ con la circunferencia C son los puntos
B”y A”, y como AB es un diametro, es facil ver que B” es el pie de la altura del trian-
gulo ABC desde B y que A” es el pie de la altura del triangulo ABC desde A (siendo los
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Figura 1.

vértices de angulos inscritos en semicircunferencias). Desplazando el punto A a lo largo
de la circunferencia original O se aprecia que los puntos medios A’, B’y C’ de los lados
del tridngulo original y los pies de las alturas A” y B’ y todos pertenecen a la circunfe-
rencia C.

La simulacion descrita motiva un razonamiento muy claro que puede convertirse en
una demostraciéon muy clara y relativamente sencilla del Teorema de la circunferencia de
los nueve puntos. A continuacion desglosamos el argumento en dos “conversaciones” re-
lacionadas, ambas inspiradas por la exploracion descrita:

Conversacion 1

Sean A, B y C puntos no alineados. ;Porqué la bisectrices perpendiculares de los
segmentos AB y BC tienen necesariamente un punto de interseccion, digamos O? ;Por
qué la circunferencia con centro O a través de uno de los tres puntos A, B o C tiene que
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contener a los otros dos? Explica por qué la circunferencia O es la circunferencia cir-
cunscrita del tridngulo ABC y argumenta como se puede concluir ademas que la circun-
ferencia obtenida es unica (Si hubiese otra, /cual seria su centro? ;Cual seria su radio?
Por qué puedes concluir también que los tres puntos medios de los lados de un triangulo
pertenecen a una misma circunferencia y que lo mismo es cierto para los tres pies de las
alturas de un tridngulo cualquiera. Nota, dicho sea de paso, que el pie de una altura de un
triangulo arbitrario podria estar ubicado en el exterior del tridngulo, es decir, en la exten-
sion del lado opuesto al vértice desde donde se traza la altura.

Conversacion 2

Considera un triangulo ABC y cualquier circunferencia con diametro AB como en la
Figura 2. Nota que a la izquierda de la figura aparece un triangulo acutangulo (todos
sus angulos son agudos) y a la derecha se puede apreciar el caso de un triangulo obtus-
angulo, es decir, un triangulo que posee un dangulo obtuso (el angulo B), nota, ademdas,
que en este ultimo caso hemos extendido el lado BC de modo que corte la circunferencia
dada. ;Por qué el angulo AEB y el angulo BDA son rectos? ;Que puedes concluir sobre
los pies de las alturas desde los vértices A y B del triangulo?

A A

E N — B

Figura 2.

Completa la siguiente

Proposicion: Si el lado AB del triangulo ABC es el didmetro de una circunferencia,
entonces los pies de las alturas del triangulo desde los vértices Ay B quedan en la cir-
cunferencia... .

Conversacion 3 [Circunferencia de los nueve puntos]

El triangulo ABC con los puntos medios de los lados opuestos a los vértices, A, By C
rotulados como A’, B’y C’ respectivamente, véase la Figura 3.

El segmento AF es la altura desde el vértice A. Explica por qué existe una circunfe-
rencia con centro C’ que contiene los puntos A y B. Observando que F es el pie de una
altura desde A, emplea la Conversacion 2 para concluir que los puntos A, By F estan en
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B

Figura 3.

una misma circunferencia, al igual que el pie de la altura desde B (la cual no se ha dibu-
jado). Nota que A’B’ es un segmento medial (es decir, que une los puntos medios de dos
de los lados del triangulo) del triangulo ABC. ;Como puedes concluir de este dato que
AC’, C’B, CF y B’A’son todos congruentes a cualquier radio de la circunferencia men-
cionada? Desde A’ traza un segmento A’E perpendicular al segmento medial C'B’y ex-
plica por qué los triangulos DFC’y EA’B’ son congruentes. jPor qué son los angulos
FC’D y C’FD complementarios? ;Por qué también lo son los angulos EB’A’y B’A’E?
¢ Por qué son los angulos DC’F y B’A’F suplementarios al igual que los angulos C’'B’A’
y C’FA’? Por qué sabemos entonces que el cuadrildtero (en efecto, el trapecio) C'FA’B’
es ciclico’ y que hay una circunferencia que contiene los puntos medios de los lados del
triangulo ABC asi como el pie de la altura de triangulo desde el vértice A. Repite el ar-
gumento con las otras alturas del triangulo y concluye que los pies de las tres alturas del
triangulo desde los vértices A, By C estan en la circunferencia que contiene a los pun-
tos medios A’, B’y C’. Asi pues, los puntos medios de los lados de un triangulo ABC asi
como los pies de las alturas del mismo tridngulo son puntos de una misma circunferen-
cia (que podriamos llamar la circunferencia de los seis puntos).

Para el resto de la conversacion emplearemos la Figura 4

En el triangulo ABC se ha construido el ortocentro O. Los puntos D, E y F son los
pies de las alturas desde C, Ay B respectivamente, y D', E’y F’son los puntos medios
de los segmentos desde los vértices C, Ay B hasta el ortocentro O respectivamente. Con-
sidera ahora el triangulo AOC. ;Cuales son los puntos medios de los lados del trian-
gulo AOC? ;Cudles son los pies de sus tres alturas? Concluye que los puntos E’, D’, B’,
D, E y F estan todos en una misma circunferencia. Explica por qué esa circunferencia
también contiene a los puntos A’y C’. Aplicando el mismo argumento al triangulo COB
concluye que esta circunferencia también contiene a D’. Concluye entonces que hay una
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Figura 4.

circunferencia que contiene los nueve puntos A’, B’, C’, D, E, F, D', E’y F"’. Enuncia este
resultado en la forma de un teorema.

Cevianas concurrentes de un triangulo

En (Campistrous y Lopez, 2001) se presenta una exploracion interesante relativa al
lugar geométrico del incentro de un triangulo inscrito en una circunferencia. Suponga
que se tiene un triangulo ABC inscrito en una circunferencia O como se muestra en la Fi-
gura 5,y que la cuerda AB de la circunferencia O permanece fija mientras el punto C esta
libre para moverse a lo largo de la circunferencia.

b

—

Figura 5.
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Figura 6.

Construimos el incentro / del tridngulo ABC y nos preguntamos cual es el lugar
geométrico de I cuando C se mueve a lo largo de la circunferencia O. Empleando cual-
quier programa de exploracion geométrica capaz de representar lugares geométricos
(como el “SketchPad” o el GeoGebra), se obtiene un grafico como el de la Figura 5, en
el que se muestra el lugar geométrico del incentro / para posiciones arbitrarias del punto
C en la circunferencia O. Como se observa, en el grafico de la izquierda de la Figura 6,
el lugar geométrico es una figura cerrada y puntiaguda, que se asemeja a los arcos de dos
circunferencias distintas unidos en sus extremos. Luego de una buena dosis de explora-
cion, los alumnos pasan a construir el excentro del triangulo ABC opuesto a C, el cual
se define como la interseccion de las bisectrices angulares de los angulos externos del
triangulo ABC, obtenidos en 4 y en B mediante la prolongacion de los lados CA y CB del
triangulo ABC en A y C respectivamente.

Si se traza el lugar geométrico del incentro y de este excentro, se obtiene el grafico
de la derecha de la Figura 6; en este ultimo caso hemos cambiado la escala de la figura
para poder apreciar las partes de la circunferencia de menor curvatura. El resto de la ex-
ploracién es ahora evidente. Pareceria que el lugar geométrico del incentro del triangulo
ABC'y del excentro opuesto a C del mismo triangulo consiste de los puntos de dos cir-
cunferencias que quedan entre las dos rectas perpendiculares al segmento AB en los pun-
tos A'y B. Si completamos la exploracién veremos que el lugar geométrico del excentro
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del triangulo ABC opuesto al vértice A nos habra de proporcionar los puntos de las dos
circunferencias aludidas anteriormente que quedan en el lado opuesto al vértice Ay a
la derecha de la recta perpendicular al segmento AB en el punto B. Una conjetura simi-
lar puede formularse respecto al lugar geométrico del excentro opuesto a B y las circun-
ferencias mencionadas. Dejaremos al lector interesado los detalles de esta interesante
exploracion.

No es muy dificil conjeturar la naturaleza de las dos circunferencias que parecen des-
cribir la unién de los lugares geométricos del incentro y de los excentros de un triangulo
inscrito en una circunferencia, uno de cuyos vértices asume posiciones arbitrarias en la
misma. En efecto, si construimos la bisectriz perpendicular del segmento AB, el mismo
corta la circunferencia O en dos puntos Py O, los cuales llamaremos los puntos nodales
de la circunferencia O; véase la

En el grafico de la izquierda de la Figura 6 hemos trazado, ademas, el segmento CP
extendiéndolo en P hasta que interseca en el punto G a la circunferencia con centro P
que pasa a través de los puntos Ay B y el segmento AF extendiéndolo en F para que in-
terseque la circunferencia original en D y la circunferencia Q en E. Demostraremos el
siguiente

1. Teorema: El punto F es el incentro del triangulo 4ABC, el punto G es el excen-
tro del triangulo 4BC opuesto al vértice C'y el punto £ es el excentro del triangulo ABC
opuesto al vértice A4.

Antes de demostrar el Teorema 1 presentamos algunos comentarios

a) Si trazamos el segmento BF y lo extendemos en F para intersecar la circunferen-
cia Q, obtendremos en tal punto de interseccion el excentro del tridngulo ABC
opuesto a B. No lo hemos hecho para no complicar innecesariamente la Figura 7.

b) Si el vértice C del triangulo ABC se ubicase en el semiplano de la recta AB que
contiene al punto nodal P, entonces los roles de las circunferencias Py Q se
intercambiardn en los argumentos. Presentaremos la demostracion del Teorema 1
suponiendo que el punto C esta donde se muestra en la figura (es decir, en el semi-
plano determinado por 4B en el que se encuentra el punto nodal Q).

¢) Una vez demostrado el Teorema 1. Podremos entonces concluir que la union de
los lugares geométricos de los incentros y los excentros de un tridngulo ABC ins-
crito en una circunferencia O cuando el vértice C ocupa posiciones arbitrarias de
la circunferencia, es la union de las dos circunferencias cuyos centros son los pun-
tos nodales Py Q y que contienen los puntos 4 y B4. Claramente, dada una po-
sicion del vértice C del tridangulo ABC inscrito en la circunferencia O, todos los
puntos y segmentos definidos en la Figura 6 quedan determinados, de manera que
por el Teorema 1, el incentro y los excentros del tridangulo ABC quedan en una
de las dos circunferencias nodales. Inversamente, si se toma un punto cualquiera
en una de las circunferencias modales, es facil ver que el punto define una posi-
cion Unica del vértice C de manera que el punto es uno del incentro o los excen-
tros del triangulo.
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Figura 7.

En la discusion que sigue emplearemos el grafico de la derecha en la Figura 7 el cual
contiene algunos segmentos y puntos auxiliares que no se incluyen en el grafico de la
izquierda de la misma figura, el cual ya se ha explicado. Resumiendo, tenemos una cir-
cunferencia O con una cuerda 4B como se muestra. El punto C en la circunferencia con-
forma un triangulo inscrito en O, el tridangulo ABC. Los puntos nodales P y Q, hemos
visto, se definen como la interseccion de la recta perpendicular al segmento 4B con la
circunferencia O. Se han trazado las circunferencias con centros Q y P a través de A.
Note que estas circunferencias también contienen al punto B ya que Py Q, por estar en
la bisectriz perpendicular de 4B, equidistan de los puntos 4 y B. Suponemos que el punto
C esta en el mismo lado (semiplano) de AB que Q; el argumento en el caso que C que-
dase en el lado opuesto, es decir en el mismo semiplano de AB que P, se trata de manera
totalmente analoga.

El segmento CP que interseca la circunferencia P en F se extiende en P para inter-
secar la circunferencia P en G, en el lado opuesto de donde se encuentra F respecto a la
recta AB. Se construye el segmento AF'y se extiende en F de manera que corta la circun-
ferencia O en D y la circunferencia Q en E, como se muestra. Finalmente, para manejar
los angulos externos del triangulo ABC en 4 y en C, extendemos el lado AC en ambos
lados para intersecar la circunferencia Q en H y la circunferencia O en K como se mues-
tra. Demostraremos:

i. CF es labisectriz del angulo C del triangulo ABC;

ii. AG es la bisectriz del angulo externo del triangulo ABC en A desde C, de modo
que G es el excentro del triangulo 4BC opuesto a C;

iii. £ es el excentro del triangulo 4BC opuesto al punto A.
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Como los arcos APy PB son congruentes ya que subtienden cuerdas congruentes (4P
y PB), vemos que los dngulos ACP, PCB, PAB'y PBA son todos congruentes y tienen una
medida comun, digamos b. Esta observacion, dicho sea de paso, demuestra i. Si el angulo
DAB mide ¢, como PF'y PA son radios de la circunferencia P, el &ngulo AFP mide b+c,
al igual que el angulo opuesto por el vértice CFD. Por lo tanto la suma de los angulos in-
ternos del triangulo AFC en sus vértices A y C es b+c, la medida de su angulo externo
CFD. Como el angulo ACP mide b, esta claro que el angulo CAD mide ¢, de manera que
AD (o AE) biseca el angulo CAB. Como FAG es un angulo recto (ya que subtiende un
diametro de la circunferencia P), vemos que el angulo PAG mide 90-b-c. Ademas, como
CAK es un angulo rectilineo, vemos que el angulo K4G mide 90-c. Por lo tanto el &ngulo
BAG mide b+(90-b-¢)=90-c, de manera que AG biseca el angulo externo KAB del trian-
gulo ABC, lo cual completa la demostracion de ii y muestra que G es el excentro opuesto
a C del triangulo ABC.

Finalmente, como QH, QF y OB son radios de la circunferencia Q, estos segmentos
son congruentes. Recordando que el segmento AE biseca al angulo A4 del tridngulo ABC,
vemos los arcos HE y EB son congruentes, ya que los angulos HAE y EAB, inscritos en
la circunferencia Q, son congruentes. Las cuerdas sustendidas por estos arcos, HE 'y EB
son también congruentes y los tridangulos HQE y EQB son a su vez congruentes. Por lo
tanto los angulos FQH y BOFE son congruentes y lo mismo ocurre con los angulos HOQC
y BOC. Como hemos visto que QH y OB son congruentes, los triangulos COH'y COB
son congruentes, de manera que los angulos HCQ y BCQ son congruentes. Esto muestra
que CE es la bisectriz del angulo externo BCH del triangulo ABC, de suerte que E es el
excentro del tridngulo ABC opuesto a A. Con este argumento se completa la demostra-
cion del iii y del Teorema 1.

CONCLUSION

En su escrito, Polya (1954) muestra el rol que juega el pensamiento plausible y el
acto de proponer conjeturas en la creacion matematica. Polya emplea la frase “deus ex
machina” (frase latina que significa literalmente “dios surgido de la maquina ) para re-
ferirse a argumentos matematicos que surgen de recursos en nada relacionados con la
logica del problema bajo consideracion. La frase parece provenir de algunas representa-
ciones del teatro griego antiguo en las que se requeria que una “maquina” (grua) trajera
a una deidad al escenario para resolver alguna situacion problematica entre los protago-
nistas de la obra teatral.

En la matematica, Polya emplea la frase para referirse a elementos ajenos que podrian
introducirse en un problema matematico para resolverlo de manera poco evidente y os-
cura, al menos, sin que el método de solucidon guarde relacion directa con las conside-
raciones que el problema despierta en nuestra mente. Los matematicos y los estudiantes
serios de la matematica sentimos pavor los argumentos deus ex machina, ya que ellos en
poco contribuyen a la comprension de una materia por un estudiante que esta tratando de
aprender. En Polya (1954, p. 146]) se presenta un argumento con un ejemplo del recurso
logico del que hablamos. El fin del discurso matematico es alcanzar una exposicion en la
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que todos los razonamientos sean “naturales” y que surjan de consideraciones, a priori,
germanas con el problema bajo consideracion. De acuerdo a Polya (1954), los argumen-
tos deus ex machina que con frecuencia se observan en las demostraciones formales de
enunciados matematicos parecen, de alguna manera, oponerse al desarrollo de argumen-
tos plausibles en el estudio de la matematica, los cuales, sin duda, son extremadamente
utiles en la didactica de esta materia. Haciendo una reflexion retrospectiva sobre nuestro
curso de geometria dinamica (el cual mencionamos al comienzo del articulo), podemos
afirmar que hemos puesto todo nuestro empefo en promover en los alumnos el desarrollo
de argumentos, de alguna manera germanos, a la exploraciones realizadas para susten-
tar conjeturas descubiertas mediante el empleo de programas de exploracion geométrica.

En este escrito el lector podra juzgar con estos dos ejemplos sencillos que siguen y
el ejemplo del la circunferencia de Feuerbach ya discutido, si de alguna manera hemos
tenido €xito en nuestro empefio. Si embargo, a nuestro juicio, es casi imposible exage-
rar el estimulo que tales programas suponen para desarrollar en los alumnos la creati-
vidad y la busqueda del enunciado plausible que describe adecuadamente una situacion
geométrica.
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NOTAS

1. Elteorema de Varignon asevera que si se unen en forma ciclida los puntos medios de los
lados de un cuadrilatero convexo se obtiene un paralelogramo; véase [Coxeter y Greitzer,
1967, Quadrangles; Varignon’s Theorem.” §3.1].

2. También conocida como la circunferencia de Euler o de Feuerbach.
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3.

4.
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Es decir, los angulos opuestos de cuadrilatero son suplementarios y de acuerdo a una
conversacion previa del curso, todo cuadrilatero ciclico se puede inscribir en alguna
circunferencia.

Estrictamente hablando, el lugar geométrico no existe cuando el vértice C coincide con
uno de los puntos 4 o B ya que el triangulo es ABC uno degenerado.



