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Resumen

En las Gltimas dos décadas, el estudio de las funciones de dos variables, en particular, las
derivadas parciales de este tipo de funciones y su aplicacion a problemas de optimizacion
esta teniendo un desarrollo progresivo. Sin embargo, son escasos los estudios sobre
visualizacion de este tipo de funciones. Estos autores coinciden al afirmar que, respecto a
las derivadas parciales de primer orden, los estudiantes tienen problemas en su
representacion simbolica y gréfica. En esta investigacion extendemos el trabajo de Duval
al estudio de la visualizacion en el registro gréafico. Asi, el objetivo del articulo es analizar
el proceso de visualizacion de la derivada parcial en el aprendizaje del punto de silla por
medio de una situacion didactica. Utilizamos como metodologia la Ingenieria Didactica y
los analisis nos permiten afirmar que la situacion didactica propuesta provocéd en los
estudiantes un desequilibrio cognitivo, porgque creian que la anulacion de las derivadas
parciales en un punto de una funcién de dos variables, indicaba siempre la presencia de
valor maximo o valor minimo. Y, ademas, los estudiantes desarrollaron su proceso de
visualizacion pues, transitaron por las diferentes aprehensiones, lo que permitié que los
estudiantes relacionen los valores visuales pertinentes del grafico con los valores
significantes del registro algebraico.

Introduccion

El calculo en varias variables es, en algunos aspectos, un curso de geometria diferencial
clasica en tres dimensiones, porque es el estudio de propiedades locales de superficies, que
entendemos son aquellas que dependen Unicamente del comportamiento de la superficie en
el entorno de un punto. Los métodos que han demostrado por si mismos adecuados para el
estudio de esas propiedades son los del céalculo infinitesimal; por este motivo, las

superficies estudiadas en geometria diferencial estan representadas por funciones que
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pueden diferenciarse un cierto nimero de veces. Dicho lo anterior, estamos de acuerdo con
Zimmerman y Cunningham (1991) cuando afirman que las derivadas parciales, las
derivadas direccionales, el gradiente, los planos tangentes, las curvas de nivel y las técnicas
para formular integrales iteradas estan motivados geométricamente.

Con respecto a la ensefianza y el aprendizaje de la derivada parcial y su uso en el estudio de
los valores extremos locales y punto de silla, la representacion de este objeto, el tratamiento
y la conversion entre registros, el algebraico y el gréfico, son frecuentes en las practicas del
profesor de matematica, cuando por medio de tratamientos en el registro algebraico
soluciona un problema o cuando pretende hacer que el estudiante comprenda esa nocion de
dificil entendimiento, por medio de una ilustracion (una representacion iconica). En el
momento en que el profesor realiza esa conversion, no significa que él logre que el
estudiante visualice una relacion entre los dos registros que movilizé.

Mas aun, en la mayoria de libros didacticos que analizamos (Ingar, 2014), la conversién de
la representacion algebraica de la derivada parcial para su representacion en el registro
gréafico a fin de estudiar los valores extremos locales y el punto de silla, no es explorada a
menudo; sino que es realizada so6lo para ilustrar esos valores y para que el estudiante vea
una representacion icénica de esos valores y del punto silla, sin explicar el proceso que
permite la visualizacion de esos valores.

Asi, el proposito del articulo es analizar el proceso de visualizacion de la derivada parcial
en el aprendizaje del punto de silla por medio de una situacion didactica, con la que
interactud un grupo de estudiantes de ingenieria del segundo afio de estudios.

Para tal los estudiantes utilizaron la version 8 del software CAS Mathematica, dado que,
estaba instalado en los computadores del laboratorio de computo, escenario donde se
realizd la experimentacion, porque permite la manipulacion en el registro grafico en tres
dimensiones lo que facilita el proceso que lleva a la visualizacion de un representante de la
funcion de dos variables en el registro grafico.

1. Fundamentacion teérica

Para Duval (1999), la visualizacién es una actividad cognitiva intrinsecamente semiotica,
siendo esta actividad de representacion y no solo de percepcion. El investigador afirma que
la visualizacién se basa en la produccion de una representacion semiotica, dado que

muestra una organizacion de relaciones entre unidades significantes de representacion. Del
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mismo modo Duval (2004) sefiala que los graficos se prestan para verlos de dos maneras:
una puntual y otra iconica; sin embargo, ninguna de las dos maneras de ver corresponden
con la manera de ver que permita visualizar una relacion entre dos conjuntos de valores.
“En matematicas, los graficos cartesianos se utilizan siempre en articulacion con otro
registro de representacion; ademas deben permitir tratamientos cualitativos propios a este
modo de visualizacion [...] Llamaremos a esta tercera manera de ver “aprehension global
cualitativa” (Duval, 2004, p.66).

Para el autor, uno de los problemas especificos del aprendizaje, es hacer transitar a los
estudiantes de una aprehensién local e iconica a una aprehension global cualitativa. Este
transito exige un cambio absoluto del funcionamiento cognitivo del acto de “ver”. Lo
fundamental en la comparacion de estas tres maneras de ver un gréfico cartesiano,
particularmente, un grafico cartesiano en R3, esta en el hecho que no discriminan las
mismas variables visuales. Mas aun, la discriminacion de las variables visuales cualitativas
de un grafico cartesiano en R® no ocurre de manera inmediata (Ingar y Silva, 2015).

Estas tres maneras de ver estan estrechamente relacionadas conforme las aprehensiones
sean exigidas al resolver un problema del calculo diferencial, en particular, cuando
queremos estudiar valores extremos y puntos de silla de funciones de dos variables. En la
manera de ver puntual se exige la aprehension perceptiva, en la tercera manera de ver
participan todas las aprehensiones.

En relacion a la identificacion de un valor minimo de una funcién de dos variables en su
registro grafico, esta asociacién se da entre puntos y ternas ordenadas, es decir, de la
representacion de la funcién en el registro algebraico, por ejemplo como se muestra en la
figura 1, f(x,¥) =x%+y%+1 hacia el grafico de su valor minimo (0,0,£(0,0)) =
(0,0,1).

Figura 1. Aprehension local del valor minimo local.
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Por ello, la aprehension local se limita a operaciones locales y sucesivas de codificacion y
decodificacion, que es equivalente a una lectura del gréafico de la funcion. Aqui predomina
la aprehension perceptiva.

En cuanto a la identificacion de un valor maximo de una funcion de dos variables en su
registro gréafico, Ingar y Silva (2015) afirman que la variable visual pertinente es el valor
del eje z, conforme se muestra en la figura 2, esta variable se fusiona con una segunda
variable visual no conveniente: la altura, dado que comparan algunos valores del eje z hasta

obtener el mayor posible.

Figura 2. Aprehensién iconica del valor maximo.
Resaltamos que para discriminar la variable visual pertinente, por la aprehension operatoria

realizamos modificaciones posicionales en el registro grafico (Ingar y Silva, 2017). En esta
segunda manera de ver existe conexion entre la aprehension perceptiva y operatoria.

Respecto a la identificacion del valor minimo de una funcion de dos variables en su registro
gréfico, discriminamos los diferentes valores visuales pertinentes y los asociamos con
valores significantes del registro algebraico, sélo asi efectuamos la coordinacion de
registros (Ingar, 2014; Ingar y Silva, 2015). Ademas, conforme muestra la figura 3,
observamos que el plano representado por z=0 es tangente a la funcion, es decir,

fx(1,—1) =0y f£,(1,—1) = 0. Entonces (1,-1) es un punto critico de la funcion.

e o

Figura 3. Representacion de la funcion y su plano tangente en
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(1,-1) en el registro grafico.
En esta manera de ver, transitamos por las diferentes aprehensiones: perceptiva, operatoria,

discursiva y secuencial, esta ultima por medio de los comandos implementados en el
Mathematica (Ingar y Silva, 2017).

2. Metodologia

Segun Artigue (1988), la Ingenieria Didactica vista como metodologia de investigacion, se
caracteriza en primer lugar por ser un esquema experimental basado en realizaciones
didacticas en la clase, es decir, en la concepcion, en la realizacion, en la observacion y en el
andlisis de secuencias de ensefianza. Para la autora, esta metodologia se caracteriza
también, respecto a otros tipos de investigaciones basados en las experimentaciones en
clase, por el registro en la cual se sitGan y por los modos que le estan asociados.

La Ingenieria Didactica se situa en el registro de estudios de casos, cuya validacion es
esencialmente interna y fundamentada en la comparacion entre el analisis a priori y el
analisis a posteriori. Asi, esta metodologia es singular, no por los objetivos de las
investigaciones llevadas a cabo, sino por las caracteristicas de su funcionamiento.

En este articulo presentamos la cuarta situacion didactica correspondiente al cuarto
encuentro con los estudiantes del grupo 4, la cual tuvo como objetivo hacer conjeturas
sobre el hecho de que no todo punto critico es un valor extremo local. En las situaciones
didacticas anteriores los estudiantes desarrollaron el proceso de visualizaciéon del valor
maximo y minimo local, lo que les permitié construir los conocimientos relacionados al
teorema de extremos relativos.

3. Situacioén Didactica

En la actualidad, observamos muchas construcciones con disefios arquitectonicos modernos, por

ejemplo, el edificio Copam, en S&o Paulo, cuya arquitectura en forma de “S” es un simbolo de la

ciudad y la Capilla Lomas de Cuernavaca, en México, mostrada en la figura 4.

Figura 4. Figuras de la Capilla
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La doble curvatura de esta Capilla es 6ptima para soportar las tensiones, presion y flexién de la
construccion, que tiene resistencia de carga y costo de construccion barato. Considerando las
situaciones anteriores, ¢qué observa en este disefio particular? Justifica tu respuesta.

Andlisis a priori

Esperamos que los grupos a partir de las representaciones figurales reconozcan y formulen
que esas representaciones, en el registro grafico, son semejantes al objeto matematico
Ilamado paraboloide hiperbdlico. Asimismo, los grupos podrian representarlo, en el registro
algebraico y realizar la conversion de dicha representacion para el registro grafico. Yaen el
registro gréafico, esperamos que los estudiantes por su aprehension operatoria discriminen
las variables visuales y realicen la interpretacion discursiva de los elementos significantes
del registro algebraico, es decir, esperamos que los estudiantes desarrollen su aprehension
global cualitativa. Luego los estudiantes formularian que la funcion que simula la capilla,
no tiene ni valor maximo ni valor minimo, y que las derivadas parciales de primer orden no
son suficientes para conocer la naturaleza de los valores extremos locales. Mas aln,
esperamos que formulen la necesidad de usar las segundas derivadas parciales.

Anélisis a posteriori

El grupo 4, en un primer momento, realiza la conversion del paraboloide hiperbolico en el

registro figural (figura 4) para el registro algebraico, conforme muestra la figura 5.
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Figura 5. Conversién de la representacion en el registro algebraico
Luego, basandose en su aprehensién perceptiva, identifica los valores extremos locales de

manera icdnica, como estamos considerando en la figura 6. Hecho que no habiamos

supuesto en el andlisis a priori.
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Figura 6. Manera de ver icdnica
A continuacién el grupo realiza la conversion del paraboloide hiperbolico del registro

algebraico al registro grafico como lo habiamos supuesto en el analisis a priori.

En un cuarto momento, movilizando sus conocimientos previos sobre la derivada parcial
(obtenidos en tres situaciones didacticas previas) y por medio de su aprehensidn operatoria,
es decir, realizaron modificaciones Opticas, posicionales y mereoldgicas en el registro
grafico, el grupo discrimina las variables visuales y comienza a asociar con los valores
significantes en el registro algebraico, aprehension discursiva. Hecho que habiamos
supuesto en el analisis a priori y significa que la manera de ver del grupo pasa del iconico a
la aprehensién global cualitativa, como muestra la figura 7.
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Figura 7. Interpretacion discursiva de las variables visuales
Sin embargo, el grupo percibe que no existe plano horizontal tangente a la superficie en el
punto (0,0) y contradice lo que habian supuesto al inicio de que el punto (0,0) era minimo
local (ver figura 8).
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Figura 8. Consecuencia de su aprehension global cualitativa.
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Después de diversas discusiones entre los miembros del grupo, llegan a conjeturar que el
punto (0,0) no es ni maximo ni minimo local y que una funcion no necesariamente tiene

valor maximo o valor minimo en un punto critico, como se muestra en la figura 9.
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Figura 9. Conclusion del grupo en el registro de lengua natural.
4. Consideraciones Finales
Los anélisis nos permiten afirmar que la situacion didactica propuesta provocd en los
estudiantes un desequilibrio cognitivo, porque creian que la anulacién de las derivadas
parciales en un punto de una funcion de dos variables, indicaba siempre la presencia de
valor maximo o valor minimo. Lo que motivo a buscar un nuevo saber: el uso de las
segundas derivadas parciales.
La manera de ver los graficos, en particular los graficos tridimensionales, por parte de los
estudiantes dependi6 de la comprension del funcionamiento del sistema de representacion y
de la transicion por las diferentes aprehensiones, predominando la aprehension perceptiva,
lo que permitio que los estudiantes relacionen los valores visuales pertinentes del grafico
con los valores significantes del registro algebraico. Hecho que nos permite afirmar que los
estudiantes desarrollaron su proceso de visualizacion.
Los estudiantes desarrollaron su proceso de visualizacion pues, transitaron por las
diferentes aprehensiones, lo que permitié que los estudiantes relacionen los valores visuales
pertinentes del grafico con los valores significantes del registro algebraico, lo que
corresponde a la tercera manera de ver, la aprehension global cualitativa.
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