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Resumen

Fundamentamos nuestro estudio en la teoria APOE (Acciones, Procesos y Esquemas)
(Dubinsky, 1996), como marco tedrico referencial y una propuesta de investigacion, en
la que reconocemos diferentes interpretaciones del concepto de transformacion lineal,
las que hemos denominado interpretacién funcional, matricial y geométrica, todas ellas
articuladas por la combinacion lineal. Nos propusimos documentar las construcciones
y mecanismos mentales que los estudiantes ponen en préctica en la articulacion de las
interpretaciones del concepto transformacion lineal. Haciendo uso de la metodologia
propia de APOE y el grupo RUMEC (Asiala et al., 1996), disefilamos descomposiciones
genéticas para cada interpretacion. En su dimension metodoldgica es un estudio de
caso, dicho estudio se realizo en una universidad del pais. Este reporte documenta las
primeras evidencias sobre las problematicas de ensefianza-aprendizaje en las
transformaciones lineales. Estas evidencias proveen informacion sobre los estudiantes
que estan proximos a construir como objeto, existe una prevalencia en el conocimiento
residual para la interpretacion matricial, lo que resulta contradictorio, pues este es la
resultante de una simplificacion de la interpretacion funcional. Por otra parte otro
resultado que hemos podido documentar esta relacionado con el desmedro de la
interpretacion geométrica en los estudiantes del caso.

Nos propusimos, como objetivo de investigacion, indagar las construcciones mentales
que los estudiantes ponen en juego para la construccién y o reconstruccién del concepto
transformacion lineal; reconoceremos, en el concepto, componentes de origen
geomeétrico, funcional y matricial, entendiendo cada uno de estos componentes como
diferentes interpretaciones de una misma definicion.

La ensefianza del algebra lineal es un tema que se encuentra presente en la mayoria de
los programas de matematica para carreras como ingenieria, licenciatura y pedagogia en
ciencias; por otra parte existen numerosas investigaciones que ofrecen evidencias sobre
las dificultades que poseen los estudiantes para comprender los conceptos relativos al
algebra lineal, por ejemplo Dorier y su equipo de investigadores han logrado establecer
un tipo de fendmeno propio del algebra lineal a través de la descripcion del obstaculo
del formalismo (Dorier, J., et al., 1997). Segun Dubinsky y otros (Dubinsky, E.,
Dauterman, J., Leron, U. y Zazkis, R., 1994) el problema central radica en que, en esta
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materia, el estudiante debe hacer uso de conceptos abstractos, pero su tendencia es a
trabajar con procedimientos mecéanicos, limitando su comprensién sobre los conceptos
involucrados. En particular sobre el concepto de transformacion lineal la documentacion
hasta ahora obtenida da cuenta que representa un obstaculo mayor; son diversas las
investigaciones en didactica de la matematica que han abordado su problematica de
aprendizaje, por ejemplo, citaremos el trabajo de Roa y Okta¢ (Roa y Oktag, 2010)
“Construccion de una Descomposicion Genética: Analisis Teorico del Concepto
Transformacion Lineal”, la investigacion proporciond6 como resultado una
descomposicion genética del concepto, que considerd dos formas de construccién, uno
donde el concepto de funcion asimila al concepto de espacio vectorial y otro donde el
concepto transformacion lineal es un caso particular del concepto de funcion.

Teoria APOE

Dubinsky (Dubinsky, 1996) se basa en la abstraccion reflexiva de Piaget para describir
la construccion de objetos mentales, y distingue varios tipos: interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion, generalizacion, reversion. Estos originan diferentes
construcciones mentales: acciones, procesos, objetos, esquemas (APOE).

Consideremos un fragmento F de conocimiento matematico. Un individuo posee una
concepcidn accién de F si las transformaciones que hace sobre él se realizan paso a
paso, obedeciendo a estimulos que son y percibe como externos. El interioriza la accion
en una concepcion proceso de F si puede realizar una operacion interna que hace
esencialmente la misma transformacion enteramente en su mente, sin necesariamente
recorrer todos los pasos especificos. Si piensa en un proceso como un todo, y realiza y
construye transformaciones sobre su totalidad ha encapsulado el proceso en una
concepcion objeto de F. Un esquema de aquel trozo es una coleccion de acciones,
procesos, objetos y otros esquemas que estan relacionados consciente 0
inconscientemente en la mente del individuo en una estructura cognitiva coherente. Una
descomposicion genética, describe en detalle los aspectos constructivos de F para
explicitar un camino factible de su aprendizaje en términos de construcciones y
mecanismos mentales.

Disefio metodoldgico de la investigacion

Incorporaremos a la metodologia propia de la teoria APOE el estudio de caso , pues son
particularmente apropiados para realizar investigaciones en un determinado periodo de
tiempo, identificando los distintos procesos interactivos que conforman la realidad de su

ensefianza-aprendizaje (Arnal, J., Del Rincén, D., y Latorre, A., 1992), permitiendo una
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aproximacion conceptual apropiada para examinar las particularidades al interior de un
contexto global de suyo multiple y complejo (Goetz y Le Compte, 1988, p. 69). Sin
embargo, es preciso dejar en claro que nuestras conclusiones provendran de la teoria
APOE y de su metodologia.

Las unidades de estudio son alumnos chilenos de una universidad del pais, estudiantes
de la carrera de pedagogia en matematica. La seleccion de los estudiantes de esta
unidad de estudio trabajada como “caso”, se vinculan con las siguientes categorias e
indicadores: estudiantes exitosos académicamente, experiencias previas, avance
curricular, género, ejercitan ampliamente en matematica, estudiantes voluntarios,
heterogeneidad en los procesos de formacion de los estudiantes, accesibilidad de los
investigadores. Al caso de estudio se aplicara el ciclo de investigacion previsto en la
teoria APOE, el cual establece: un andlisis tedrico, conocido como descomposicion
genética; un disefio, basado en la descomposicion genética teorica, y aplicacion de
instrumentos; seguido de un analisis y verificacién de datos (Asiala et al., 1996).

En blasqueda de evidencias empiricas

Disefiamos un cuestionario por interpretacién (matricial —funcional y geométrica), con
cinco preguntas cada uno. Realizamos un andlisis a priori y uno a posteriori para cada
pregunta, con la intencion de documentar las construcciones y mecanismos mentales
dispuestos en las descomposiciones genéticas.

Analisis a priori del cuestionario

Hemos seleccionado tres preguntas una por cada interpretacion que a continuacion
analizaremos a la luz de la descomposicion genética correspondiente.

Pregunta seleccionada correspondiente a la interpretacién funcional
Pregunta 4.- Encuentre la transformacion lineal f : R* — R*talque f(1,1)=(-5,3) y

f(-1,1)=(5,2). Para esta transformacion lineal ¢Es posible determinar f(1,2)?

La pregunta da cuenta del tramo que aparece en la figura 1 de la descomposicion
genética, sobre las construcciones mentales que un estudiante pone en juego al
coordinar los procesos provenientes de la preservacion de la estructura algebraica del
dominio en el recorrido, por medio de la combinacion lineal. La construccion mental
que da cuenta este tramo es proceso para la construccion de la igualdad en las imagenes

en la transformacion lineal.
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Como el vector (1,2) es combinaciéon  Figura 1. Tramo de la descomposicion genética

lineal de los vectores (1,1) y (-1,1), y considerado

y ., Coordinados
la funcion es una transformacion Por s cominacisn neal |

lineal se o fn)+a fvm)el

oo

tiene: f (1,2) =§ f(LD) +% fLy o, |

por lo que se  obtiene: i

Coordinacion por laigualdad e la ecuacion que la define

f(L2) :%(‘5’ 3) +%(5, 2) = (—5,1—21) .

Pregunta seleccionada correspondiente a la interpretacion matricial

PREGUNTA 3:
Sea T: My(R) =R?transformacion lineal definida por

<a oo o)fo oo iffi 1) e
T =(a+ b-c, d). Considere B= : : , base de R y
c d 0 0)0 0){0 1)1 1
B,={(1,1),(0,1)} base de R®. Determine [T((i 3])152.

La pregunta da cuenta de la necesidad Figura 1. Tramo de la descomposicion genética

del poner en juego el mecanismo

mental de la generalizacion, para

lograr la construccion  objeto de la

imagen de un vector especifico, el

cual es una construccion ya

encapsulada. En esta pregunta, como

muestra la figura 2, establece los

mecanismos mentales y

construcciones mentales necesarios en | Cemergtine s s ool comnstiaces

la fabricaciébn de los elementos

coordenadas de manera general.

Pretendemos despojar de la dimension del calculo numérico la respuesta, y por lo tanto

incluimos un elemento genérico (general). Consideramos que es un paso a la
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generalizacion necesario para la construccién de la matriz asociada a la transformacion

a b
lineal. Se sabe queT (C d] =(a+b-c,d), para encontrar las coordenadas pedidas,

debemos escribir el vector imagen como combinacion lineal de la base B,. Es decir:
(@+b—c,d)=aA1,D)+(0,1) ,dedonde e =a+b—-cy S=d—a—b+c . Porlo que se

: a b a+b-c
tiene | T =
c d d—-a-b+c
B,
Pregunta seleccionada correspondiente a la interpretacién geométrica
PEGUNTA5

Determine, si es posible, la matriz asociada a la - - .

transformacion lineal que cambia a la letra F E

como se muestra en el grafico.

La construccion mental  Figura 3.Tramo de la descomposicién genética

necesaria para dar N E—

respuesta a la pregunta es Propiatadz d Linsalifed y tpentencia dts ure perspective evméica

una construccion objeto de 2 e il oo i o e e e ;
J &;;ﬂ;i'm@ﬂ"m"ﬂdm“'umm Tlam +agw)= ol () +aellvy), ayop e Ry e B°

la interpretacion matricial,
Loguetn: tessfornacion sl puede sosmoer e e dee

desde la cual hay que des- | conjinio de vectorss 14 s un conjusto

. |
encapsular las propiedades +— U ez gertculer 2 5w trzesfoepacion Lzl oo et enfoncss
: LA oraEE i ndependencis Lol

Pz

de linealidad involucradas

en el proceso de ‘

transformacion de la figura Erzpar

3. Para recurrir a la O
Crndomuen b iz saevesl
Sparioy & goditls rprEEngr &

interpretacion matricial P

como un esquema del cual

construird la matriz asociada a la transformacion lineal reconociendo los elementos
basales que transforman la figura.

Al trazar sobre la figura los vectores que configuran las bases para el plano, se tiene que
el vector (1,0) es transformado en el vector (0,1); en forma analoga podemos asegurar

que el vector (0,4) es transformado en el vector (4,0), de esta forma se obtiene que la
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transformacion lineal corresponde a f(x,y)=(y,x), por lo que su matriz asociada a las

bases canonicas es [f]? =(0 1} :

2 (1 0
Observaciones sobre el desempefio de los estudiantes y Analisis a posteriori
Con el fin de mostrar ejemplos de los datos obtenidos, a continuacion presentamos una
seleccidn del trabajo realizado por los estudiantes en las preguntas antes descritas.
Andlisis a posteriori Pregunta 3 interpretacion matricial
La figura 4, muestra la respuesta del Figura 4 Respuesta que realiza el E3.

Estudiante 3 (E3), donde las coordenadas [T((cqf))}; [(M_c/ dﬂaz %&t\é}\

del vector imagen (a+b—c,d) en la base
(e5-c.d)= o 10) 113044

B, son obtenidas mediante la resolucion (atb¢,d) < LOEI)
H H H xd v )9(: a*é'(
de un sistema de ecuaciones lineales. Esto %) sd s g I TR

. . SHead D pndogp,s
interpretado a la luz de las construcciones e

y mecanismos mentales dispuestos en la = TUM‘SMBJ’ E“;C]: 2 il
descomposicion genética, nos muestra i [(C “’)‘(‘“5)7
que E3y rotulan la construccion objeto del concepto coordenadas de un vector.
Analisis a posteriori Pregunta 4 interpretacion funcional

La figura 5 muestra, como el estudiante Figura 5. Respuesta que realiza el E2.

macion lineal de R’en R, talque f71,1)=(-5,3) y ft-1,1)=(5,2). (Es
su respuest

E2 tiene problemas en la coordinacion de

ucsta es afirmativa calcule su valor.

Je puda .
los procesos para la construccion del Le1.) = ¢ ;,/7,;/
concepto transformacion lineal en su Fena - (501)
interpretacion funcional. b leppurnde (A pnechrnen AX
Desde la matematica al no escribir al dppeicie , g Lyt F
Jnven Fan [l } pre 2

a0 f
vector (1,2) como combinacion lineal de los vectores (1,1) y (-1,1) y aplicar la
transformacion lineal. Desde nuestra descomposicidn genética podemos argumentar que
E2, no coordinan los procesos relacionados por la igualdad, puesto que E2 alude a no
recordar un teorema que hace explicita esta relacién. El teorema fundamental del
algebra lineal. Es una prueba del fenémeno del formalismo como un obstaculo vivo en
el aprendizaje del algebra lineal.

Andlisis a posteriori Pregunta 5 interpretacion geométrica.

La figura 6 muestra al estudiante 5 (E5). Problemas en la coordinacidn de los procesos

para la construccidn del concepto transformacién lineal en su interpretacion geométrica.
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Desde nuestra  descomposicion Figura 6. Estudiante E5

genética podemos argumentar que

6- Determine, si es posible, la matriz asociada a la transformacion lineal que cambia a la

E5, no coordina los procesos ey

relacionados por la igualdad puesto S es /gaffé/c, t_? — J
L 1

Z /
que alude a no recordar un teorema P70 no' recverdo

que hace explicita esta relacion. Es S oaNEo A s ;{,hy,g
3

7@)‘ /"/’ G /_)Zeza/o Ler es %tle
Sl fesndli Y e

o Eg ) Cen7<r0 e oy,éjen

. )
una prueba del fendmeno del " e
formalismo como un obstéculo vivo

en el aprendizaje del algebra lineal.

Conclusiones preliminares:

Interpretacion matricial: los resultados indican que el concepto de coordenadas de la
imagen de un vector, por medio de una transformacion lineal no representa dificultad a
los estudiantes, sin embargo la generalizacion de este, es un obstaculo para alcanzar la
construccion objetos, tal como la basqueda de coordenadas en un objeto genérico. De
esta forma en la construccion de la interpretacién matricial, los dos temas substantivos,
segun los datos del estudio, vale decir, transformacion lineal y matriz de coordenadas,
son ignorados por el estudiante, quien se dedica inmediatamente a comprobar que la
operacion entre la matriz cambio de base y las coordenada del vector en una
determinada base, den la igualdad esperada.

Interpretacion funcional Parte de las evidencias obtenidas dan cuenta que los
estudiantes que no logran construir como objeto la interpretacion funcional del concepto
transformacion lineal es por una parte que dicen no recordar la definicion de
transformacion lineal, lo que hace alusion al obstaculo del formalismo; los estudiantes
proximos a mostrar una construccion proceso muestran que a pesar de recordar la
propiedad del concepto transformacion lineal en su interpretacién funcional no
coordinan la igualdad que define a la transformacidn lineal, en el sentido de lo descrito
en nuestra descomposicion geneética, es asi que nuestra descomposicion genética da
cuenta de un obstaculo no menor en la coordinacion mediante la igualdad para
configurar la definicion de la transformacion lineal.

Interpretacion geométrica: Algunas de las evidencias en este estudio dan cuenta que
para este caso los estudiantes que no logran construir como objeto la interpretacion
geométrica del concepto transformacion lineal sostienen que el algebra lineal y la

geometria son cursos diferentes. Por otra parte estudiantes como E16 muestra una
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construccion accion para esta interpretacion y dice que “no sé como hacerlo”, pero por

ejemplo es capaz de establecer correspondencia entre vectores, se trata de

construcciones mentales procesos que no han sido coordinadas en forma adecuada por

la combinacion lineal, en otras palabras el objeto necesario para dar respuesta a la

interpretacion geométrica no ha sido construido.

En general hemos de considerar que las descomposiciones genéticas propuestas para la

investigacion sirvieron de buen modelo para el analisis de las evidencias, mostrando

para este caso que los estudiantes, construyen el concepto adhiriéndose a lo

presupuestado, dando cuenta a través de la combinacion lineal como elemento

articulador de las dificultades que estos muestran. Proponemos profundizar el estudio

multinterpretativo como parte del ciclo de investigacion en APOE, para determinar la

evolucion cognitiva de los esquemas involucrados en la construccion del concepto

transformacion lineal.
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