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Resumen:

Estudiamos las concepciones de estudiantes de secundaria y universidad sobre la
representacion de los nimeros reales en la recta. Participaron 307 estudiantes con distinto
grado de formacion matemética. Analizamos tres tareas que versaron sobre la
representacion de distintos tipos de numeros reales en la recta; diferenciacion de
racionales y reales en la recta numérica y modos de concebir la naturaleza de la recta
numérica.

Se caracterizaron las respuestas de los estudiantes en cada una de las tareas, realizadndose
un Analisis Factorial de Correspondencias Mdltiple y posterior Clasificacion Jerarquica
de los estudiantes segun fueran similares sus respuestas, asociandose las clases resultante
con el nivel de estudio en matematicas de los estudiantes.

Exponemos un gradiente de profundidad de concepciones, desde la ajenidad frente al
problema asociada a estudiantes con menor nivel de estudio de matematica, pasando por
una vision centrada en los reales identificados como los enteros y sus fracciones o la
densidad numérica potencial de la recta identificando a los reales con los decimales,
finalmente estudiantes avanzados de Biologia con una concepcion instrumental de la recta
como sostén de las magnitudes, y estudiantes avanzados de Matematica que se centraron
en la completitud de los reales y la continuidad de la recta.

Introduccion.

Si bien la representacion de cada nimero mediante un punto, ayuda a intuir el orden
continuo y total del conjunto de niimeros reales y la continuidad de la recta permite
visualizar la completitud de este conjunto, la representacion de los numeros reales sobre la
recta numérica implica la comprension, por parte de los estudiantes, de cuestiones

cognitivamente complejas como el continuo geométrico, la biyeccion entre el conjunto de
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los nimeros reales y la recta (Coriat y Scaglia, 2000) y el infinito actual. Siendo esta Gltima
una nocidon especialmente contraintuitiva y que requiere de contextos educativos que
propicien la reflexion matematica a través de intervenciones de ensefianza especificas
(Juan, Montoro y Scheuer, 2012; Monaghan, 2001; Montoro, 2005; Moreno-Armella y
Waldegg, 1995; Waldegg, 1996).

El objetivo del presente estudio fue conocer coémo estudiantes con muy diferentes niveles
de formacidon matematica conciben la recta numérica como representacion de los nimeros
reales. Mostraremos el analisis de las respuestas de estudiantes de escolaridad secundaria y
universitarios a tres tareas destinadas a evidenciar sus concepciones respecto de la recta
numérica, analizando como conciben el infinito, la densidad y completitud de los nimeros
reales y su relacion con la continuidad de la recta.

Metodologia

Participantes. Participaron 307 estudiantes. Ciento sesenta y siete (167) de escuela
secundaria, de los tres ultimos cursos de un mismo centro educativo: tercero, cuarto y
quinto curso (3ro, 4to y 5to) y 140 de universidad. Estos ultimos, fueron ingresantes y
avanzados de tres carreras distintas en las que los estudios de matematica tienen diferente
peso: Matematica, Biologia y Educacion Fisica (M1, MA, BI, BA, EFI, EFA).

Tareas y procedimientos. Las tres tareas en las que enfoca esta comunicacion formaron
parte de un cuestionario mas amplio, destinado a indagar sobre la comprension del nimero
real, respondido en forma escrita e individual en las respectivas instituciones educativas y
en un tiempo medio de 40 minutos.

Tarea 1: Representacion de nimeros reales en una recta numérica con escala decimal.
Consistio en, dado un nimero, encontrar su lugar en la recta numérica, presentada sobre un
cuadriculado, marcando en ella 0 y 1 de modo de ofrecer una escala. Se solicita graficar dos
nlmeros enteros, uno positivo y uno negativo (2 y -2), una fraccion no entera (1/2), dos
nameros decimales del orden de los décimos (0,2 y 2,2), un decimal periodico (2,29) y un
irracional construible muy conocido (/2 ). Luego se sugiere la posibilidad de explicar por
qué no se pudo representar alguno de los nimeros.

Tarea 2: La recta numérica como representacion de los nimeros reales. Diferenciacion

entre densidad y completitud- continuidad.
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Consistié en tres situaciones hipotéticas de marcar (0 quitar) infinitos nimeros sobre la
recta. En la primera situacion se propone marcar todos los racionales, utilizando la palabra
fracciones, en la segunda se propone marcar, en esa misma recta sostén, todas las raices de
las fracciones (racionales e irracionales). Por ultimo, se propone la situacion inversa a la
primera de retirar todos los racionales y pensar qué quedaria en la recta

Tarea 3: La naturaleza de la recta numérica. El infinito, la densidad y completitud de los
nameros reales y la relacion con la continuidad de recta.

Se solicita imaginar un microscopio (ideal) de gran potencia que enfoca sobre un fragmento
de recta numérica y agranda la imagen, invitando a pensar en un segmento de recta o
intervalo de reales, que se agranda (primer item) y se pide que se dibuje lo que se ve
durante este proceso (segundo item), por ultimo, se solicita qué se describa que se ve
cuando ¢l aumento es “infinito” (tercer item). ESta tarea es similar a la utilizada por
Romero (1996, p6) con algunas, aungue fundamentales, modificaciones, principalmente la
incorporacion de la palabra ideal a fin de invitar a los estudiantes a que “jueguen el juego”
y el hecho de nombrar a la recta como recta “numérica”.

Procedimientos de anélisis

Tarea 1. Se categorizaron las respuestas graficas (una por una) segun los nimeros que los
estudiantes habian ubicado en la recta, desde aquellas respuestas en las que no ubicaron
ninguno, hasta las respuestas en que figuraban correctamente ubicados los 7 ndmeros
solicitados y teniendo en cuenta, eventualmente, las justificaciones dadas. Resultando una

categorizacion en 8 clases que se describen en la Tabla 1 a continuacion.

Tabla 1: Caracterizacion de las clases de respuestas a la tarea y un ejemplo literal de respuesta de algin/a
estudiante caracteristico de la clase.

Caracterizacion de las respuestas Ejemplos

1.1: Grafican sélo los enteros. Ubican s6lo -2 y 2. Estudiante de 3ro: Ubica s6lo 2 y -2. Sin maés
Sin justificar o manifestando que no grafican justificacion

porque no saben, no entienden o no recuerdan

€omo se hace.

1.2. Grafican s6lo decimales finitos (no %2). Ubican
correctamente a -2; 2; 0.2 y 2.2. La fraccion ¥ la  Bsudiante de Sto: Ubica -2: 2: 0.2 y 2.2 bien. La
ubican entre 1y 2. No ubican 2,29ni /2 sin fraccion 1/2 la ubican entre 1 y 2. Agrega: V2 no lo

justificar o justificando que no saben 0 no se pude graficar porque no me acuerdo.
acuerdan.

1.3. Grafican solo racionales finitos. Ubican a -2; Estudiante de BI: Ubica a -2; 2; 0,2; 2,2 y 1/2 bien.
2, 0,2; 2,2 y 1/2 bien; no ubican V2 2,29 Agrega: \/E no lo pude graficar porque no lo se
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justificando que no saben o no se acuerdan.

calcular. 2,2@ porque no me acuerdo

1.4. Grafican s6lo racionales - Infinito como
indefinido. Ubican correctamente a -2; 2; 0,2; 2,2y
15. No ubican /2 o 2,29 justificando que no lo

hacen porque no se los pueden representar; porque
son infinitos.

Estudiante de 5to: Ubica -2; 2; 0,2; 2,2 y %. Bien. No
grafica 2,29 ni /2 aclarando que el resultado da un
nGmero con coma con cifras infinitas.

1.5. Grafican  sélo racionales. Ubican

correctamente -2; 2; 0,2; 2,2 y Y. 2,29 muy

proximo a 2,3 y no representan V2 0 lo hacen
aproximadamente pero mal ubicada. sin justificar
porque no lo hacen o justificando que no saben
cémo se calcula la raiz.

Estudiante de 3ro: Ubica -2; 2; 0,2; 2,2 y % bien.
2,29 muy préximo a 2,3 y representa +/2 entre 0,2 y
Vs Aclara /2 es aproximado, ya que 2 no tiene raiz

racional es irracional. 2,29 es aproximado porque no
tengo espacio.

1.6. Grafican todos Ubican

correctamente -2; 2; 0,2; 2,2; %. préximo a
2,3y aproximan +/2 a 1,41. No justifican.

aproximados.
2,29

Estudiante de MI: Ubica -2; 2; 0,2; 2,2; % bien. 2,2§

muy proximo a 2,3 'y \/E en 1,41.

1.7. Grafican todos en forma aproximada-exacta.
Ubican correctamente -2; 2; 0,2; 2,2 y %. 2,2@
aproximado a 2,3 y \/E por método geométrico o

aproximado (justificando que hubiesen necesitado
el compas para hacerlo exacto).

Estudiante de 4to: Ubica correctamente -2; 2; 0,2; 2,2y

%, 2,29 aproximado a 2,3 y 2 por método

geométrico (trasladando con compas la hipotenusa del
triangulo rectdngulo de catetos unitarios).

1.8. Grafican todos en forma exacta. Ubican
correctamente -2; 2; 0,2; 2,2 y %. Hacen explicito

que 2,29= 2,3 y grafican ~/2 por método
geomeétrico.

Estudiante de MA:  Ubica -2; 2; 0,2; 2,2 y % bien.
Marcan 2,3 (en vez de 2,29) y grafica ~/2 por
método geométrico.

Tarea 2 y 3: Estas tareas consistian en tres items (cada una). En los dos primeros de la
Tarea 2, obtuvimos una respuesta de opciones y una argumentacion de la misma en forma
de respuesta abierta y para el tercer item solo una respuesta abierta; mientras en la Tarea 3
en el primer y tercer item obtuvimos respuestas verbales abiertas y para el segundo item
una respuesta grafica (dibujo).

Para cada tarea se realizd por separado la caracterizacion de las respuestas de los tres items,
para luego a través de un Analisis Factorial de Correspondencias Multiples (AFCM —
Benzécri (1973)) observar posibles asociaciones de respuestas a los tres items y realizar una
Clasificacion Jerarquica Ascendente (CJA - Ward, 1963), agrupando en una clase a las
respuestas similares. Resultando una categorizacion en 7 clases para la Tarea 2 y en 8

clases para la Tarea 3. Estas se describen en las Tablas 2 y 3 respectivamente.

Tabla 2: Caracterizacion de las clases de respuestas a la Tarea 2 y un ejemplo literal de respuesta de algin/a
estudiante caracteristico de la clase.
Caracterizacion de la concepciéon Ejemplos
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2.1. Ajenidad. No contestan al menos dos de los
tres items.

Estudiante de EFI: 1. NC / NJ / 2a. Hay lugar para
muchisimos numeros /NC /NC.

2.2. La recta representa a los enteros y las
fracciones (no enteras), no explicada.
Consideran que con las fracciones (racionales) se
completa la recta, sin explicitar su pensamiento.
Evitan la tarea de ubicar mas ndmeros en la
recta. No conocen niimeros no-racionales.

Estudiante de 3ro: Las fracciones si completan la
recta (no justifica). NC / NJ. Si se quitan las
fracciones quedarian los enteros supongo

2.3. La recta es infinito - potencialmente densa.
La recta representa a los enteros y las fracciones
(no enteras). Consideran que la recta no se
completa porue su concepcion del infinito, como
proceso sin fin, estd mediando en su
comprension de la recta como modelo de los
nimeros reales. Muchos no consideran a los
enteros como racionales.

Estudiante de Sto: Las fracciones no completan la
recta. Porque hay infinitos numeros racionales por lo
que la recta nunca se completaria. Las raices no
completan la recta. Hay lugar para infinitos niimeros.
Porque siempre habria numeros que agregar a la
recta ya que éstos son infinitos. Si se quitan las
fracciones quedarian los enteros.

2.4. Larecta es infinitamente densa e infinito es
todo. Confunden los reales con los racionales
Consideran que los racionales completan la recta
porque son infinitos y deben estar “todos”. Su
concepcion del infinito como identificado con
todo estd mediando en su comprension de la
recta como modelo de los nimeros reales.

Estudiante de MA: Las fracciones si completan la
recta. Si vos tenés 1/2, la mitad va a ser 1/4, la mitad
1/8, la mitad 1/16; infinitamente. Asi llenas la recta.
Las raices no completan la recta. Hay lugar para
infinitos nimero. Los nimeros son infinitos, te limita
pensar en potencias y raices, pero si tenes todos se
completa. Si quito las fracciones quedarian todos los
demds numeros (enteros, irracionales, 7, numeros),

25. La recta representa los racionales.
Confunden los reales con los racionales. Sus
respuestas hacen pensar que identifican a los
nlmeros reales con los racionales.

Estudiante de BI: Las fracciones si completan la
recta. Porque en ella estan representados todos y
cada uno de los nimeros. Las raices si completan la
recta. No hay lugar para mas nimeros. NJ. Si quito
las fracciones quedan los enteros.

2.6. La recta representa los racionales y otros
nimeros no-racionales - No explicada.
Consideran que con las fracciones (racionales)
no se puede completar la recta, ya que existen
otros nimeros, aun cuando no tengan muy claros
cuantos ni cuales, algunos no consideran a los
enteros como racionales. Con las raices tampoco
se completa porque existen otros nimeros.

Estudiante de 4to: Las fracciones no completan la
recta. No sé como explicarlo. Las raices no completan
la recta. Hay lugar para muchos ndmeros. Hay lugar
para mas nlmeros creo yo, no puedo explicarlo bien
porque hay cosas que me falta ver en la materia. Si
quito las fracciones quedan ndmeros que no son
racionales.

2.7. La recta representa a los reales completos.
Sus respuestas hacen pensar que comprenden a
los reales como la union de los racionales y de
los irracionales, conciben la recta como continua

Estudiante de MA: Las fracciones no completan la
recta. Faltarian "marcar" todos los ndmeros
irracionales. Las raices no completan la recta. Hay
lugar para infinitos nimero. Faltarian "marcar”
algunos numeros irracionales que no pueden
escribirse como raices por ej. e, w, etc. Si quito las
fracciones quedarian infinitos nimeros I.

Tabla 3: Caracterizacion de las clases de respuestas a la Tarea 3 y un ejemplo literal de respuesta de algtn/a
estudiante caracteristico de la clase.

Caracterizacion de las respuestas

Ejemplos

3.1. Ajenidad. El problema les es ajeno
manifiestan no saber o no poder imaginar. No
se comprometen con la actividad.

Estudiante de EFI: A: No sé. D: ND. I: No sé.

3.2. Recta dibujada o material: Conciben la
recta como un dibujo, como la marca que deja

Estudiante de 3ro: A: Veo una linea muy grande y
nimeros muy grandes y cada vez va aumentando mas.
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el lapiz o la tinta de la impresora en un papel
(no pueden abstraerse de la representacién
externa) o como constituida de materia (no
pueden abstraerse  del objeto real
“microscopio”). La recta no es un objeto
matematico.

D: Dibuja un segmento (rectangular) grueso con marcas
rectangulares gruesas perpendiculares y dibuja (muy
grandes) el 2 y el 3 (como si se hubiese aumentado el
Zoom de la computadora).

3.3. Recta de puntos discreta. Ven uno pocos,
muchos, una sucesion de puntos o una sucesion
de infinitos puntos. La recta se concibe como
conjunto de puntos (con medida) corresponde a
la analogia del collar de perlas.

Estudiante de BA: A: Se podria observar una sucesién
de puntos. D: Dibuja un segmento conformado por
pequefios circulitos muy juntos uno de otros, al estilo
collar de perla. I: NC

3.4. Recta de magnitudes. Regla graduada Ven
la recta con la escala, segmentada, con
divisiones y subdivisiones. Podriamos decir que
conciben la recta numérica como el sostén de
las magnitudes, es decir un instrumento de
medida similar a una recta graduada decimal.

Estudiante de BA: veo pequefias divisiones que a medida
que aumenta la potencia se hacen méas pequefios los
espacios entre cada nueva division. D: Realiza una
secuencia de tres dibujos (unidos por una fleca con la
leyenda +pot) el primero un segmento sin extremos y
con algunas marcas como divisiones, luego uno mas
pequefio con mas marcas, por Gltimo, uno mas pequefio y
con muchas marcas y divisiones. I: cada vez marcas mas
pequefias.

3.5. Densidad numérica potencialmente infinita
Aseguran ver muchos 0 méas numeros, nuevos
nameros o bien nimeros con mas cantidad de
cifras decimales a medida que agrandan la recta
y con aumento infinito ven infinitos o todos los
nameros. No presenta modalidades de NEM
asociadas.

Respuestas de un/a estudiante de BI:

A: A medida que aumenta aparecen m&s numeros y
nameros. D: dibuja un segmento de recta, marca los
extremos como 0 y 1. Hace muchas marcas entre los
extremos. I: Veo infinitos numeros.

3. 6. Densidad numérica finitista: La recta se
concibe como densa de ndmeros, sin embargo,
no se nombra al infinito, y cuando se solicita
pensar en un aumento infinito, simplemente se
lo ignora o manifiesta que el infinito no es
posible

Estudiante de 3ro: A: ndmeros y ndmeros y mas
nimeros. D: dibuja un segmento de recta, marca los
extremos y hace 7 marquitas, en cada una de ellas coloca
los nimeros 1,2; 1,3; 1,4; 1,5;1,6; 1,7y 1,8. I: no sé

3.7. Densidad numérica infinita: La recta se
concibe como densa de nimeros, pero, siempre
esta presente que hay infinitos nimeros.

Estudiante de 4to: Se ven muchos nimeros y a medida
que aumenta se ven mas porque hay infinitos. D: Dibuja
el segmento correspondiente al intervalo (1,2) con
flechitas en los extremos y realiza las marquitas de los
décimos, escribe en cada marquita 1,2; 1,3; ...y 1,9. I Se
ven nlmeros infinitos.

3.8. Continuidad. Conciben la recta como
continua, Yy podriamos decir que una
representacion de la completitud de los reales;
ya que a pesar de haber dado la recta como
numérica aqui no aparecen ni ndmeros ni
puntos.

Estudiante de MA: No ocurre nada, lo que ves es lo
mismo que veias antes. D: una linea continua (sin
levantar el lapiz) sin marcas ni nameros. I: Igual que
antes lo que ves es lo mismo que antes, porque la recta es
continua.

Clasificacion de los estudiantes segin las modalidades de respuesta a todas las tareas

A cada estudiante se le asocié una categoria de respuesta para cada tarea y, con el fin de
validar esta asignacion, se aplicé un procedimiento de control inter-juez para la totalidad de
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las respuestas. Las jueces fueron dos docentes universitarias de matematica obteniéndose
una coincidencia de un 98%.

Con la intencion de describir las asociaciones entre modos de respuesta a las tres tareas en
un mismo estudiante y de los estudiantes entre si, como asi también las relaciones entre los
modos de respuesta con el Nivel de Estudio de Matematica (NEM) de los estudiantes, se
aplico un AFCM a los 307 estudiantes sobre los que se definieron tres variables de
respuesta, una por cada tarea, con tantas modalidades como las clases resultantes en la
clasificacion de las respuestas para la tarea correspondiente y una variable de
caracterizacion (NEM) con nueve modalidades (3ro, 4to, 5to, EFI, EFA, Bl, BA, Ml y
MA\). Se tomaron como variables activas para la formacion de los factores a las variables de
respuesta y como ilustrativa la variable NEM. Se realiz6 una clasificacion de los
estudiantes segun la semejanza en sus modos de respuesta a las tres tareas y buscando
asociaciones de las clases obtenidas con el nivel de estudio (NEM) de los participantes.
Resultados

Presentamos las clases obtenidas en la clasificacion descripta en el parrafo anterior.
informando la cantidad de estudiantes que la constituyen (N) y porcentaje de la poblacion
que representa, modalidades de respuestas asociadas (ver Tablas 1,2 y 3), modalidades de
NEM relacionadas particularmente y una caracterizacion de las clases segln las ideas
presentes en los estudiantes de la clase.

1 Ajenidad. N=21 (7%). Modalidades de respuesta asociadas: 1.1, 2.1 y 3.1. Los
estudiantes de esta clase solo grafican enteros en la recta numérica y muestran ajenidad
frente a la recta como modelo de los reales. Tiene asociada la modalidad EFI ademés en
esta clase no hay ningln estudiante de MA, BA o BI.

2. Los enteros y sus fracciones. Ajenidad frente a la recta. N=54 (18%). Modalidades de
respuesta asociadas: 1.2, 2.2 y 3.1. Los estudiantes de esta clase, sélo grafican decimales
(finitos) en la recta numérica. Los nimeros son los enteros y algunos nimeros decimales o
fraccionarios, no considerando nimeros no-racionales y muestran ajenidad frente a la recta
como modelo de los reales. No posee modalidades de NEM asociadas particularmente, sin

embargo, el 67% de la clase son estudiantes de secundaria.
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3. Traslado de los enteros a los décimos. Los reales son los decimales finitos (hasta los
décimos). Discretitud explicita. N=7 (26%). Modalidades de respuesta asociadas: 1.5, 1.3,
2.6, 3.6 y 3.2. Los estudiantes de esta clase grafican los decimales hasta los décimos,
incluso los nameros infinitos e irracionales como decimales finitos. La recta representa los
racionales y “otros” ntimeros no-racionales (no explicada) y es numéricamente densa
(finitista); algunos no pueden abstraerse de la representacion externa o material de la recta.
Modalidades de NEN asociadas: 3ro, 4to y 5to.

4. ldentifican a los reales con los decimales. N=58 (19 %). Modalidades de respuesta
asociadas: 1.6, 2.5 y 3.5. Para estos estudiantes la recta representa a los racionales, grafican
los nimeros por su aproximacion racional finita. Identifican a los reales con los racionales
y estos ultimos son infinito-potencialmente densos. La recta representa los racionales,
grafican los numeros por su aproximacién racional finita. Poseen uan vision finitista
implicita cuando comparan colecciones o conjuntos y discreta respecto de los nimeros. Es
notable la presencias de Ml y BI.

5. Mediada por la utilidad. Magnitudes. N=39 (13%). Modalidades de respuesta
asociadas:1.7, 2.7 y 3.4. Grafican todos los nimeros en forma aproximada-exacta. Su
concepcidn del infinito, como proceso sin fin, media en su comprension de la recta como
modelo de los ndmeros reales. Conciben la recta numérica como el sostén de las
magnitudes, es decir un instrumento de medida similar a una recta graduada decimal. Son
infinitistas potenciales que conciben el infinito potencial como un proceso que “puede”
seguir siendo “tanto como necesite. Tiene asociada la modalidad BA.

6. Comprensién relativa de los reales. Unico infinito. La recta representa los
decimales. N=42 (14%). Modalidades de respuesta asociadas: 1.6, 1.4, 2.3, 3.5 y 3.6.
Grafican los ndmeros por sus aproximaciones racionales, la recta es numéricamente
infinito-potencialmente densa, confunden los reales, con los enteros y las fracciones (no
enteras). Al comparar conjuntos piensan que existen una unica cantidad infinita

7. Los reales completos. La recta continua. N=14 (5%). Modalidades de respuesta
asociadas: 1.8, 1.7, 2.7 y 3.8. La recta representa a los reales completos y es continua.
Particularmente asociada a MA.

Discusion y conclusiones
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Mostramos la diversidad de concepciones que pueden operar en un mismo grupo de
estudiantes encontrando un gradiente de profundidad de estas ideas que comienzan desde
de lo que hemos denominado ajenidad (7%) y considerar a los reales como los enteros y
sus fracciones y no apropiarse de la representacion de los reales en la recta (18%); ambas
clases constituidas por estudiantes con menor nivel de estudios de matematica. En una zona
intermedia se ubica la concepcidn discreta en dos versiones, una en la que se considera las
propiedades de los enteros en los décimos (26%), principalmente estudiantes de secundaria
y otra en la que se identifica a los reales con los decimales (19 %) con una notable
presencia de estudiantes de MI y Bl. Luego encontramos los estudiantes avanzados de
Biologia con una concepcion mediada por la utilidad de los nimeros reales identificAndolos
con las magnitudes (13%). EI 14% de la poblaciéon concibe el cardinal de los conjuntos
infinitos como una Unica cantidad infinita y a los reales identificados con los decimales. Por
ualtimo, el 5% de la poblacion considera a los reales como completos y la recta como
continua, son principalmente estudiantes avanzados de Matematica.
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