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Resumen

Este artigo apresenta os objetos de aprendizagem tridimensionais desenvolvidos para dar
apoio a compreensdo de conceitos matematicos do Calculo Diferencial e Integral no estudo
de fungbes multivariadas. O objetivo foi elaborar e utilizar objetos de aprendizagem
tridimensionais interativos, que oferecem suporte na visualizacdo das caracteristicas das
funcdes multivariadas em situacdes problema com tematicas de interesse para estudantes de
Engenharia. Foi realizado um experimento com trés turmas de Calculo de um curso de
Engenharia da ULBRA com resultados que indicam que o uso de representacGes
tridimensionais estereoscopicas (utilizando o6culos 3D) auxiliam no entendimento da
variabilidade da funcdo pela visualizagdo e interacdo com o0s objetos tridimensionais,
levando a compreensao das caracteristicas das funcdes multivariadas em um determinado
ponto.

1 Introducéao
O estudo das fungdes inicia no Ensino Médio explorando situacbes matematicas para a
compreensdo da caracteristicas relacionadas com o valor e variagdo da funcdo de uma
varidvel em um determinado ponto. Séo apresentados 0s conceitos de positivo, negativo,
zero da funcdo, crescente e decrescente, com suporte nas representacdes geomeétricas, dada
as dificuldades da generalizacdo somente a partir de definicGes matematicas. Esse
conhecimento € expandido no Ensino Superior com o Célculo Diferencial e Integral e as
funcBes de multivariadas.
Para o estudo de funcBes com vaérias variaveis, em particular com duas variaveis
independentes, se utiliza de objetos graficos como as curvas de nivel e graficos
bidimensionais em perspectiva representando fung¢des tridimensionais para auxilio na
compreensdo das caracteristicas das funcoes.
Os paradigmas atuais da educagéo incentivam o uso de recursos computacionais na pratica
pedagogica de maneira a proporcionar ao aluno situacdes para a aprendizagem
significativa. Neste contexto, segundo Alves (2012), o uso de softwares de geometria
dindmica, como o Geogebra, permitem criar situacdes para a producdo de conjecturas e
formulacéo de hipdteses a partir das discussées de propriedades geométricas e topoldgicas
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de conceitos complexos fortemente apoiadas na visualizacdo e experimentacdes através da
manipulacdo dos objetos geométricos.

O trabalho realizado teve por objetivo construir e utilizar objetos de aprendizagem
tridimensionais para o ensino do Calculo Diferencial e Integral explorando a nocéao de
profundidade, baseada na estereoscopia, de modo a minimizar as dificuldades de
interpretacdo da imagem bidimensional como um objeto tridimensional.

2 Representacgéo tridimensional

Historicamente a representacdo bidimensional de objetos tridimensionais adquire forma no
século XIX com a perspectiva cavaleira, que utiliza uma projecéo cilindrica obliqua para
criar a ilusdo da realidade tridimensional. A representacdo em perspectiva é aprimorada na
renascenca com o uso da perspectiva linear, utilizando a projecdo cénica com um ou dois
pontos de fuga (Correia de Sa & Rocha, 2010).

Ressalta-se que as representacdes em perspectiva proporcionam a nogéo de profundidade e
distancia baseadas nas habilidades de interpretacdo do observador que imagina e
compreende quais objetos, ou partes desse, estdo mais a frente ou mais atrds em relacdo ao
observador. Para Gutiérrez (Gutiérrez, 1996) o processo de visualizacdo é uma acdo mental
no qual a interpretacdo das imagens é realizado por dois processos, “Interpreta¢do visual da
informac¢do” que cria imagens mentais, e “Interpretacdo de imagens mentais” para gerar
informacao.

Os homens tem nocdo de profundidade, distancia e tamanho dos objetos no espaco
tridimensional gracas a disposicao dos olhos a frente da cabeca que proporciona a visao
binocular ou estereoscopia. A visao tridimensional é resultado da interpretacdo, pelo
cérebro, das duas imagens bidimensionais que cada olho capta do objeto observado e as
informacdes sobre o grau de convergéncia e divergéncia eixos visuais (Siscoutto et al.,
2004).

Uma das maneiras de se obter a estereoscopia é através do uso conjunto de imagens
anaglifas, que mesclam duas imagens de cores vermelha e ciano, obtidas de dois pontos de
observacao diferentes, e que devem ser visualizadas com o uso 6culos especiais, com lentes
de cor vermelha na esquerda e ciano na direita, para a correta separacéo da imagem de
maneira que o cérebro interprete a imagem com a no¢do de profundidade.

3 Fungdes multivariadas
O Geogebra é um programa de Matematica Dinamica para Geometria, Algebra e Calculo
(Hohenwarter & Preiner, 2007), com suporte a construgdes tridimensionais com
representacdes em perspectiva paralela, obliqua, cavalera e estereoscépica anaglifa. O
suporte a representacdo estereoscopica do Geogebra, permite o desenvolvimento de objetos
tridimensionais, como é o caso das superficies geradas por funcGes de duas variaveis
independentes.
Os estudos realizados tiveram foco na producéo e uso de objetos de aprendizagem
tridimensionais interativos para o estudo das fun¢Ges multivariadas, em particular com duas
variaveis. As interacdes foram idealizadas para proporcionar situa¢fes que permitam a
visualizacdo das propriedades geométricas e topoldgicas associadas as caracteristicas da
funcdo em um determinado ponto, assim como a regido topoldgica abaixo da superficie
formada pela funcéo.
Ressalta-se que os objetos fazem parte de uma sequéncia didatica envolvendo o contetdo
de Calculo Diferencial e Integral para funcGes de varias variaveis. As atividades
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subsequentes, a etapa que utiliza os objetos geométricos, devem explorar as conjecturas e
hipdteses levantada pelos estudantes e expandi-las para fungcdes com mais de duas variaveis
e que ndo possuem representacdo geométrica. Deste modo o recurso de visualizagdo é parte
do processo de significacdo de conceitos aplicados a qualquer funcédo, independentemente
do namero de variaveis e a aprendizagem deve seguir até os conceitos se desvincularem das
representacdes geometricas.

4 Os objetos de aprendizagem tridimensionais

Entendendo que objetos de aprendizagem sem um design instrucional sdo somente objetos
de conhecimento (Merrill, 2002), os objetos desenvolvidos para o Célculo Diferencial e
Integral, envolvendo funcdes de duas variaveis, foram idealizados para proporcionar ao
estudante situagdes para explorar e formular conjecturas, confrontando conceitos e
conhecimentos prévios apresentados nas funcdes de uma variavel independente.

A figura 1 apresenta o objeto de aprendizagem para o estudo da derivada direcional. Neste
objeto o estudante pode manipular, na janela da esquerda, o ponto e a dire¢do que se esta
verificando a derivada direcional. Na janela tridimensional o estudante visualiza o plano
tangente no ponto selecionado e a projecao do vetor direcdo. Os botdes permitem que sejam
ocultadas a funcdo, o vetor direcdo e o plano tangente, diminuindo a quantidade de objetos
gréficos para facilitar a visualizacdo e exploragdo de situaces.

A atividade com o este objeto de aprendizagem é organizada e orientada fazendo uso de
guestionamentos utilizando os conhecimentos prévios de fun¢des de uma variavel:

Qual o valor de f(xq,y1), f(x2,v,) € f(x3,y3) (escolhendo pontos especificos e
determinados de acordo com a funcéo dada, gerando as trés situacdes de funcédo
positiva, negativa ou zero);
No ponto (x;,y,) a funcdo é crescente ou decrescente? (nesse momento surge a
duvida sobre a caracteristica de variabilidade. Quando a atividade € iniciada com o
paraboloide f(x,y) = x? + y? a maioria dos estudantes responde que a funcéo é
decrescente e ao trocar-se para f(x,y) =3 —x?—y? a maioria identifica a
necessidade de adotar uma direcdo. Ativa-se entdo o vetor direcdo e, variando o
mesmo, trabalha-se com as situacGes de variagdo crescente, decrescente e nula no
ponto dado);
Relembrando que na fungdo de uma variavel temos um ponto critico quando a taxa
de variacdo é zero, ou seja, f'(x) = 0. Para o ponto (x;,y,) e direcdo com uma
taxa de variagcdo nula, temos um ponto critico? Ele € um ponto de maximo ou de
minimo? (Determina-se um ponto ndo critico e uma direcdo com taxa de variacdo
nula. Os alunos sdo levados a identificar que ndo € ponto de méaximo ou de minimo
apesar da taxa de variacdo ser nula em uma direcdo. Orienta-se que mudem a
direcdo e verifiquem a taxa de variacdo. Apds chegarem a conclusdo de que ndo €
ponto critico porque a taxa de variacdo deixa de ser nula com a alteracdo da
direcdo, pergunta-se pelos pontos criticos da funcao);
Quais sdo as caracteristicas de valor e variagdo dos pontos criticos da funcéo?
(Com a manipulacdo do ponto os estudantes mudam para o ponto de méximo do
paraboloide e realizam mudancas no vetor direcdo, identificando que a taxa de
variagdo permanece nula mesmo com a mudanga de direcao).
Quais sdo os pontos criticos da funcdo f(x,y) = x2 — y? +1 ? (O hiperboloide de
uma folha tem um ponto critico que ndo é ponto de maximo ou de minimo, mas
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um ponto de sela. Através da rotagdo do hiperboloide é possivel verificar as
propriedades do ponto critico).
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Figura 5 — Objeto de aprendizagem para o estudo da derivéda direcional.

Fonte: O autor.

A figura 2 apresenta um objeto tridimensional para aprendizagem de curvas de nivel e as
integrais duplas para célculo da regido topoldgica delimitada pela funcéo.

Para o estudo de curvas de nivel, o objeto possui botbes para ativar o plano de corte
paralelo ao planoXY. Para as curvas de nivel tem-se disponivel dois botGes, um que
controla o plano de intersecgdo paralelo ao planoXY e outro que apresenta as curvas para

os valores inteiros de f(x,y).
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Figura 6-Objeto de aprendizagem para curvas de nivel e estudo de regides entre fungdes

Fonte: O autor.

Para o0 estudo das integrais duplas e regides topoldgicas entre a funcao e o planoXY, o
objeto disponibiliza botdes para ativar o plano perpendicular ao eixo X ou y, para dar
suporte ao conceito estudado. Além disso no painel esquerdo é possivel manipular os
pontos A,B,C e D que definem a regido retangular “abaixo” da fung¢ao e que define os
intervalos de integracéo.
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Figura 7-Objeto de aprendizagem para curvas de nivel e estudo de regides entre funcdes

Fonte: O autor.

Nos dois objetos o estudante insere a funcéo que deseja estudar nos campos apropriados,
possibilitando o estudo de quaisquer fungbes. O uso da representacdo geométrica
tridimensional anaglifa permite a interpretacdo do objeto estudado com nocGes de
profundidade, evitando a perda de informacéao que ocorre na representacdo em perspectiva.
As imagens apresentadas no presente artigo foram reproduzidas com o recurso
estereoscopico anaglifo e recomenda-se o0 uso dos 6culos apropriados para melhor
visualizacao.

5 Conclusbes

As aulas que apresentam func¢es multivariadas com graficos desenhados a méo livre, ou
projecdes estaticas em perspectiva, ndo oferecem a mesma facilidade de interpretacdo que
as imagens tridimensionais com a nocao de profundidade como as estereoscopicas. O uso
dos objetos de aprendizagem tridimensionais na disciplina de Calculo objetivam minimizar
o0s problemas de compreensao das caracteristicas das fungcGes em um determinado ponto,
assim como, os problemas de otimizacao, pela interacdo e interpretacdo grafica das
situacoes.

Ressalta-se que o uso do Geogebra para estudos de objetos geométricos tridimensionais
dindmicos como as fun¢Ges multivariadas agrega vantagens como a manipulacao das
caracteristicas do objeto oferendo a experimentacdo de situacoes diferenciadas que
possibilitam a observacédo das caracteristicas e propriedades geométricas dos objetos para
formulacdo de conjecturas e compreensdo dos conceitos matematicas estudados, como, por

198
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



exemplo, a derivada direcional e os pontos criticos de fun¢des multivariadas e a regido
topoldgica delimitada pela superficie.
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