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Resumen

En el presente trabajo se realiz6 un andlisis de las dificultades que presentaron alumnos que
cursan 1° afio de Ingenieria en la Facultad de Ingenieria y Ciencias Econdmico-Sociales de
la Universidad Nacional de San Luis, al resolver actividades de un examen parcial con
numeros complejos. La necesidad de este estudio surgié de la observacion de los errores
cometidos durante las clases préacticas de la asignatura Algebra | correspondiente al primer
cuatrimestre del afio 2010. El analisis de los errores se realizo dentro del marco teorico de
Duval “Teoria de Registros Semidticos”. Los resultados mostraron que la mayoria de los
alumnos no asociaron el registro analitico con el registro grafico de los nimeros complejos.
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Introduccion

La Teoria de nimeros complejos tiene aplicacién no s6lo en expresiones de matematica
pura sino también para explicar situaciones de la vida cotidiana, por ejemplo: las relaciones
de impedancias en un circuito de corriente alterna, en la funcion de onda de la mecanica
cuéntica o en cualquier expresion de naturaleza ondulatoria o periddica.

El principio en el conocimiento de los nimeros complejos se encuentra en la obra de
Girolamo Cardano, un italiano que vivié entre 1501 y 1576, quien escribié un importante e
influyente tratado de algebra llamado el “Ars Magna” en 1545. En el estudio de las
soluciones de una ecuacion cubica, basado en parte en la obra previa de Scipione del Ferro
y de Tartaglia, se percato de que en cierto paso se veia obligado a tomar la raiz cuadrada de
un nmero negativo. Aunque esto era un enigma para él, se dio cuenta de que si se permitia
tomar esa raiz cuadrada, y solo entonces, podia expresar la respuesta completa, que
finalmente siempre era real. Mas tarde, en 1572, Raphael Bombelli, en una obra titulada
“L’ Algebra”, extendi6 el trabajo de Cardano. René Descartes (1596-1650) en 1637 en su
libro “La Géometrie” afirm6 que una ecuacion de grado “n” tiene “n” raices y que éstas
pueden ser imaginarias o reales.

Estos numeros imaginarios no fueron incorporados en ese momento al campo de las
matematicas. Recién en el afio 1777 el suizo Leonhard Euler (1707-1783) introdujo el
simbolo i para -1, operé con él como si i®=-1 e introdujo la notacion (a+bi);
demostrando ademas que el conjunto de numeros de esa forma era cerrado para las cuatro
operaciones basicas, asi como para la potenciacion y radicacion (Galan J y col. 2002).

Se han encontrado otras muchas propiedades que poseen estos nimeros en combinacion
con los reales (numeros complejos) utilizadas para resolver situaciones reales; tales como la
formula integral de Cauchy, el teorema de la aplicacion de Riemann o la propiedad de
extension de Lewy.
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Marco Teorico

El significado de representacion semiotica se refiere al empleo de signos, que cobran
significado y sirven para la actividad cognitiva dentro de un determinado sistema. Una
férmula matematica, una gréfica, una tabla, la lengua materna, constituyen ejemplos de
representaciones semidticas. Para la mejor ensefianza de los temas matematicos, es esencial
movilizar varios registros (figuras, gréficas, tablas, formulas matematicas) y en lo posible
descartar el tratamiento de los temas en forma uniregistral. (Gatica N, Ares.O, Miro. S,
2003)

La teoria de “sistemas semidticos de representacion” (Duval R., 1998) afirma que la
aprehension de un objeto matematico es una aprehension conceptual y la actividad sobre
los objetos matematicos es s6lo por medio de representaciones semidticas. Es por ello que
Duval expresa: “Si se llama semiosis a la aprehension o a la produccion de una
representacion semidtica, y noesis a la aprehension conceptual de un objeto, es necesario
afirmar que la noesis es inseparable de la semiosis” por este motivo cobra importancia la
coordinacion entre registros.

El ensefiar un tema en varios registros, facilita el abordaje de un concepto y permite no
confundir el objeto matematico con su representacion. Por ejemplo, geométricamente la
recta constituye un objeto y su ecuacion matematica la representacion.

Tipos De Registros Para Representacion De Numeros Complejos
Para representar nimeros complejos, podemos decir que existen dos registros: el algebraico
y el geometrico. (Grossman, 1996)

Registro algebraico

Forma de par ordenado: Z= (x, y).Donde “X” representa la parte real del complejo e “y” la
parte imaginaria

Forma bindmica: Z= x + y i. Donde, al igual que en el par ordenado, “X” representa la parte
real del complejo e “y” la parte imaginaria. La parte imaginaria se encuentra como factor de
la unidad imaginaria “i”

Forma polar: Z = r (cos 8 + i sen 0), que en forma abreviada puede escribirse como
Z =r cis 0. Donde r (modulo) es la distancia entre el punto que representa a Z y el origen de
coordenadas, & (argumento) es el angulo que forma el eje real positivo con el segmento r
que une al punto Z y el origen de coordenadas.

Al identificar las partes real e imaginaria se pueden encontrar facilmente las ecuaciones de
transformacion entre coordenadas polares y cartesianas.

Formas de Steiner: Z = r £6. Notacion utilizada en ingenieria. El significado de r y de 6 es
el mismo que el de la forma polar.

Forma Exponencial: Z= r " Utilizada en Analisis del campo de los N(imeros Complejo.

Registro Geométrico

La representacion geométrica de los numeros complejos mediante puntos en el plano fue
propuesta por Gauss en 1779 pero fue Argand en 1806 quien ideo una forma de
representarlos mas adecuada. Es por ello que al Plano complejo se lo conoce como Plano de
Argand o de Gauss- Argand.

Sistema de coordenadas cartesianas: En la Figura 1 se representa al nimero complejo Z
mediante un punto en el plano complejo, de coordenadas (X, y)
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Figura 1. Sistema de representacion

Sistema Polar :En la Figura 2 se representa un nimero complejo Z como un punto del
plano complejo determinado mediante las coordenadas polares (r, € ), donde la parte real
del complejo es rcosé vy la parte imaginaria es rsin@

"
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Figura 2. Sistema de representacion polar

Forma de Riemman (Esfera de Riemman): En la Figura 3 se muestra la representacion de
un numero complejo Z con la forma Riemann. En lugar de utilizar puntos de un plano,
pueden usarse puntos sobre superficies. Riemman encontrd que la esfera es una superficie
util para representarlos.

NI

Fiaura 3. Sistema de representacion con la forma de Riemann
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Los puntos de la esfera son proyectados desde el polo norte sobre el plano tangente que
pasa por el polo sur y asi, cada punto del plano corresponde a un punto de la esfera, con la
excepcion del mismo Polo Norte, esta correspondencia se denomina Proyeccion
estereogréfica. La proyeccion estereogréfica, sin el Polo Norte, representa el plano finito; si
le adjuntamos el Polo Norte obtenemos la representacion del plano extendido.

Registros utilizados en la ensefianza
En el curso de Algebra I se utilizan todos los registros algebraicos antes mencionados. En
cuanto a los registros geomeétricos se utilizan las representaciones Cartesiana y Polar.

Objetivos y Metodologia
Se analizaron 100 evaluaciones parciales de alumnos del curso Algebra I cuyo programa
contiene una unidad dedicada al estudio de Numeros Complejos, su representacion y
operaciones.
Los alumnos que realizaron estas actividades fueron entrenados en el tema abordado en las
clases préacticas de la asignatura. En estas actividades aulicas contaban con material de
estudio de la teoria de nimeros complejos y ejercitacion en los diferentes tépicos, por lo
que era de esperar que su desempefio fuera adecuado.
Con el proposito de analizar los errores que se ponen de manifiesto en el momento de
evaluar a los alumnos, en los distintos registros de representacion semiotica de los nimeros
complejos, se presentaron dos ejercicios cuya resolucion involucra la realizacion de las
operaciones de producto, cociente, potenciacion y radicacion de nimeros complejos.
Los objetivos de las actividades propuestas fueron:
. Conocer si el alumno se ha apropiado del concepto de nimero complejo
. Conocer si el alumno comprende que un nimero complejo tiene diferentes
representaciones y que su correspondencia es biunivoca.
. Conocer si el alumno es capaz de elegir entre los diferentes formas del registro
algebraico en forma adecuada dependiendo de la operacién que debe resolver

Ejercicios propuestos
- . (-2-2i)%e"

Resolver la siguiente expresion ~————

cis(x)
Este ejercicio se presentd con la finalidad de conocer si el alumno es capaz de:
Reconocer que las operaciones de potenciacion, producto y cociente entre ndmeros
complejos son sencillas de resolver cuando los nimeros involucrados estan expresados en
forma polar o en forma exponencial.
Realizar las transformaciones de las formas bindmica y exponencial compleja a forma polar
Realizar las operaciones correspondientes

Calcular la siguiente raiz del numero complejo Z = &/~ i

Este ejercicio se presentd con la finalidad de conocer si el alumno es capaz de:

Reconocer que la operacion de radicacion de un numero complejo es sencilla de resolver
cuando el namero involucrado esta expresado en forma polar

Realizar las transformaciones de la forma binémica a forma polar
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Realizar la operacion correspondiente
Representar geométricamente las raices obtenidas en el plano complejo

Anélisis de las respuestas

Del total de evaluaciones observadas el 22% no presentaron errores de ningun tipo, en el
78% restante se hallaron diversos tipos de errores que se clasificaron como sigue:

1) Errores en Registro algebraico:

A- Error en la eleccién de la forma de expresar el nUmero complejo para su posterior
operacion

B- Error en la transformacion del namero complejo de la forma binaria a la forma polar o
exponencial (en el calculo del mddulo o del argumento)

C- Error en la transformacion del nimero complejo de la forma exponencial compleja a la
forma polar (error en el calculo del modulo o del argumento)

D- Error en la operacion de potenciacion

E- Error en la operacion de producto

F- Error en la operacion de cociente

G- Error en la operacion de radicacién

2) Errores en Registro geométrico

H- Error en la representacion de las raices encontradas.

En la Figura 4 se muestra la frecuencia de los distintos errores
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Figura 4: Frecuencia de los errores de registro en porcentaje

Conclusiones

En el presente trabajo se realiz6 un analisis sobre la resolucion de 2 actividades que
involucran operaciones con nimeros complejos.

Los errores observados se clasificaron en 8 items; se evalud la frecuencia de los mismos en
forma porcentual. Los resultados muestran que el error mas frecuente se presenta en la
transformacion de numeros complejos de forma bindmica a forma polar, en general al
realizar el calculo del argumento no relacionaron la ubicacion del numero complejo en el
plano cartesiano con su representacion en el plano polar. El calculo erroneos del
argumento o modulo llevaron a resultados inexactos a pesar de que las operaciones de
potenciacion, producto, cociente y radicacion estuvieran realizadas correctamente. Es de
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destacar, que aungue no se tuvo en cuenta en el recuento de errores, que algunos alumnos
operaron con argumentos expresados en grados y radianes de manera indistinta, es decir
que sumaron o restaron grados con radianes, también en algunos casos el argumento fue
expresado fuera de su rango de definicion en las operaciones intermedias de calculo o en
los resultados finales.

Por lo expuesto antes concluimos que los alumnos no tuvieron en cuenta los diferentes
registros de representacion y sus relaciones, de forma que el registro algebraico de un
namero complejo podria tener varias representaciones en el registro geométrico.

Se concluye que para evitar la frecuencia en estos tipos de errores deberian hacerse
hincapié en actividades sistematicas para reforzar las habilidades que deben adquirir los
alumnos para resolver operaciones con nimeros complejos.
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