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RESUMEN

En el presente trabajo, presentamos el estudio de tipo documental de una ecuacion cuadratica
concreta a través de tres enfoques didacticos-histdricos, utilizando la regla y el compds: el
primero, planteado por el matematico inglés Thomas Carlyle, tomando como base los
conocimientos elementales de la Geometria Plana (distancia entre puntos, punto medio y
ecuacion de la circunferencia). El segundo, dado por el matemadtico aleman Von Staudt, tomando
en consideracion los conceptos de circunferencia, la recta y las proyecciones. El tercero, el del
matematico francés René Descartes, basado sobre las ideas geométricas que tienen sus
fundamentos en el teorema de Pitdgoras, la recta y las construcciones de circunferencias. Estos
tres estudios histdricos nos permiten abordar situaciones distintas en el aula de matematica en el
momento de ensefiar la ecuacion cuadratica, pues la tradicional es escribir el algoritmo que da la
soluciéon a dicha ecuacién sin indicar de donde surge y mucho menos presentar alguna
motivacién previa para abordar la solucién. Ademds, rescatamos el contexto geométrico que
fundament6é el estudio original de las ecuaciones cuadriticas, asi, como también las
construcciones con regla y compds instrumentos muy poco utilizados en el aula.
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Introduccion

Siglos antes de resolver por radicales (esto significa, que podemos hallar mediante una
féormula dada con las operaciones bdsicas de suma, multiplicaciéon y radicacion la solucién
general) la ecuacion cuadrdtica, las antiguas civilizaciones de Egipto y Babilonia dieron
soluciones, utilizando un método geométrico interpretando los términos como dareas, y
distinguiendo varios casos pues no se conocian los nimeros negativos (y menos, aun, dreas
negativas) dando origen a las primeras nociones del Algebra. Los antiguos Babil6nicos resolvian
cualquier ecuacion cuadrética empleando esencialmente los mismos métodos que hoy se ensefian.

Se dice que un escriba Babilonico propuso un problema que conduce a una ecuacién de
segundo grado, hace aproximadamente unos 4000 anos. El problema fue encontrado en una placa
de arcilla y decia: “Cudl es el lado de un cuadrado, si el drea mas el doble del lado es ocho”. Es
de rescatar, que desde la antigiiedad existe una relacién indisoluble entre el Algebra y la
Geometria. Con la simbologia actual el problema se reduce a resolver la ecuacién cuadrética: x?
+2x=8 ¢ x*+2x-8 = 0.

Nosotros usamos tres métodos didacticos para hallar la ©lucién de la ecuaciéon planteada
anteriormente en las cuales se utiliza la regla y el compds: primero, el planteado por el
matematico inglés Thomas Carlyle, segundo, el dado por el matematico alemdn Von Staudt y
tercero, el desarrollado por el matematico francés René Descartes. La idea de esos desarrollos es
motivar el planteamiento previo que debemos disefiar antes de deducir con el método axiomatico
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la clasica férmula que nos da la solucién de cualquier ecuacién cuadrdtica: ax’+bx+c =0 ,
como a?0 podemos asumir que la ecuacion cuadratica general tiene la forma:

x2+bx+c=0 (1)

El método de Carlyle

El método de Carlyle que desarrollaremos aparece en Pérez, Palacios y Villamizar (1995, p.
21), con las adaptaciones a nuestro ejemplo y hallando de esta manera las soluciones de la
ecuaciéon x°+2x-8 = 0.

Thomas Carlyle (1795-1881) matemadtico inglés, descubrié una soluciéon geométrica de la
ecuacion de segundo grado, tomando como base los conocimientos elementales de la Geometria
Plana (distancia entre puntos, punto medio y ecuacion de la circunferencia) y construcciones con
regla y compas.

Consideremos la ecuacion

x> +2x-8=0 )

del problema inicial, tomemos los puntos P; (0,1) y P, (-2,-8) (estos puntos, asi tomados para la

ecuacion cuadratica general (1) los representariamos como: P; (O,%) y P, (— b,c)) y hallemos la

ecuacion de la circunferencia que pase por los puntos P; y P», y con centro en el punto medio
entre P; y P, como se muestra en la figura 1.
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Figura 1: El Método de Carlyle
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Gréficamente usando la regla y el compds vemos que la circunferencia descrita anteriormente
corta al eje x en 2 y -4, que son las soluciones de la ecuacion (2).

Observacion 1. Un buen ejerccio al lector consiste en hacer la justificacion analitica del
método de Carlyle aplicado a la ecuacion (2).

Observacion 2. Desde el punto de vista didactico abordar el estudio de la ecuacién cuadrética
con el método de Carlyle utilizando regla y compds, es aplicar y rescatar una estrategia diddctica
un poco olvidada en los ultimos tiempos.

Observacion 3. Pueden darse ecuaciones donde la circunferencia corta al eje “x” en dos
puntos como es el caso de la ecuacién (2) que tiene dos soluciones reales diferentes. Si la
circunferencia corta al eje “x” en un punto (es decir, la circunferencia es tangente a la recta de
ecuacién y=0) entonces la ecuacién (2) tiene una solucién real multiple. Y por ultimo, si la

(Y34

circunferencia no corta al eje “x”, entonces la ecuacién (2) no tiene soluciones reales.
El Método de Von Staudt

Karl Von Staudt (1798-1867). Matemdtico alemdn, dio valiosos aportes a la geometria
descriptiva y presentd una interesante propuesta geométrica y didactica (usando regla y compds)
para resolver la ecuacién cuadratica. El método lo desarrollaremos con la ecuacion (2).

Veamos la ecuacién (2), X+2x-8 = 0. Consideremos los puntos A(—_Z—S,O) y B(—%,Z)(en

términos de la ecuacion general cuadrética serian A(—% ,O) y B(—% ,2) ). Esdecir,A(40) y B

(-2,2). Ahora,

1. Trazamos la circunferencia de centro C(0,1) y radio 1, como se muestra en la figura 2.

2. Dibujamos la recta que pasa por los puntos A y B, y en este caso la recta corta a la
circunferencia en dos puntos digamos S y R.

3. Abhora, hallamos las proyecciones desde el punto P (0,2) sobre el eje x, de los puntos de corte
R y S. estas proyecciones nos dan x = -4 y x = 2, siendo éstas las soluciones de la ecuacién

2).
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Figura 2: El método de Von Staudt.

Observacion 4. Hacemos la misma propuesta al lector dada en la observacién 1, pero ahora,
aplicando el método de Von Staudt.

Observacion 5. Puede ocurrir que la recta que pasa por los puntos A y B solo corte a la
circunferencia en un punto en este caso la ecuacion tiene una solucién real mdltiple. Y también
puede ocurrir que la recta que pasa por los puntos A y B no corte a la circunferencia, en este caso
las soluciones de la ecuacién cuadrética son complejas.

El Método de René Descartes

René Descartes (1596 - 1650), naci6 en Francia y su obra maestra La Geometria fue publicada
en 1637, que junto con los ensayos Introduccion a los Lugares Planos y Solidos constituyen los
fundamentos de la Geometria Analitica (fusién entre la Geometria y el Algebra), de profundo
impacto en el desarrollo de la matematica de los préximos siglos, incluyendo su influencia en
Isaac Newton, Descartes proveyé a la Matematica de la herramienta bésica para el desarrollo del
Célculo Diferencial e Integral, una de sus ramas mds poderosas.

Las ideas geométricas propuestas por Descartes para resolver ecuaciones de segundo grado
tienen sus fundamentos en el teorema de Pitdgoras, y construcciones de circunferencias, que
pueden presentarse usando regla y compds como herramientas didacticas.
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De nuevo consideremos la ecuacién (2), ¥+2x-8 = 0. Construyamos un triangulo rectdngulo
de catetos 1y V8 (en la ecuacién general cuadrética serfa, % y 4/—=c), como se muestra en la

figura 3.

Figura 3: Método de Descartes.

Por el teorema de Pitdgoras la hipotenusa (OB) mide 3. Ahora, prolonguemos el segmento OB
hasta el punto A tal que la longitud del segmento OA sea 1. A continuacién construimos una
circunferencia de centro O y radio OA que corta la hipotenusa del tridngulo en el punto P. En
consecuencia, tenemos que la longitud del segmento OP es 1, y por lo tanto, el segmento PB tiene
longitud 2, siendo ésta una de las soluciones de la ecuacién (2). La otra solucién viene dada por
el valor negativo de la longitud del segmento AB, es decir, -4.

Observacion 6. Hacemos la misma propuesta al lector dada en la observacion 1, pero ahora,
aplicando el método de René Descartes.

Observacion 7. Hemos aplicado los tres métodos a un caso particular, haciendo algunas
consideraciones sobre los signos de b y ¢, podemos aplicar los tres métodos para hallar la

solucién general de la ecuacion cuadrdtica, que puede ser aplicado en el aula para hallar la
solucién general de (1)
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