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RESUMEN

En los cursos iniciales del componente de formacién especializada de la especialidad de
Matematica de la Universidad Pedagégica Experimental Libertador, Instituto Pedagégico de
Maracay (UPEL Maracay), los participantes confrontan ciertas dificultades para la comprension
del concepto de funcién y el estudio de las propiedades de las funciones trigonométricas y sus
inversas, posiblemente debido a que — a nivel de bachillerato — solamente se estudian las razones
trigonométricas de un angulo agudo en un tridngulo rectangulo (aspectos métricos) y, luego, a
nivel superior, se hace énfasis en el tratamiento analitico de las funciones trigonométricas,
obviando el contexto geométrico. En este sentido, con el propdsito de facilitar el estudio de las
funciones trigonométricas, se ha elaborado una propuesta didéctica basada en los sistemas de
representacion de las funciones, la historia de la Matemadtica y el uso de un software de
Geometria Dindmica como el Cabri Geometry II Plus, el cual facilita la graficaciéon de las
funciones trigonométricas y sus inversas y el estudio de ciertas propiedades como dominio,
rango, periodicidad, paridad, etc. Dicha propuesta se materializO mediante un taller, el cual
contemplé un conjunto de actividades organizadas atendiendo a las fases de aprendizaje
propuestas en el Modelo de Van Hiele, los cuales procuraban desarrollar ciertas habilidades
geométricas asociadas a los niveles de razonamiento geométrico. Dicho taller fue puesto en
practica — con cardcter exploratorio — en el curso de Resolucion de Problemas Geométricos
asistido por Computadora (curso optativo de integracion) durante el periodo 2006 — I. Para el
andlisis de los resultados obtenidos en la ejecucién del taller, se organizé la informacion recabada
en tres matrices: la matriz de datos (MD), la matriz de aspectos técnicos (MAT) y la ultima la
matriz de preguntas y respuestas (MPR). A través de las producciones de los participantes en el
taller se evidencian estrategias visuales, verbales, de dibujo yldgicas relacionadas con los dos
primeros niveles de razonamiento geométrico de Van Hiele.

Palabras claves: Funciones trigonométricas, Software de Geometria Dindmica, Trigonometria.
Introduccion

El docente egresado de la especialidad de Matemadtica, segtin Berroterdn y otros (1997), es un
profesional de la docencia formado con el mas alto nivel en los principios, teorias fundamentales
y técnicas de la pedagogia, didactica de la Matemdtica y de la propia disciplina”. Para ello la
Universidad Pedagégica Experimental Libertador (UPEL) organiza el curriculo en cuatro
componentes a saber: (a) Formacion General, cuyo objetivo principal es promover actividades
de aprendizaje que favorecen el desarrollo integral de la personalidad del estudiante, (b)
Formacion Pedagogica, propicia actividades de aprendizaje que destacan en los valores y la
ética indispensables para el ejercicio de la profesion docente, (¢) Prdctica Profesional, eje
tedrico — préctico en el que se conjugan todos los conocimientos adquiridos en el resto de los
componentes, y (d) Formacion Especializada, privilegia experiencias de aprendizaje que
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promueven el dominio tedrico y préctico de los contenidos y la metodologia propia de la
disciplina, en este caso, la Matematica.

El conocimiento matematico en el Departamento de Matemdtica de la UPEL Maracay, se
divide en cuatro grandes &reas, las cuales son: Algebra, Andlisis, Geometria y Matemadtica
Aplicada. El trabajo que se presenta a continuacion es un aporte realizado por el Becario
Académico o participante del Programa de Formacion de la Generacion de Relevo - Profesor
Rolando Garcia - al area de Analisis.

El Programa de Formacién de la Generacion de Relevo se encuentra inscrito dentro del
Programa de Desarrollo Profesional del Personal Académico de la UPEL, cuyo propdsito es: la
captacion de egresados tanto de esta Universidad como de las otras Universidades que hayan
obtenido altos indices de rendimiento académico, disciplina intachable y participacién en
actividades de docencia, investigacion y extension durante sus estudios universitarios (articulo 2
de las Normas del Programa de Formacién de la Generacién de Relevo).

El Becario Académico o participante del Programa de Formacién de la Generacién de Relevo
debe al final de sus dos anos de formacion, entregar un informe de investigacion desarrollado
durante cuatro periodos académicos consecutivos como minimo y seis periodos académicos como
maximo, en el que se involucren las tres funciones principales de un docente universitario:
docencia, investigacion y postgrado, y extension. Segtn el pardgrafo primero del articulo 26 de
las mencionadas normas, el Proyecto o Trabajo Integral atendera a tres dimensiones: (a)
Demostracion pedagdgica creativa en su drea de conocimiento, (b) Expresidon universitaria
innovadora, y (c) Accién investigativa autoformadora.

De acuerdo con el articulo 23 de tales normas, las actividades docentes se llevaran a cabo en el
area de conocimiento objeto del concurso, y constard de las siguientes etapas: observador activo
en el primer periodo académico, cofacilitador en el segundo y en el resto de los periodos
académicos facilitador. En este orden de ideas, en el periodo académico 2005 — II el becario
académico cumpli6 la etapa de observador activo en los siguientes cursos del drea de Anélisis:
Ciélculo Integral, Cédlculo Vectorial e Introduccién a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
Luego en el periodo académico 2006 — I cofacilit6 el curso optativo de integracién: Resolucién
de Problemas Geométricos asistido por Computadora y, por ultimo, en los periodos académicos
2006 — 11 'y 2007 — I se administraron dos secciones de los cursos Célculo Integral e Introduccién
al Célculo respectivamente.

Segun el articulo 24 de las mencionadas normas, el Becario Académico debe desarrollar
actividades de extensién que contribuyan a su formacién personal y profesional. En el periodo
académico 2005 — II se elaboraron carteleras con biografias de Matematicos, con el fin de
humanizar esta ciencia. En los periodos académicos 2006 — I y 2006 — II se administré la
actividad de extension acreditable: Actividades Divulgativas en Matematica, atendiendo asi a un
total de 40 estudiantes de las especialidades de Matematica, Fisica y Educacién Especial. En el
periodo académico 2007 — I la funcién extensionista se concentré en la organizacién de dos
eventos.

De acuerdo con el articulo 25 de estas normas, el Becario Académico debe desarrollar
actividades de investigacion relacionadas con el drea de conocimiento objeto del concurso. El
aporte en investigacion consistio en la elaboracion de un informe de investigacion, el cual lleva
por titulo: Estudio de las Funciones Trigonométricas y sus Inversas en un Ambiente de
Geometria Dindmica. Una Propuesta Diddctica.

Este trabajo es comsecuencia directa de las observaciones realizadas por el Becario
Académico, durante la etapa de observador activo en el curso Calculo Integral, dictado por la
Profesora Fabiola Czwienczek en el periodo académico 2005 — II. Durante el desarrollo de este
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curso los alumnos evidenciaron una confusidn entre las Razones Trigonométricas Inversas y las
Funciones Trigonométricas Inversas, para tratar de aclarar esta situacion, se disefa, durante el
periodo académico 2006 — I, en un curso de la Maestria en Educacion mencién Ensefanza de la
Matemédtica - Geometria y su Didéctica a cargo de la Profesora Martha Iglesias - una unidad
didéctica basada en el uso de un Software de Geometria Dindmica, la Historia de la Geometria y
la Trigonometria y los Sistemas de Representacion de las Funciones, con el fin de detectar ciertas
propiedades claves como: dominio, rango, crecimiento, paridad, etc., de las graficas de este tipo
de funciones reales de una variable real. Mds tarde en el periodo académico 2006 — I en la etapa
de cofacilitador se pone en practica esta unidad didactica en dos cursos: Resolucion de Problemas
Geométricos asistido por Computadora y Actividades Divulgativas en Matematica, el primero un
curso optativo de integracién y el segundo una actividad de extension acreditable. La propuesta
se materializa con un taller de 10 horas de duracién denominado: Taller sobre el estudio de las
Funciones Trigonométricas y sus Inversas. En el periodo académico 2006 — II se organiza y
analiza la informacién recabada en el taller.

Problematica y Propésito de la Investigacion

La Trigonometria es aquella rama de la Matemadtica que estudia las relaciones entre los lados y
los angulos de un tridngulo rectangulo. Segun Smith (1980), la Trigonometria se puede ver de
tres maneras distintas: la primera como medidas presentes en un tridngulo rectdngulo (razones
trigonométricas), segundo o tercer milenio a.C; la segunda su relaciéon con la astronomia
mediante ciertas funciones de un angulo, a partir de Hiparco de Nicea 140 a.C y la tercera como
ciencia analitica a partir del siglo XVII. En la propuesta se privilegia esta evolucién histérica del
conocimiento trigonométrico, con el abordaje de la Geometria presente en las Funciones
Trigonométricas y sus Inversas (razones Trigonométricas presentes en un angulo agudo en un
triangulo rectdngulo y el circulo trigonométrico) en primer lugar y, luego, los conocimientos
analiticos propios de este topico Matematico.

La Geometria es la rama de la Matemdtica que estudia las propiedades y medidas de las
figuras del plano y de los cuerpos en el espacio. La descripcion del entorno que rodea a los seres
humanos, en términos de forma y tamaiio, hace que la Geometria sea la mds idonea para destacar
la utilidad y aplicabilidad de la Matematica en la vida cotidiana. Al respecto, Mora (2001, p. 116)
afirma que la Geometria “brinda una diversidad de posibilidades en la formacion general de los
alumnos y sobre todo por su relacién estrecha y directa con el contexto social y natural de los
estudiantes”.

A pesar de que los contenidos geométricos se encuentra presente en los programas de estudio
del area de Matematica, y teniendo en cuenta ademas todos los beneficios que le proporciona su
estudio a los estudiantes, en el sistema educativo venezolano no se le da el tratamiento apropiado
como lo expone Mora (2001). Una de las razones del poco o casi nulo tratamiento de la
Geometria en el sistema educativo venezolano, que ha sido sefalada, es el surgimiento del
llamado movimiento de Matematicas Modernas, el cual £ inici0 en los aflos sesenta a nivel
mundial, y propicié el desplazamiento de la Geometria elemental por contenidos relacionados
con el Algebra, especificamente la teorfa de conjuntos.

La Geometria es el puente de comunicacién entre las demds 4reas de la Matematica (Algebra,
Aritmética, Probabilidad y Estadistica), ya que algunos de los topicos matemaéticos pertenecientes
a estas ultimas requieren de su interpretacion o representacion geométrica para su comunicacion
y posterior comprension.
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Un ejemplo lo propone Beyer (1996) para la introduccién del concepto de funcién en la
escuela primaria, a través de la nocion de area de figuras como triangulo, cuadrado, rectangulo,
etc. Si se considera el area de un cuadrado A = xz, donde la variable independiente x es la
longitud del lado y la variable dependiente A es el drea, se puede plantear la siguiente actividad:
Construir una tabla de valores colocando en la primera columna los valores de x, y en la segunda

columna los correspondientes valores de A calculados a partir de la expresién A = x*. Asf como
se puede relacionar un concepto tan complejo como lo es el de funcion con areas de figuras
geométricas, también se pueden establecer ciertos vinculos entre €ste y otros topicos matematicos
incluidos en otras dreas. Como lo afirma Beyer (1996, p. 264):

“la ensefianza del concepto de funcién no puede pensarse como ubicada en un punto
preciso del curriculum sino que debe vérsela “diluida” dentro del curriculum de la
matematica elemental ya que se concibe a tal concepto como un ente unificador del
curriculum y este udltimo no debe transmitirse parceldndolo sino integrando los
conceptos unos con otros’.

Sin embargo, este topico ha sido tratado como un punto preciso del curriculum, abordéndolo,
desde el octavo grado de educacion bésica, con el estudio de la funcién afin y la funcién
polindmica y, por supuesto, la introduccion del concepto de funcion biyectiva desligado del
estudio de las transformaciones en el plano. Luego, en noveno grado, se analizan las
caracteristicas de la funcién afin y cuadratica y su representacion gréifica en el plano cartesiano.
Mientras que en el primer afio de media diversificada, se estudian las funciones logaritmicas,
exponenciales y trigonométricas, en el mejor de los casos; porque en lo que a Trigonometria se
refiere se hace énfasis s6lo en las razones trigonométricas de un angulo agudo en un tridngulo
rectangulo, especificamente en los dngulos 30°, 45°, 60° y, por tltimo, en el segundo afio se
estudia las transformaciones lineales.

De todo lo anterior, se concluye que en Educacion Bésica y Media Diversificada las funciones
en general y las funciones trigonométricas en particular reciben un tratamiento
predominantemente algebraico, en donde la relacion funcional es considerada una maquina o una
férmula para transformar los elementos que entran en ella atendiendo al criterio establecido,
haciendo poco énfasis en la graficacion de las mismas y en las propiedades que se pueden
detectar al graficarlas.

Ahora se revisard el tratamiento que reciben las funciones trigonométricas en el curso
Introduccién al Calculo de la especialidad Matematica de la UPEL Maracay. El curso
Introduccion al Célculo es el primer curso del componente de formacién especializada, el cual
tiene como proposito:

“proporcionar al futuro docente un conjunto de experiencias de aprendizaje que le
permitan profundizar, cognoscitiva y conceptualmente, los conocimientos
matematicos adquiridos en los niveles educativos anteriores, incrementar sus
habilidades y destrezas en la utilizacién de técnicas, métodos y procedimientos de
razonamiento deductivo, asi como también iniciarse en los conceptos y principios
basicos del cdlculo y su aplicabilidad en otras dreas, preparando al estudiante para su
desempefio exitoso en cursos posteriores”.(p.2).

El contenido de este curso se encuentra distribuido en tres unidades: la primera denominada
Numeros Reales, la segunda Sistema de Coordenadas Cartesianas, y la dltima se encuentra
dedicada al estudio de los tipos de Funciones Reales de una Variable Real. En el programa de
este curso, por el contrario a los niveles educativos previos, se enfatiza en la graficacion de las
funciones e identificaciéon de propiedades a través de estas. Sin embargo, los sistemas de
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representacion privilegiados por los docentes que administran este curso han sido el analitico y el
algebraico, mientras que el geométrico es poco abordado, a pesar de que la grafica de una funcion
nos ayuda a comprenderla. Aunado a esto, para favorecer la identificacion de propiedades en las
grificas de las funciones y, por ende, la mejor comprension de las mismas es necesario
seleccionar los materiales y recursos mas adecuados en los cuales se apoyaran las actividades
planificadas. Luengo y otros (1997, p. 109) sefialan:

“Un alumno se aplicard en el proceso de ensefianza — aprendizaje de las matemadticas,

por una parte, si comprende la utilidad y alcance de lo que va a estudiar, y por otra, si

se le presentan actividades tan atractivas que el alumno se sienta inclinado a

participar de lleno”.

Ademéds, Gutiérrez (2005) destaca una de las ventajas principales del uso del Software de
Geometria Dinamica (SGD) sobre los materiales didécticos tradicionales; la facilidad y rapidez
con que el usuario, en este caso los estudiantes, pueden modificar las construcciones realizadas
en la pantalla y en consecuencia disponer de un nimero mayor de ejemplos. El software de
Geometria Dindmica Cabri Geometry II Plus (de ahora en adelante, Cabri II) permite no sélo la
graficacion de las funciones trigonométricas punto por punto sino también representar un trazo
continuo de las mismas con la opcién lugar geométrico, después de transferir algunas medidas.

Debido a que generalmente en el sistema educativo venezolano se privilegia los sistemas de
representacion analitico y algebraico para el estudio de las funciones trigonométricas y sus
inversas y que, ademds, en niveles superiores se obvia el contenido geométrico presente en las
funciones trigonométricas (razones trigonométricas presentes en un dngulo agudo en un tridngulo
rectangulo y el circulo trigonométrico), se disefid, ejecutd y evalud una unidad didactica en la que
se utilizé un Software de Geometria Dindmica en la graficacion e identificacion de propiedades
geométricas de las Funciones Trigonométricas y sus Inversas para la ensefianza y el aprendizaje
del Calculo.

En base a lo expuesto anteriormente surgen las siguientes interrogantes: ;Cudles son las
herramientas técnicas empleadas por los participantes cuando construyen la gréfica de una
funcién trigonométrica en un ambiente de Geometria Dindmica?, ;Cudles son las habilidades
geométricas puestas en practica por los alumnos de la Especialidad de Matematica, cuando
participan en actividades didacticas disefiadas para la ensefianza y aprendizaje de las funciones
trigonométricas y sus inversas?

Referentes Teoricos

A continuacion se describen algunos trabajos que se encuentran relacionados con esta
investigacion.

Gutiérrez y Jaime (1990) elaboran una propuesta de fundamentacion para la ensefianza de la
Geometria basada en el modelo de Razonamiento Geométrico de Van Hiele, en la que explican
en qué consiste el modelo, describen los niveles de razonamiento, las fases instruccionales y
algunas caracteristicas como: la jerarquizaciéon y secuencialidad de los niveles, la relacion
estrecha entre el lenguaje y los niveles, la continuidad entre los niveles, localidad, y por tltimo
presentan una aplicacion del modelo al estudio de relaciones angulares de los poligonos. Esta
investigacion provee ademds de otro ejemplo de aplicaciéon del modelo a un tépico geométrico,
las bases en las que se sustenta el mismo y el modo de distribuir un conjunto de actividades en las
fases de aprendizaje.

Rodriguez (1998) realizé un estudio cuantitativo sobre la aplicacion del software Derive para
el impulso y mejoramiento de habilidades cognitivas relacionadas con la graficacion e
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identificacion de funciones reales de una variable real, éste fue llevado a cabo con 29 estudiantes
del II semestre del Instituto Universitario de Tecnologia de Valencia (IUTV) cursantes de la
asignatura Matematica II, del lapso académico 1996 — II. Este estudio posee estrechas relaciones
con la presente investigacion, por que proporciona una experiencia de aprendizaje apoyada en un
software donde el topico matematico abordado son las Funciones Reales de una variable real, la
metodologia empleada fue la investigacion de campo, aunque su naturaleza es cuasiexperimental
suministra algunos modos de dirigir las clases en donde el recurso principal es un software.

Por su parte, Iglesias (2000) disefié una propuesta diddctica, la cual se materializ6 mediante un
curso denominado: Resoluciéon de Problemas Geométricos Asistido por Computadora
(RPG_AC), cuyo propésito es ‘brindar al participante la oportunidad de desarrollar habilidades
para el andlisis y la solucién de problemas propios del proceso de ensefianza y aprendizaje de la
Geometria, mediante el disefio de modelos didacticos centrados en la resolucion de problemas
geométricos asistido por computadora y sustentados en teorias de la instruccién y del aprendizaje
que sean pertinentes”. Ademads en el curso se trataron los siguientes temas: Problematica de la
ensefianza y el aprendizaje de la Geometria en Venezuela, Modelo de Razommiento Geométrico
de Van Hiele, Ensefianza de la Geometria centrada en la resolucién de problemas, Uso efectivo
de un software de Geometria Dindmica, y Disefio e implementacion de modelos didacticos
aplicables en la ensefianza de la Geometria. ~ En consecuencia, este estudio contribuye a orientar
correctamente la organizacion de las actividades en cada una de las fases sugeridas en el Modelo
de Razonamiento Geométrico de Van Hiele, ademds proporciona informacién valiosa sobre la
problemdtica de la ensefianza y el aprendizaje de la Geometria en Venezuela y por otra parte el
uso efectivo de un software de Geometria Dindmica como el Cabri II.

Maldonado y otros (2003) disefiaron un curso apoyado en el libro Funciones: visualizacion y
pensamiento matemdtico escrito por Cantoral y Montiel en el aiio 2001. Este texto se compone de
secuencias didacticas sobre la nocion de funcion en la que se privilegia la visualizacion y el uso
de la tecnologia que provee las calculadoras graficadoras. Este curso se enfocé en los efectos
producidos por los sistemas de representacion algebraico y analitico, en la construccién de las
propiedades analiticas de las funciones trigonométricas. En el trdnsito de un sistema de
representacion a otro se localizan y analizan las propiedades asociadas a las funciones circulares
o trigonométricas, sustentadas por los objetos matemadticos tridngulo, circulo trigonométrico y por
supuesto dngulo.

Por otro lado, Luengo y otros (1997) sostienen que los topicos geométricos han sido tratados
durante mucho tiempo de manera trivial en el mejor de los casos, y en situaciones extremas son
sustituidos por el estudio del Algebra y del Célculo. Estos autores promueven el tratamiento de la
Geometria, ya que ésta permite al alumno desarrollar la “intuicién creadora” y adquirir, por otro
lado, algunos habitos correctos de pensamiento, los cuales permiten iniciarlos en el razonamiento
16gico que dirige las demostraciones. Para defender esta postura los autores proponen un modelo
curricular abierto y flexible en donde cada docente adapte lo mejor posible los procesos de
enseflanza y aprendizaje de la Matematica a los acontecimientos, sucesos, realidades y relaciones
que pueden ocurrir entre cada uno de los elementos que intervienen en estos procesos: Profesor,
Alumnos, Matematica, Estrategias y Recursos, Organizaciéon de la institucion, Secuencia de los
contenidos, Criterios de evaluacion. Ademds, sostienen que cada elemento realimenta el resto en
cualquier punto del proceso y que el proyecto curricular puede sufrir variaciones en cualquiera de
sus partes por anadir nuevos elementos, modificar o eliminar los existentes.

Este modelo se eligio para regir el disefio y la ejecucion de la unidad didéctica sobre Funciones
Trigonométricas y sus Inversas por su flexibilidad y apertura a los cambios y modificaciones que
pueden sufrir los elementos que intervienen en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
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Matemdtica que son tan necesarios para adaptarlos o contextualizarlos al entorno que rodea al
aprendiz.

Con el fin de establecer ;qué ensefar de las Funciones Trigonométricas?, se desarrolld un
mapa de ensefianza — aprendizaje, el cual es una estrategia instruccional disefiada por Orellana
(2002) la cual se deriva de un titulo central correspondiente a algin topico o tema de Matematica.
Ademds, este autor sefiala que este tipo de mapa puede variar de un docente a otro, ya que la
organizacion de la secuencia de los cuadros va a depender de su intencionalidad diddctica
(pretensiones iniciales), pero su aplicacién estd condicionada a varios factores como: tiempo
disponible, conocimiento del tema tanto por parte del docente como del que poseen los
estudiantes, intereses de los estudiantes y de los docentes, bibliografia disponible y nivel
educativo.

Para determinar las habilidades geométricas puestas en practica por los alumnos de la
especialidad de Matematica, y disefar las secuencias de aprendizaje se emplearon los siguientes
referentes tedricos: (a) Modelo de Razonamiento Geométrico de Van Hiele (1957), que segin
Gutiérrez y Jaime (1990), dicho modelo consta de dos partes: La descriptiva, referida a los
niveles de razonamiento geométrico (Reconocimiento, Andlisis, Ordenacién, Deduccién y Rigor)
que deben evidenciar los estudiantes cuando abordan un tépico geométrico y la operativa,
referida a las fases de aprendizaje (Informacién, Orientacién Dirigida, Explicitacion, Orientacion
Libre, Integracion) a través de las cuales el docente organiza el conocimiento, (b) Habilidades
Geométricas propuestas por Hoffer (1981), asociadas a cada uno de los niveles de razonamiento
geométrico, estas son: visuales, verbales, de dibujo, l6gicas y aplicadas.

Otra herramienta o estrategia instruccional empleada para la ordenacion del conocimiento en
esta propuesta son los organizadores curriculares, que segiin Segovia y Rico (2001, p.88) “son
aquellos conocimientos que adoptamos como componentes fundamentales para articular el
disefio, desarrollo y evaluacion de unidades didacticas”. En esta propuesta se emplearon tres: (a)
La Historia de la Geometria y la Trigonometria, (b) Los Sistemas de Representacion de las
Funciones, y (c) El Software de Geometria Dindmica (CABRI - II).

Metodologia

Tipo de investigacion

El presente estudio es una investigacion de campo, de cardcter descriptivo y evaluativo,
enmarcado dentro de la modalidad de proyecto factible. Con el fin de desarrollar las etapas
generales del Proyecto Factible se efectu6 un diagndstico para establecer el nivel de
razonamiento geométrico de los alumnos; tomando en cuenta los resultados derivados de esta
actividad se procedi6 a disefiar, desarrollar y evaluar una propuesta diddctica orientada al uso del
software de Geometria Dindmica (Cabri II) en la graficacion y el estudio de propiedades de las
Funciones Trigonométricas y sus Inversas para la ensefianza del Célculo a nivel Superior.

Procedimientos e instrumentos empleados

La implementacién de la propuesta didactica se apoyd en los siguientes instrumentos: (a)
Diagndstico de Partida: realizado en el curso Cdlculo Integral dictado, en el periodo académico
2005 — II, por la profesora Fabiola Czwienczek en dos secciones 511 y 561. A raiz de la
participacién del autor como observador activo en el programa de formacién de la generacion de
relevo se detectd en estas clases una cierta confusion entre las inversas de las funciones
trigonométricas y sus operaciones (multiplicacion y composicion), (b) Hojas de trabajo:
Dirigidas a plantear actividades inherentes a las fases de aprendizaje del Modelo de
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Razonamiento Geométrico de Van Hiele, ademds de desarrollar algunas habilidades geométricas
que se consideran indispensables para la ejecucion de la propuesta didactica, (c) Revisar la
Construccion: Comando del software Cabri II que permite hacer un seguimiento parcial de las
construcciones realizadas por los estudiantes en el mismo, (d) Observacion Participante:
Realizada por el docente durante la ejecucion de la propuesta didactica, y (e) Hoja de evaluacion
final de la propuesta diddctica: En esta se pretendié evaluar aspectos relacionados ©n la
implementacién de la propuesta, tales como: actividades disefiadas, manejo del software, otros
materiales y recursos empleados.

Analisis de los resultados obtenidos

El anélisis de la informacion se dirigi6 bajo el enfoque cualitativo debido a que se analizaron y
estudiaron las opiniones, observaciones, producciones y archivos de construcciones elaboradas
con el software registrado en cada uno de los instrumentos mencionados anteriormente.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos luego de la puesta en practica de la
unidad didactica materializada en el Taller Funciones Trigonométricas y sus Inversas. Este taller
se apoy6 principalmente en dos hojas de trabajo elaboradas por el docente — investigador, la hoja
n° 1 contiene trece (13) actividades distribuidas de la siguiente forma: la actividad 1 (enmarcada
dentro de la fase de informacién) dirigida a la verificacién de un teorema relacionado con la
medida en radianes, las actividades 2 al 10 - ubicadas dentro de la fase orientacién dirigida —
tenian como objetivo la construccién de las graficas de las Funciones Seno, Coseno, Tangente,
Cotangente, Secante, y Cosecante por razones trigonométricas, y las graficas de las Funciones
Seno, Coseno y Tangente por Calculadora y Transferencia de Medidas, las actividades 11, 12y
13 (enmarcadas dentro de la fase orientacién libre), donde los estudiantes debian describir el
procedimiento de construccién de la grafica de la funcién impresa en la hoja por el método de la
Calculadora y Transferencia de Medidas. Por otro lado, la hoja n° 2 contiene tres (3) actividades
ubicadas dentro de la fase orientacion dirigida, orientadas hacia la construccion de las gréaficas de
las Funciones siguientes: Arco Seno, Arco Coseno y Arco Tangente, por el método de la
Calculadora y Transferencia de Medidas.

Para la evaluacion de las herramientas técnicas y habilidades geométricas desarrolladas por los
ocho equipos de estudiantes que participaron en el Taller Funciones Trigonométricas y sus
Inversas, se analizaron las actividades 1,2,3, 10 y 13 de la hoja n° 1 y la actividad 1 de la hoja n°
2, es decir; se analizaron las actividades relacionadas con la nocién de radidn, y las funciones
Seno, Cosecante y Arco Seno. Ahora se describen los métodos de construcciéon desarrollados en
el taller.

Construccion de la grdfica por calculadora y transferencia de medidas: En este tipo de
construccion en primer lugar se ubica un punto sobre el eje X, procurando que no sea sobre una
de las graduaciones del eje, en segundo lugar se determina las coordenadas de ese punto con la

opcion Coordenada o Ecuacion, este punto tendrd coordenadas de la forma (a,0) con ac
R - Z , luego con la calculadora que posee el software se busca el Sen (a), Cos (a), Tan (a),
Csc(a) = , Sec(a) = ; , Cot(a) = , Arcsen (a), Arccos (a), Arctan (a), (Las

Sen(a Cos(a) Tan(a
tres ultimas funciones se obtienen pulsando el boton INV de la calculadora y seguidamente los
botones Sen, Cos o Tan respectivamente, ademds en estas funciones hay que tener en cuenta las
restricciones que impone el dominio, es decir; no podemos calcular el Arcsen (2,54), después de
obtener estos resultados se transfieren sobre el eje Y, y esta transferencia determina un punto, por
este punto se traza una recta perpendicular al eje, y por el punto de coordenadas de la forma (a,0)
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cona €R - Z también se traza una recta perpendicular al eje X, la interseccion de estas dos rectas
determinan un punto, por ultimo se busca el lugar geométrico de este ultimo punto de
interseccion de las rectas con respecto al primero ubicado sobre el eje X. El primer punto no
puede ser tomado con abscisa entera ya que el software representa entonces sélo las imagenes
enteras a través de la Funcidn, lo que trae como consecuencia la representacion de algunos puntos
de la misma y que la gréfica no posea un trazo continuo.

Construccion de la grdfica por razones trigonométricas: Este tipo de construccion se basa en
las razones trigonométricas presentes en el Circulo Trigonométrico o Circulo Unitario.

La informacién recabada en el taller se organizé en tres matrices, la primera denominada la
matriz de datos (MD) en la que se especificaba: a) Nimero del equipo e integrantes del mismo, b)
Numero y nombre de la hoja de trabajo, ¢) Fase del Modelo de Razonamiento Geométrico de Van
Hiele a la cual pertenece la actividad, y d) Nombre de la actividad. La segunda la matriz de
aspectos técnicos (MAT), la cual contenia imdgenes de las actividades, tomadas de los archivos
elaborados por los estudiantes en el software y la secuencia de pasos que los estudiantes
ejecutaron en el momento de construir la gréfica, esta secuencia se obtiene a través de la opcidn
revisar la construccién disponible en el software. La dltima la matriz de preguntas y respuestas
(MPR) en la cual se presentaban algunas preguntas sobre las actividades.

Las herramientas técnicas del software CABRI — II empleadas por los estudiantes en la
construccion de las graficas de las Funciones Trigonométricas y sus Inversas fueron las
siguientes: Punto sobre un objeto, Punto(s) de interseccion, Segmento, Semirrecta, Circulo, Arco,
Compds, Distancia o longitud, Medida de dngulo, Calculadora, Texto, Marcar un angulo, Mostrar
los ejes, Recta Perpendicular, Transferencia de medidas, Lugar, Coordenada o Ecuacion, Recta,
Recta Paralela, Texto, Rotacién, Traza y Animacion.

A manera de ejemplo se presentard el andlisis de la actividad 2, la cual tiene por objetivo la
construccion de la gréifica de la Funcion Seno por Calculadora y Transferencia de Medida. Con
esta actividad se pretendia la construccion de la gréifica de la funcién Seno, utilizando la
calculadora y la opcién transferencia de medidas, se realizaron dos preguntas, la primera: ;Qué
valores toma el punto B?, esta se formulaba luego de que se calculaba el Seno de la primera
componente o abscisa del punto A (tomado sobre el eje X) con la calculadora y se transferia
dicho valor sobre el eje Y, este punto de transferencia se llamaba B, por tltimo se recomendaba
el desplazamiento del punto A para observar el comportamiento del punto B, la segunda se
planteaba luego de trazar rectas perpendiculares a ambos ejes y que pasaran por los puntos A y B,
estas rectas se cortaban en un punto denominado C, a este ultimo punto se le aplicaba la opcién
traza y al punto A la opcién animacién para determinar el comportamiento de ambos puntos se
procedi6 a preguntar: ;Qué observas?. A continuacion de acuerdo a las respuestas de los equipos
se determinardn las habilidades geométricas asociadas a cada uno de los niveles de razonamiento
de Van Hiele, propuestas por Hoffer (1981). Los estudiantes se organizaron en equipos de 2 o 3
integrantes, ya que el Laboratorio 1 de la UPEL — Maracay posee solo 10 computadoras y los
participantes en el taller eran 24.

Estrategias visuales: Los equipos 1 y 8 reconocen diferentes figuras desde un dibujo tales
como: rectas perpendiculares, lugar geométrico de la funcién Seno, ademas identifican
propiedades de una figura como: el rango de la funcién Seno, de lo sefialado anteriormente y de
acuerdo a la clasificaciéon propuesta por Hoffer (1981), los equipos 1 y 8 poseen habilidades o
estrategias visuales asociadas con los siguientes niveles de Razonamiento Geométrico:
Reconocimiento y Andlisis. Los equipos 3 y 4 no reconocen el lugar geométrico de la funcién
Seno, sin embargo reconocen informacion nombrada sobre una figura especificamente los valores
que toma el punto B, estos equipos poseen algunas habilidades o estrategias visuales asociadas
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con el nivel de Reconocimiento. El equipo 5 reconoce diferentes figuras desde un dibujo e
informacion nombrada sobre una figura por ejemplo el rango, la paridad y periodicidad de la
funcién Seno, por otro lado reconoce interrelaciones entre distintos tipos de figuras cuando
expresan que las gréficas de las funciones Seno y Coseno son las mismas pero desplazada (st / 2)
unidades a la derecha, aunque lo correcto seria desplazar la grafica de la funcién Seno (T / 2)
unidades a la izquierda para obtener la grifica de la funcién Coseno y por ultimo usan
informaciéon acerca de una figura para deducir mds informacién, por todo lo descrito
anteriormente el equipo 5 presenta habilidades visuales correspondientes a los niveles de
razonamiento geométrico siguientes: Reconocimiento, Andlisis, Ordenacién y Deduccién. Los
equipos 2, 6 y 7 no contestaron las preguntas formuladas en ésta actividad.

Estrategias verbales: Los equipos 1 y 8 asocian el nombre correcto a una figura dada por
ejemplo: La grafica de la funcién Seno y ademads describen algunas propiedades de esta figura,
por ejemplo: rango de la funcién, estas habilidades verbales corresponden a los niveles de
Reconocimiento y Analisis. El equipo 5 ademds de asociar el nombre correcto a una figura dada y
describir varias propiedades de la figura, formulan frases mostrando interrelaciones entre figuras
estas habilidades verbales se encuentran relacionadas con los niveles de razonamiento
geométrico: Reconocimiento, Andlisis y Ordenacién. Los equipos 3 y 4 interpretan las frases que
describen una figura estrategia asociada al nivel de Reconocimiento.

Estrategias de Dibujo: Los equipos 1, 3,4, 6,7 y 8 realizaron dibujos precisos de la grafica de
la funcién Seno y trasladaron la informacién verbal dada en la hoja de trabajo hacia la pantalla,
estas habilidades se corresponden con los niveles de Reconocimiento y Andlisis. El equipo 5
ademds de lo mencionado anteriormente usé propiedades de figuras para dibujar o construir
figuras y dedujo a partir de una informacién como construir una figura especifica, por tanto este
equipo posee habilidades de dibujo relacionadas con los niveles de Reconocimiento, Analisis,
Ordenacion y Deduccion. El equipo 2 no realizé la construccion de la grafica de la funcién Seno.

Estrategias Logicas: Los equipos 1 y 8 comprenden cualidades de la definicion de rango de la
funcién Seno, se dan cuenta de que las propiedades pueden ser usadas para distinguir la figura,
estas habilidades estan ligadas a los niveles de Reconocimiento y Analisis. El equipo 5 ademas es
capaz de deducir consecuencias desde una informacién dada, por tanto este posee habilidades
relacionadas con los niveles de Reconocimiento, Anélisis, Ordenacién y Deduccién. Los equipos
3 y 4 comprenden cualidades de una definicion, estrategia ligada al nivel de Reconocimiento.

Conclusiones y Recomendaciones

Durante el desarrollo del taller el docente — investigador observé que los alumnos presentaron
ciertas dificultades relacionadas con: (a) la comprension de la definiciéon de radidn, (b) el manejo
del software, (c) el uso del lenguaje matemdtico. Aunque algunos grupos evidenciaron
habilidades relacionadas con los niveles de razonamiento Ordenacién y Deduccién, en general, se
puede concluir que este grupo de estudiantes en lo que a Funciones Trigonométricas y sus
Inversas se refiere pueden ubicarse en el nivel de Anélisis.

Para tratar de mejorar esta situacion se debe reconsiderar algunos aspectos relacionados con la
ejecucion de la unidad did4ctica, tales como: (a) nimero de actividades por hoja de trabajo, (b)
tiempo disponible para la realizacion de las actividades, (c) diversidad de actividades
relacionadas con la nocién de radian, (d) nimero de participantes por maquina o computadora,
(e) tiempo disponible para el manejo del software, y (f) més precisiéon en los procedimientos de
construccion de las graficas. Ademds se cree necesario: dictar el taller Funciones Trigonométricas
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y sus Inversas a alumnos de nuevo ingreso y alumnos avanzados de la especialidad de
Matematica, con el fin de evaluar el tratamiento matemdtico y didactico que este tipo de
funciones recibi6 en el taller mencionado anteriormente, la creaciéon de dos cursos uno en el que
se profundice el estudio de la Trigonometria y otro en la Historia de la Matematica, y por dltimo
la creacion de un Laboratorio de Informatica para el Departamento de Matematica de la UPEL
Maracay.
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