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RESUMEN

La busqueda de elementos que permitan caracterizar el pensamiento algebraico de los alumnos
constituye un amplio campo de investigacion en el ambito de la Educaciéon Matematica. Los
modelos que identifican elementos encaminados a tal caracterizacion significan avances hacia la
misma. En este orden de ideas, el presente estudio busca determinar desde un punto de vista
eminentemente tedrico los aportes y debilidades en la propuesta de Arzarello, Bassini y Chiappini
(2001) sobre un modelo de andlisis de los procesos de pensamiento algebraico. La esencia del
modelo presentada por Arzarello et al. (2001), se fundamenta en el Triangulo Semidtico de
Fregue y la nociéon de marco conceptual. La determinacién de aspectos que caracterizan el
pensamiento algebraico se realiza siguiendo una metodologia que comprende dos vertientes; en la
primera se destacan los aportes presentados por los autores para la comprension y explicacion de
procesos de pensamiento presentes en la actividad de resolucion de problemas algebraicos,
haciendo uso del andlisis de los procesos de resolucién observados en estudiantes, identificando y
caracterizando a través de constructos, elementos-conceptos presentes en esos procesos de
resolucion. La otra vertiente, presentada de manera paralela a la anterior, trata de sefalar desde
una perspectiva tedrica, ontoldgica y semidtica aspectos y cuestiones que se consideran
necesarios para ahondar, complementar y presentar posibles vias de continuaciéon de la
investigacion o buscar formas de aplicacion de los hallazgos propuestos. Los resultados de este
estudio muestran que se ha podido identificar un considerable y variado conjunto de términos
utiles para aproximarse a una caracterizacion del pensamiento algebraico. Se considera que los
verdaderos aspectos dindmicos de los procesos de pensamiento algebraico pueden ser descritos
apropiadamente observando la forma en que los alumnos modifican sus tridngulos semidticos
dentro de un marco o pasando de un marco a otro. Asi mismo, teniendo presente los avances que
representan las descripciones y explicaciones producto del trabajo desarrollado, se concluye
sobre la conveniencia y necesidad iniciar investigaciones encaminadas a la busqueda de la
utilidad que pueden tener estos hallazgos en la actividad de ensefianza y en la concepcion y
desarrollo de los curricula de formacién de los diferentes niveles educativos.

Palabras clave: Educacion matematica, ensefianza del dlgebra, pensamiento algebraico.
INTRODUCCION

El pensamiento algebraico puede interpretarse desde diversas perspectivas. Al menos dos de
ellas son facilmente reconocibles: la disciplinar y la operativa. Desde una perspectiva disciplinar,
el pensamiento algebraico constituye un espacio de estudio cuyo objeto se caracteriza por la
capacidad para resolver problemas relativos al dlgebra. Asi mismo, tal objeto de estudio,
considerado en si mismo como condicién humana, constituye una perspectiva desde la cual,
haciendo uso de ella, las personas resuelven problemas algebraicos. Esta segunda perspectiva es
la que hemos denominado operativa. La perspectiva disciplinar proporciona una vision amplia del
estudio del pensamiento algebraico, comprende la visién operativa, pero ademds comprende todo
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lo que en relacién a su objeto de estudio pueda concebirse, lo epistemoldgico, lo histérico, lo
ontologico. La generalidad de la perspectiva disciplinar, coloca en la necesidad de concebir una
perspectiva mas efectiva en el estudio de tal constructo. En este orden de ideas, la propuesta de
estudio presentada por Godino (2002) ofrece la posibilidad de dos nuevas perspectivas desde las
cuales se puede establecer una vision mds apropiada para el estudio del constructo en cuestion, a
saber; la institucional (epistémico) y la cognitiva (ontoldgica). Situdndonos, desde estas nuevas
perspectivas, se considera que el estudio que a continuacién se presenta se realiza desde una
perspectiva cognitiva, teniéndose conciencia de la visién parcial que la misma constituye. Debe
tenerse también conciencia que tal consideracion s6lo obedece a una cuestién de cardcter
metodolégico para el estudio.

Desde la perspectiva cognitiva se trata de estudiar y establecer los aspectos que entran en
Jjuego cuando una persona resuelve un problema algebraico. Por tal razén los estudios historicos,
epistemoldgicos, en general de cardcter epistémico, del pensamiento algebraico s6lo constituyen
referencias en las cuales se enmarca la presente revision. En este orden de ideas, el presente
estudio busca determinar desde un punto de vista eminentemente tedrico los aportes y debilidades
en la propuesta de Arzarello, Bassini y Chiappini (2001) sobre un modelo de andlisis de los
procesos de pensamiento algebraico. La esencia del modelo se fundamenta en el Tridngulo
Semidtico de Fregue y la nocién de marco conceptual.

Planteamiento del Problema

El estudio del pensamiento algebraico desde una perspectiva cognitiva tiene como objeto
fundamental determinar los procesos que tienen lugar en el alumno cuando resuelve un problema
de indole algebraica. La busqueda de elementos que permitan caracterizar tal pensamiento
constituye un amplio campo de investigacién en el dmbito de la Educacion Matemadtica. Las
propuestas de modelos que identifican elementos encaminados a tal caracterizacion representan
avances hacia la misma.

Kieran (2006) presenta una panordmica bastante completa sobre los diferentes espacios de
desarrollo de investigacién sobre la ensefianza y aprendizaje del dlgebra. No obstante, las
descripciones presentadas quedan en generalidades que claman ser estudiadas en detalle. Otros
estudios: Chevallard (1989), Kieran y Filloy (1989), Grugeon (1995), Malisani (1999), ain
cuando abordan el problema en aspectos especificos y con cierto nivel de detalle no presentan
informacion que pueda ser utilizada para la planificacion didéctica especifica que concierne a la
ensefianza del algebra. Asi por ejemplo, encontramos los estudios referidos a los obstdculos
epistemoldgicos como una caracterizacion de aquellos conocimientos que al ser exitosos en
situaciones especificas tienden a ser generalizados y aplicados en situaciones que no son
pertinentes, conllevando a errores en los procesos de resolucion. Sin embargo, la identificacion
de cuales son esos obstdculos tiene como referencia obligatoria la observacién de cémo se hacen
presentes precisamente cuando un alumno resuelve determinado tipo de problemas. En relacién
con este aspecto se reconoce la existencia de investigaciones que tratan de explicar las
dificultades especificas que muestran los estudiantes (Elichiribehety y Otero, 2004), no obstante,
no es fécil encontrar la forma de analizar los procesos cognitivos involucrados que puedan ser
generalizados y proveer de sugerencias convenientes para ensefiar.

Siguiendo este argumento Arzarello, et al. (2001) consideran pertinente la concepcion y
presentacion de un modelo a través del cual se pueda analizar el pensamiento algebraico del
alumno al resolver un problema. Tal modelo es el resultado del desarrollo de un proyecto de
investigacion a lo largo de varios afios, y tiene como base empirica el comportamiento de cientos
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de estudiantes, desde octavo grado hasta grados universitarios, observado mientras resuelven
problemas pre-algebraicos y algebraicos.

El presente trabajo busca ir mds alld de la propuesta de estos autores tratando de mostrar,
desde una postura critica, tanto los aportes como las debilidades encontradas en tal modelo,
tratando de sefialar posibles vias de desarrollo posterior que afinen de manera pertinente los
avances alcanzados.

Marco Tedrico

El estudio presentado por Arzarello et al. (2001) se fundamenta en la oria sociocultural de
Vigotski. El desarrollo del tema abordado demanda establecer, de manera clara, la relacién entre
pensamiento y lenguaje. En este sentido, los autores proponen que la relacién entre pensamiento
algebraico y lenguaje formal debe verse desde la perspectiva planteada por Vigotsky, en el que el
pensamiento y el lenguaje algebraico son dos aspectos intervinientes y mutuamente dependientes
del mismo proceso. Si bien el pensamiento algebraico hace uso de un lenguaje formal, no es
reducible a este, pues la actividad en algebra se convertiria en un juego de mecanismos
manipulativos, con una minima participacidon cognitiva, lo cual conduce inevitablemente a
actitudes y acciones descritas por Sfard (1991) como “transformacién pseudoestructural” en la
que el alumno establece una correspondencia uno a uno entre expresion sentido y denotacién
(significado), quedando sin lugar una de las caracteristicas fundamentales del pensamiento
algebraico como lo es el concebir diferentes expresiones, con sentidos distintos y con el mismo
significado. Ejemplos de tales situaciones pueden verse la Tabla 1.

Tabla 1: Expresiones con diferente sentido pero igual denotacion*

Expresion Sentido Denotacion
4x+2 y 2(2x+1) Diferente Igual
(X+5F=x y X+x+1=0 Diferente Igual

(al ser resueltas en R)
* Informacién tomada Arzarello et al. (2001).

Llegados a este punto es necesario introducir los constructos tedricos en lo que se fundamenta el
modelo propuesto por los autores.

El Tridngulo de Frege
Arzarello et al. (2001) consideran convenientes las ideas de Frege para observar la

interpretacion de expresiones simbdlicas del algebra. Con el fin de presentar un andlisis tedrico

preciso del significado de expresiones simbodlicas en dlgebra como una herramienta concreta para
describir el dinamismo de procesos algebraicos tipicos o erréneamente concebidos, se toma como
punto de partida las ideas de Frege sobre semdntica. La Figura 1 muestra el tridngulo semidtico
de Frege

Al hablar de sentido se debe distinguir entre dos clases de sentido, a saber:

a) Sentido algebraico, es el mas evidente, representa abreviadamente la misma forma cuando el
objeto denotado es obtenido por medio de reglas de cdlculo. Por ejemplo, la férmula n(n+1)
en el universo de los nimeros naturales expresa una regla de calculo, a través de la cual
se obtiene el conjunto A = {2, 6, 12,20,...}.

b) Sentido contextualizado, es el sentido que depende del dominio de conocimiento en el cual
este se encuentra. Por ejemplo, la expresion n(n + 1) en el nivel elemental de la teoria de
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ndmeros tiene el sentido del producto de dos niimeros consecutivos, mientras en geometria
esta expresion se puede concebir como el area de un rectangulo cuyos lados sonny n + 1.

SINN: sentido, forma en

que el objeto es dado en

la mente

BEDEUTUNG:
referencia, denotacion
[en inglés: denotation],
también significado, es
el objeto de una
expresion

ZEICHEN:
expresion

Figura 1: Tridngulo semiético de Frege

Es importante notar que se trata de sentidos diferentes. Sin embargo, la variedad de sentidos
que una expresion puede tener estdn dados directamente en ella, por si misma. Esta caracteristica,
propia del lenguaje algebraico es conocida como ideografia del lenguaje algebraico. Esta
caracteristica permite cambiar el sentido de una expresion a través de manipulaciones
convenientes sobre la forma de la férmula (por ejemplo, n(n + 1) 2> n’ + n). Asi, el poder del
algebra consiste en los multiples sentidos que son incorporados a la misma férmula, los cuales
pueden ser obtenidos por manipulaciones sintacticas sobre ellas. El problema de la didéctica
consiste en poder garantizar que los elementos del tridngulo de Frege puedan ser concebidos de
manera equilibrada en la cognicién del alumno.

En relacion con este aspecto de la propuesta se observa como el tridngulo de Frege ofrece los
elementos pertinentes para comprender ciertos aspectos que se presentan en la comprension y
manejo de expresiones algebraicas. Una revisién sobre otras propuestas al respecto, tales como
los propuestos por Ogden y Richard (1923) o Pierce (1983), citados por D’Amore (1999), solo
conllevarfan a identificar elementos similares con comportamientos andlogos a los explicados.
No obstante, es importante sefialar que se puede hablar de aspectos mas especificos al momento
en que un alumno resuelve un problema algebraico, que caracteriza las formas de pensamiento de
los estudiantes en un momento determinado; de las herramientas cognitivas-conceptuales de las
cuales echan mano para argumentar en relacion con el problema. Este sefialamiento conlleva a
introducir los siguientes constructos tedricos en la bisqueda de un modelo para el andlisis del
pensamiento algebraico.

Marcos conceptuales
Las observaciones realizadas por los autores de las actuaciones de los alumnos al resolver
problemas algebraicos les permiten identificar que las acciones, en diferentes momentos, son
reguladas por su conocimiento de alguna nocion, tal conocimiento consiste en un conjunto de
nociones organizadas, que le sugieren al alumno cémo razonar, manipular férmulas, anticipar
resultados mientras va resolviendo, es decir, como ir cambiando los sentidos de las férmulas para
su conveniente interpretacion y manipulacion que le conlleve a resolver el problema. Los autores
llaman marco conceptual a tal conjunto organizado de conocimientos y posibles
comportamientos.
Un aspecto de caracter tedrico importante es que el marco conceptual tiene lugar en la
cognicion del sujeto, lo cual enfatiza su caracteristica individual. En el proceso de resolucion de

381



VI COVEM, UPEL Maracay, del 08 al 11 de Octubre de 2007

un problema estos marcos actian de forma dindmica; unos son cambiados por otros que son
considerados mas apropiados para obtener la solucion por parte del estudiante.

Para indicar un espacio méas amplio en el cual actia un alumno al ir cambiando sus marcos
conceptuales, al resolver una tarea dada, los autores introducen otro constructo tedrico
denominado mundo de resolucion. Un mundo de resolucion estd caracterizado por los sistemas de
signos, los cuales son utilizados para mediar el pensamiento y la accién del sujeto, y por las
herramientas de interaccion, las cuales ayudan al sujeto a producir objetos significados y
expresivos para resolver el problema dado.

Un tercer constructo presentado por los autores, con el fin de explicar el pensamiento
algebraico, es el de formulas como herramientas del pensamiento. Los autores distinguen dos
formas en que las férmulas son utilizadas como herramientas del pensamiento. La primera forma
de estas formulas se manifiesta “cuando se realizan manipulaciones formales en profunda
conexidn con aspectos denotativos, con el fin de producir una forma en la férmula, que incorpore
un sentido esperado, debido a una supuesta denotacién” (Figura 2). La segunda forma de estas
formulas tiene lugar cuando con el objeto de descubrir una nueva (supuesta) intencidn, sin
realizar manipulaciones formales, se logra ver una nueva (supuesta) extension, posiblemente
dentro de un nuevo marco conceptual. Es decir, cuando se logra pasar de un sentido a otro sentido
a partir de la misma expresion, sin la realizacién de ningin tipo de manipulaciéon formal (ver
Figura 3).

Denotacion

Figura 2. Primera forma de las férmulas como herramientas del pensamiento

AN

1° Sentido —— 2° Sentido

Figura 3. Segunda forma de las féormulas como herramientas del pensamiento

Una vez caracterizados los constructos tedricos precedentes, Arzarello et al. (2001)
presentan las bases del modelo para describir el pensamiento algebraico. Tal modelo estd “basado
en los siguientes conceptos:

(1) el tridngulo semidtico de Fregue

(i1) la nocién de marco conceptual

Sus dindmicos desarrollos con respecto a:

(1) Ilas relaciones entre los signos, sentidos y denotaciones de férmulas algebraicas;
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(2) la activacién de marcos conceptuales, sus mutuas relaciones y los cambios de uno a
otro (dentro de un mundo de soluciones);

En otras palabras, los verdaderos aspectos dindmicos de los procesos de pensamiento
algebraico pueden ser descritos apropiadamente observando la forma en que los alumnos
modifican sus tridngulos semidticos dentro de un marco o pasando de un marco a otro.” (p. 72).

El modelo presentado por los autores refiere a procedimientos que describen algunas posibles
formas de pensamiento que tienen lugar cuando una persona resuelve un problema algebraico.
Este modelo supera la forma rigida de concebir el pensamiento algebraico como generalizaciones
puras y formales.

No obstante, se pueden sefialar cuestiones que resultan interesantes y parecen no ser
explicadas en su totalidad, en la exposiciéon presentada por los autores. Por ejemplo, vale
preguntar: ;La formacion de esos marcos conceptuales, en si, no requieren de un desarrollo de
pensamiento algebraico previo? ;Explica el modelo esa formacién-construccion de tales marcos
conceptuales? ;Se debe interpretar que el modelo solo es util para identificar elementos del
pensamiento algebraico de personas que ya tienen un cierto nivel de tal pensamiento?

Adicional a las cuestiones anteriores, existen aspectos sobre los marcos conceptuales que los
debilitan como elementos de andlisis, por ejemplo la especificidad a la que refieren los pigmenta
de cierta ambigiiedad, pues muchos de los conocimientos de la persona corresponden con un
marco conceptual. En efecto, las caracteristicas con las que se ha definido el constructo marco
conceptual, son satisfechas por ciertos conocimientos estructurados, con un determinado nivel de
profundidad y detalle. Es decir, los marcos conceptuales son conocimientos con cierto nivel de
estructuracion. En relacion con esta connotacion de marcos conceptuales, se debe reconocer que
existen elementos conceptuales comunes a marcos diferentes por ejemplo los nmarcos “pares” y
“multiplos” tienen en comin el conjunto de los multiplos de dos, ;qué es este conjunto, un
elemento del marco “pares” o del marco “multiplos™?

Otro aspecto que merece la pena ser mencionado es la falta de integracion de los contrutos
tedricos precedentes en el uso del modelo al momento de realizar un andlisis del pensamiento
algebraico. Se observa por ejemplo cdmo las nociones de sentido contextual, sentido algebraico,
Jformulas como forma de pensamiento no parecen ser utiles para tal andlisis ;Cudl es su papel en
la dindmica planteada?

Los sefialamientos anteriores estdn lejos de pretender descalificar el avance que significa el
modelo propuesto por los autores, lo que sucede es que parados sobre tal modelo, se progresa en
la busqueda de aspectos mds especificos y profundos cuyo fin es caracterizar la ensefanza y
aprendizaje del dlgebra.

Como ideas que complementan la propuesta del modelo, los autores refieren a tres aspectos
tedricos que conviene tener en cuenta en el analisis del pensamiento algebraico, a saber: el
problema de la nominacion de variables, el dlgebra como juego de interpretaciones y los espacios
mentales. Por razones de espacio sélo referiremos a los dos primeros de estos aspectos.

El problema de la nominacion de variables
El problema de nominacién de variables constituye un aspecto crucial. Para ilustrar esta
afirmacion observemos la solucidén dada por estudiantes de la escuela secundaria (11 — 14 afios)
al siguiente problema: Por medio de una buena seleccion de nombres designar dos niimeros
impares consecutivos, mostrar que su suma es siempre un miltiplo de 4. Los resultados revelan
los siguientes tipos de errores: X +y; 2h + 1 + 2k + 1; en lugar de 2h + 1 + 2h + 3.
Uno de los aspectos que debe ser referido de inmediato es el uso del lenguaje aritmético del
que echan mano los estudiantes para tratar de resolver el problema, sin llegar a tener éxito.
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Muchos estudiantes no son capaces de utilizar el cédigo algebraico como mediador entre las
metas identificadas del problema y las relaciones entre sus elementos.

La exposicion realizada por los autores sobre el problema de la nominacién de variables en el
articulo es bastante rica. Sin embargo, sigue siendo muy general y queda pendiente, por ejemplo,
el andlisis detallado de las respuestas erroneas dadas por los estudiantes al problema
anteriormente planteado. En este sentido, se puede sefialar que en ese proceso de nominacidn,
como en todo proceso de este tipo, existe una relacion de identificacién que es requerida, esa
relaciéon de identificaciéon es una relacién biunivoca entre la representacién y el objeto
representado. Hay dos aspectos aqui a considerar, por un lado este es un proceso en el que una
maquina no falla y por otro lado el poder de asignacién esta en la persona. Es decir, quien tiene el
poder de decidir la designacion (siguiendo criterios mecédnicos o no es la persona) pero una vez
hecha esta designacion, la funcion de identificacion deberia ser automética. Son dos niveles que
podrian denominarse como designacién-cognitiva y designacion-mecdanica, cada uno tiene su
momento de manifestacion, en general el primero debe producir al segundo y la reduccién de uno
al otro es una fuente de error.

Veamos las posibles manifestaciones: Si el proceso de designacion-cognitiva tiene lugar se
garantiza que el segundo se manifieste, pues el primero da garantia de coherencia y permanencia
del significado asignado a través del proceso de designacidn, es decir, una vez designado el
significado esa coherencia y permanencia remiten a un acto meramente mecédnico de
identificacion (en el cual, como hemos dicho, una médquina no falla). No obstante, un proceso de
designacion-mecédnica, donde la asignaciéon de una letra para representar un objeto es
simplemente un acto de “llamar por llamar” o “nominar por nominar’, porque es obligatorio
hacerlo para poder resolver el problema, donde no esta presente la coherencia y permanencia de
esa designacion, conlleva sin duda al error. Este es un aspecto de suma importancia, pues
inicialmente el estudiante puede tender a optar por la designacion-mecanica, convencido de que
la misma lo va a ayudar a resolver el problema. Este error se convierte en un obstaculo a la
construccién de la designacion-cognitiva. Ahora bien debe decirse aqui que la permanencia de la
designacién es una permanencia local, a la cual el estudiante puede renunciar en cualquier
momento en que esto sea conveniente. Deberia estar claro que este proceso de des-designacion es
un proceso que tiene la misma complejidad del proceso de designacién-cognitiva que conlleva a
un proceso de des-designacién mecdnica.

Con lo anterior solo se pretende mostrar una pequefia precision que podria ser tomada en
cuenta al momento de tratar de explicar lo que sucede en el proceso de nominacién de variables.

El dlgebra como un juego de interpretacion
Se presentan dos formas de la actividad de resoluciéon de problemas como un juego de
interpretacion. Estas dos formas se esquematizan en las Figuras 4 y 5:

Siguiendo la idea de la resoluciéon de problemas algebraicos como un juego de
interpretaciones, esquematizado en las figuras anteriores, los autores sefialan que la solucién no
es mds que un interpretador, es decir, una interpretacion y el resultado de una transformacién del
texto, con respecto a la pregunta que este plantea. En el caso algebraico el interpretador es el
triangulo de Frege, producido por medio de una interpretacion conveniente, durante tal proceso,
tanto el marco conceptual, como el mundo de soluciones, pueden cambiar.
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De un texto en un sistema A un texto en otro sistema
semiotico
1 ¥ :
i l—» Interpretacion-transformacion ;
Ejemplo Ejemplo

. Una ecuacion
Problema en lenguaje

ordinario

l—» Interpretacion-transformacion J

Fig. 4 Primera forma del juego de interpretacion

De un texto en un sistema En un texto en el mismo
semiotico sistema semidtico
| 1_’ R
., ., !
i Interpretacion-transformacién !
Ejemplo Ejemplo

. . Otra expresion algebraica
Una expresion algebraica

l—» Interpretacion-transformacion 4T

Fig. 5 Segunda forma del juego de interpretacion

Con el fin de esquematizar el pensamiento algebraico como un juego de interpretaciones,
los autores presentan la Figura 6:

Fig. 6 Pensamiento algebraico como juego de interpretaciones
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Dada la expresion simbdlica E, interpretador o a ser interpretada, constituye el vértice comtn
de un conjunto de tridngulos de Frege, en los cuales para la misma expresion existen diferentes
denotaciones y para cada denotacion (es vértice comin de de un conjunto de tridngulos cuya
expresion y denotacién es la misma, solo cambian en su sentido) existen diferentes sentidos.

En relacion con los marcos conceptuales y al mundo de soluciéon en este juego de
interpretaciones, los autores refieren que al iniciar la actividad de interpretacion el sujeto activa
uno o mas marcos conceptuales dentro de un mundo de resolucién. La actividad del sujeto con el
(los) tirdngulo(s) de Frege tiene lugar dentro de tal(es) marco(s) y mundo(s) de solucion(es). Esta
relacion entre los marcos conceptuales, mundo de resolucién en el juego de interpretaciones
puede verse en la Figura 7.

Mundo de resolucion

Marco conceptual activado

Interpretador Prod Texto con un
Tridngulo de rocuce > sentido y
Frege denotacion
f

Se transforma en
(Posiblemente dentro de otro marco conceptual activado)

Fig. 7 Relaciones entre marco conceptual, mundo de resolucion y juego de
interpretacion

Es necesario sefalar, sin embargo, que asi como a partir de una interpretacion, el interpretador
puede llevar a otros marcos conceptuales, asi mismo, el interpretador puede conducir a diferentes
mundos de resolucion. Asi pues, la relacidn entre estos elementos es una relacion dindmica en ese
juego de interpretaciones. Es menester apuntar que los cambios en los marco conceptuales van
encaminados a garantizar la solucién del problema planteado. Mientras el cambio de mundos de
resolucion, constituyen espacios de interpretacién que no necesariamente resuelven el problema,
sino que ayudan a comprender su significado.

Se observan dos cualidades de cardcter didactico que tiene el juego de interpretacion, la
primera sefiala que la cadena de intérpretes los cuales pueden ser construidos como resultado de
tal juego es muy provechoso para el aprendizaje del dlgebra, puesto que las representaciones
mentales de los alumnos son generalmente activadas por intérpretes. La segunda cualidad refiere
a que el juego de interpretacion ayuda al estudiante a producir metacognicion sobre los procesos
a través de los cuales ellos han producido sus interpretadores algebraicos.

Ciertamente, puede ser provechoso hacer conscientes a los estudiantes de ese juego de
interpretacion, pues podria conducir a un aprendizaje menos mecanico y mas cercano a lo que es
el pensamiento algebraico en si. Sin embargo, quedan algunas dudas que no pueden ser
facilmente desechadas: ;A qué nivel de educacién estariamos refiriéndonos cuando se habla de
tal aprendizaje? ;Se puede reflexionar sobre lo que no se conoce? Es decir ;Deberiamos ensefiar
este aspecto después de haber introducido los conceptos matemdticos referentes al dlgebra y a la
resolucidn de problemas? ;Luego que los estudiantes muestran problemas en la resolucion de los
mismos? ;Se debe seguir dando lugar a que los errores se produzcan para luego corregirlos? ;No
es posible evitarlos? ;Este tipo de contenidos debera ser ensefiado s6lo a estudiantes avanzados
con problemas de aprendizaje del dlgebra? Bueno, al parecer existen cuestiones que quedan atin
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sin responder. Serd entonces tarea de otras investigaciones hacer propuestas mds especificas en
relacion a la utilidad que pueden terer estos hallazgos-propuestas.

Al concluir su articulo, Arzarello et al. (2001), reconocen la existencia de aspectos sobre el
pensamiento algebraico para los cuales no se ha logrado construir una teoria que explique una
aproximacion a una caracterizacion de sus elementos.

Conclusiones

Uno de los aspectos mds importantes de este articulo es su fortaleza como exposicion
cientifica, caracterizada por un elevado manejo formal del lenguaje y la ilacion finamente
construida entre sus distintos elementos conceptuales, en la busqueda de una explicacién
objetivamente aceptable. De manera que la metodologia propuesta en la presentacion del escrito
constituye un ejemplo formidable para la presentacion de resultados logrados a lo largo de
extensos procesos de investigacion. No obstante, el espiritu de esta revision busca no solo
reconocer los alcances de este interesante trabajo, sino tratar de encontrar algunas limitaciones de
cardcter explicativo en el ambito en el cual se desarrolla. Por tanto, a continuacion presentamos
algunos aspectos con el fin de llamar a la reflexion sobre cuestiones de interés en este contexto,
derivadas de esta revision.

En relacién con las nociones sentido algebraico y sentido conceptual, las cuales muestran una
utilidad inicial para evidenciar diferentes formas de sentido que puede tener una expresion
algebraica, parecen perder utilidad en el resto del desarrollo del trabajo, haciendo omisién a cémo
estas nociones pueden ser utilizadas para referir al comportamiento exhibido por un alumno al
momento de resolver un problema algebraico. Tal omision lleva a que estas nociones queden
aisladas del modelo presentado, basado en la dindmica de los cambios de los marcos
conceptuales, la semidtica del tridngulo de Fregue, los mundos de resolucion, completados mas
tarde con las nociones de juego de interpretaciones y espacios mentales.

El caricter especificidad con que se define la nocion marco conceptual solo queda en la esfera
de lo concerniente al dominio disciplinar, sin embargo, como elemento de descripcion de los
conceptos o cuerpos de conceptos es una categoria general que engloba a todo conocimiento con
una determinada calidad de organizacion. Esta generalidad le imprime cierta ambigiiedad en la
que se hace difusa la caracterizacién de un marco conceptual y su distincién con otro marco.
Notese que los marcos conceptuales no son elementos disjuntos pues si los marcos conceptuales
se conciben como constructos disjuntos unos de los otros, dificilmente pueden constituir modelos
de explicacion del pensamiento o de actos de racionalidad implicados en la resolucién de
problemas, el ejemplo del concepto “multiplos de dos” muestra un punto comun entre los marcos
conceptuales “pares” y “multiplos”.

En relacion con lo anterior debemos preguntarnos; qué sucede con la interaccion de dos
marcos conceptuales, ;es un nuevo marco conceptual?, la respuesta parece obvia y afirmativa, si
constituye un nuevo conocimiento con una “determinada organizacion”. Pero esto parece no tener
lugar en el desarrollo de la exposicion, pues a lo largo de la misma, la idea de marco conceptual
se presenta como una idea estdtica, como un conocimiento ya aprendido, como una herramienta
de la que se echa mano.

Lo sefialado en la parte concerniente a la nominacién de variables, respecto a la posibilidad de
explicar de manera mas especifica los dos diferentes momentos de designaciéon mecdnica y
designacion cognitiva, presentes en el proceso algebraico de nominacion, pueden ser de utilidad
para la concepcion de un modelo que busque ser mds minucioso en la explicacion de los procesos
de pensamiento algebraico.
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Finalmente, teniendo presente los avances que representan las descripciones y explicaciones
producto del trabajo desarrollado por los autores, es conveniente y necesario iniciar
investigaciones encaminadas a la busqueda de la utilidad que pueden tener estos hallazgos en la
actividad de ensefianza y en la concepcidon y desarrollo de los curricula de formacién de los
diferentes niveles educativos. Tales investigaciones constituyen un espacio de posibles nuevos
estudios, mds profundos y detallados, en la exploracién de una mejor caracterizacién del objeto
fundamental de este trabajo, el pensamiento algebraico.
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