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Resumen

Los Sistemas Matematicos de Simbolos (SMS) aparecen de manera ineludible en el
desarrollo disciplinar, en el aprendizaje y en la ensefianza de Matemaética, porque
constituyen el marco en el que se representan los conceptos y el medio con el que se
lleva a cabo la comunicacién en el &mbito matematico.

Pueden ser mirados tanto desde el punto de vista psicoldgico (como sistemas externos
de representacién) como didactico (como objetos tanto de ensefianza como de
aprendizaje)

Sin embargo, su presencia frecuentemente pasa inadvertida: en la medida que los
profesores no disefian actividades para ensefiar su uso, los estudiantes no lo perciben
como un contenido a aprender.

Esta presentacion tiene la finalidad de llamar la atencion sobre la necesidad de pensar
en los SMS como un elemento presente en la actividad matemética cotidiana. Pretende
no solamente brindar un panorama del trayecto historico de estas ideas, sino ademas
enfatizar la relevancia que el uso competente de los SMS tiene para contribuir a la
formacion de aprendices auténomos, y relatar resultados de investigaciones que
permiten obtener conclusiones a partir de las cuales orientar la ensefianza de temas de
Algebra Lineal, Calculo o Ldgica.

1.1 Introduccion
En los libros de Geografia en los que estudié en la escuela, soliamos ver un mapa como
g " el que acompafa a este texto. Leiamos que la
~ frontera de Uruguay con Argentina la
conformaban el rio Uruguay (y el Rio de la
Plata, en el que aguel desembocaba), que tenia
una longitud de 1500 km aproximadamente, de
los cuales solo los ultimos 500 correspondian al
~ limite entre ambos paises.

| Traigo esta anécdota como comienzo de esta
" exposicion,

porque en el parrafo anterior

8 podemos ver los elementos constituyentes de
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un Sistema Matematico de Simbolos: hay un texto, una grafica (un mapa), una tabla
numerica (disimulada en el texto); la comprensién de la informacion presentada
requiere, por un lado, de procesos de lectura en cada uno de estos registros y, por otro,
de traduccion entre ellos que permitan establecer las concordancias entre las entidades

representadas y detectar las eventuales contradicciones.

Quiero ampliar la anécdota: al mirar el mapa, me parecia que no era coherente la
afirmacion del texto en relacion con cual era la longitud de la frontera con Argentina
(s6lo mucho tiempo después descubri que era cierta, al ver en un mapa de América del
Sur la extension del Rio Uruguay). En efecto, 500 es la mitad de 1000, y en el mapa la
parte representada del rio que no integra la frontera es mas o menos la mitad de la del
borde, asi que mi conclusion fue “el texto estd equivocado”. Recuerdo claramente no
haber cuestionado si no podria ocurrir que en el mapa hubiera errores. Volveré luego

sobre esto.

Cada vez que ensefiamos Matematica, cada vez que aprendemos Matematica, lo
hacemos con los SMS como mediadores, y de manera tan inadvertida que no se nos
ocurre integrar a nuestra practicas de ensefianza actividades para favorecer el

aprendizaje de sus usos. Lo que voy a exponer a continuacion tiene que ver con esto.

1.2 Los SMS como sistema externos de representacion
Una forma de ver los SMS es como una clase especial de sistemas externos de

representacion.

Esta perspectiva se origina a fines de los afios 80 en autores como Stephen Palmer
(1978), y ha sido retomada por otros como James Kaput (1987), Raymond Duval (1998)
0 Bruce Sherin y Victor Lee (2005).

En esta mirada, se asume la existencia de dos mundos, uno representado y otro
representante, y un sistema de operaciones que permite responder a las siguientes
cuestiones:

a) Cual es el mundo representado.

b) Cuél es el mundo representante.

c) Cual aspectos del mundo representado van a ser modelados.

d) Cual aspectos del mundo representante constituyen el modelo.

e) Cuales son las correspondencias entre los dos mundos.
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En este sentido, Kaput (1987) define a los SMS proponiendo que consisten en terna,
constituida por:

a) un esquema de simbolos, es decir, una coleccion realizable concretamente de
caracteres, junto con reglas mas o menos explicitas para identificarlos y combinarlos;

b) un campo de referencia;

c) una ley que establece una correspondencia entre los dos anteriores.

Como peculiaridad de los SMS, destaca tanto el mundo representado como el

representante son sistemas de simbolos.

Esta precision no es para nada casual, porque sirve de base para pensar en que las
cuestiones semanticas y sintacticas asociadas con los SMS guardan una relacion de

simetria como desarrollaré mas adelante.

En una forma que guarda semejanzas muy profundas con la vision de Kaput, Duval
(1998) desarrolla su teoria de los Registros Semidticos de Representacion. Indica que
para que un sistema semidtico sea un registro de representacion debe permitir realizar
tres operaciones:

a) la formacion de una representacion identificable (texto, grafica, expresion algebraica,
entre otros)

b) el tratamiento (transformacion de una expresion en otra dentro del mismo registro)

c) la conversion (transformacion de una expresion situada en un registro, en otra, de un

registro diferente).

Para finalizar esta seccion, vale la pena dar una mirada desde la Psicologia Cognitiva.
En esta perspectiva, Marti y Pozo (2000) destacan, al estudiar los procesos de
adquisicién de sistemas de representacion externa, cuatro aspectos de los sistemas
externos de representacion:

a) Existen en forma independiente de quienes los hayan construido o creado.

b) Permanecen en el tiempo, porque son marcas hechas sobre algin soporte material.

c) Estan desplegados en el espacio, en consonancia con su caracter material, no en el
tiempo, a diferencia del lenguaje hablado o gestual.

c) Constituyen estructuras organizadas consensuadamente, en el seno de las

comunidades que las utilizan.
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1.3 Sistemas Matematicos de Simbolos en el desarrollo de la Matemética
El desarrollo histérico de la Matematica va de la mano con SMS. Es imposible resumir

este proceso de siglos, pero voy a mencionar tres hitos.

El primero es el trabajo de Diofanto, que algunos autores (Kieran, 1992, Kline, 1994)
sefialan como comienzo del Algebra, inaugurando una época en la que se abandona la
practica anterior carente de todo tipo de formalismo. Los trabajos de Diofanto, llegados
a Europa alrededor de los siglos XIIl a XV a través de los matematicos arabes, son el

punto de partida de los desarrollos generales sobre la solucion de ecuaciones.

Aungue menos conocido por su relacion con este tema, el segundo hito lo constituye
Leibnitz. En su desarrollo del Calculo, Leibnitz se caracteriz por inventar notaciones
con la caracteristica de ser evocadoras de los procesos que representaban (la mas
difundida es %4 para denotar la derivada, como un cociente de incrementos
infinitesimales) Al referirse a esta aspecto de su produccion, Kaput ha dicho que la
suya es “la historia del desarrollo de la notacién en concierto con el desarrollo de

conceptos”.

Finalmente, en el siglo XX, los trabajos de Hilbert (fundador de la escuela formalista) y
sus debates con Brouwer (intuicionismo) y Russel (logicismo) han terminado de situar a
la Matemética como una ciencia formal. Hilbert ha afirmado que “...son los signos
mismos los objetos de la teoria. Entendemos aqui por signo algo que es independiente
del espacio y del tiempo, asi como de las condiciones especiales en las que se
produce...” (Hilbert, 1993)

1.4 Los SMS como objetos de aprendizaje
Asociados con el uso de los SMS pueden sefialarse al menos dos procesos cognitivos:
a) Lectura o codificacion de la informacion.
b) Produccion de nueva informacion
i) Sintactica, a partir de las reglas de transformacion internas en el sistema.
i) Semantica, a partir de las interpretaciones que una cierta configuracién

simbdlica tiene en el mundo representado.

Las relaciones entre los diferentes mundos representados sirven a Kaput para dar una
nueva visién de la relacion entre sintaxis y semantica. Para él, la sintaxis en un sistema

de representacion consiste en el conjunto de reglas que permiten transformaciones
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validas en este sistema, en tanto que la semantica se define en relacion con otro sistema
de representacién y esta conformada por la coleccidon de correspondencias entre estos
dos sistemas. De esta forma, la relacion entre dos mundos representantes se vuelve casi

simétrica: lo que es sintaxis en uno de ellos es seméantica en el otro.

Este marco permite analizar la nocion de construccion del sentido en Matematica,
situando la respuesta a la pregunta ¢qué significa saber Matematica? mas alla de la
simple capacidad de ejecutar algoritmos de calculo y asociandola con la posibilidad de

disponer simultaneamente de diferentes representaciones del objeto matematico.

La preocupacion de Leibnitz sobre la notaciones ha sido destacada como una de las
caracteristicas que ayudan al aprendizaje de Matemaética. En efecto, Romberg (1991)
afirma:

“(...) el poder de la Matemética reside realmente en que un pequefio nimero de simbolos y de
afirmaciones simbdlicas pueden ser utilizadas para representar un conjunto amplio de situaciones
problema distintas. La identificacion y la utilizacion de los simbolos puede organizarse en
&mbitos como los enunciados simbdlicos que caracterizan el &mbito, las tareas implicadas que
deben llevarse a cabo, las reglas que deben seguirse para representar, transformar y realizar los
procedimientos y el conjunto de situaciones que generalmente se han utilizado para crear los
simbolos, las relaciones entre los mismos y las reglas significativas"(pag. 374).

Algunas dificultades asociadas con el aprendizaje de los SMS se refieren en la siguiente
tabla:

Algunas caracteristicas problematicas de los SMS
El mismo signo representa | 0 y 1 representan, respectivamente:
entidades diferentes a) los enteros cero y uno,
b) el neutro de la sumay del producto en un campo,
c) el neutro de la suma y del producto en un algebra de
Boole.

(a,b) representa:

a) un intervalo abierto en el conjunto de los nimeros
reales (R),

b) un par ordenado,

c) las coordenadas de un punto en el plano,

d) un vector en el espacio vectorial R.

Simbolos diferentes | (a,b) representa el conjunto {xeR / a<x<b}.
representan  la  misma
entidad. (fog) (x) y f(g(x)) representan la imagen de x por medio

de la funcién compuesta fog.

El mismo simbolo en una | El primer par de paréntesis en (fog)(x) indica el resultado
misma formulacién tiene | de una operacion entre funciones (la composicion) en
significados  contextuales | tanto el segundo par sefiala que se estd calculando la
diferentes. imagen de un elemento por medio de la composicién
indicada.
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La x en el denominador de a—(x,y)lndlca que la
X
variable respecto a la cual se deriva parcialmente es la
primera, en tanto la x dentro del paréntesis sefiala la
primera coordenada del punto donde se calcula esta
derivada s
La verbalizacién de una | La férmula para las raices de la ecuacién de segundo
formulacién  puede  ser , _b++/b? —4ac .
engorrosa grado, ax“+bx+c=0 es x = i , que se lee:
a

“las soluciones son el cociente entre el doble del
coeficiente del término de segundo grado, de la suma o la
resta del opuesto del coeficiente del término de primer
grado con la raiz cuadrada de la diferencia entre el
cuadrado de este coeficiente y el cuadruplo del producto
del coeficiente de término de segundo grado con el
término independiente”.

La lectura de ciertas | (x+1)x

formulaciones requiere de | 5 y? (x+3)

procesos de busqueda hacia

izquierda y derecha. limf(x) = b
Tabla 1

1.5 Tres experimentos

En el ambito de la educacién universitaria inicial he desarrollado tres investigaciones
sobre ensefianza y aprendizaje de SMS, que voy a resumir a continuacion.

La primera se denomina “Aprendizaje de Sistemas Matematicos de Simbolos en

Algebra Lineal y Calculo”.

Consistio en dos etapas, la primera de ellas destinada a evaluar dos diferentes
intervenciones didacticas para ensefiar el uso de SMS en Algebra Lineal.

A partir de los resultados obtenidos, se disefi0 la segunda etapa, estudiando no sélo el
aprendizaje del uso de SMS en Algebra, sino ademés la transferencia de estas

habilidades al trabajo en Calculo.

Como conclusiones principales de esta experiencia, resulta que los estudiantes que en el
diagnostico al ingreso a la universidad obtienen un rendimiento aceptable pueden
aprovecharse de la ensefianza para mejorar en sus habilidades en el uso de los SMS y
consiguen transferir esta habilidad a otros ambitos diferentes de donde las desarrollaron.

En cambio, para los alumnos de bajo rendimiento en el diagndstico, las intervenciones
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disefiadas no significan ninguna ventaja para sus aprendizajes, lo que destaca la
necesidad de implementar trayectos diferenciados en los primeros afios de la eduacion

superior.

El nombre del segundo experimento es “Proposiciones condicionales y sistemas
matematicos de simbolos en el aprendizaje del limite matemético”.

En esta experiencia se intent6 asociar el grado de dificultad en ciertas tareas al registro
de representacion en el que estaba presentada. Las tareas se eligieron entre las que son
habituales en la ensefianza de la definicion de limite de una funcioén en un punto, en

particular, asociadas con la estructura condicional.

Se pudo constatar que en el registro gréafico las tareas resultaron mas sencillas que en el
algebraico (quiero recordar que yo crei que el mapa era correcto y el texto equivocado)
Ademas, las tareas asociadas con la condicidn suficiente resultaron mas dificiles que las

de condicion necesaria.

Esto nos conduce a considerar que en nuestras practicas deberiamos privilegiar el
manejo de registros graficos, y enfatizar en los procesos de traduccidn a otros registros,

sin limitarnos a trabajar en un Unico SMS.

La tercera investigacion ha consistido en realizar el “Andlisis Preliminar para una

Ingenieria Didactica sobre la Ensefianza del Condicional”.

De ella resulta que la nocién de que una sentencia condicional es cierta cuando el
antecedente es falso no es reconocida por los estudiantes. Esta cuestion desempefia un
rol importante en la construccion de muchos conceptos matematicos (por ejemplo, el de

conjunto vacio)

Por otro lado, resulta que un curso de Logica contribuye a que los estudiantes superen
este error, pero no se nota mejora en quienes estan expuestos a la ensefianza de otros

cursos (por ejemplo Calculo).

Una pregunta, entonces, en cuya respuesta vale la pena profundizar es si no deberia

incluirse en el curriculo universitario inicial el estudio de Légica.

1.6 Reflexiones finales
La primera cuestion que quisiera plantear en este cierre es el de la necesidad de

incorporar en nuestras practicas la ensefianza de los SMS. Teniendo en cuenta que son
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los mediadores de la actividad matematica, no podemos limitarnos a esperar que
nuestros estudiantes adquieran pericia en su uso simplemente por verse expuestos a su

uso.

Asociada con esta primera cuestion estd la segunda, que es seguir investigando acerca
de cudles son las mejores maneras que tenemos para ensefiar el uso de SMS.
Necesitamos saber mas acerca de como nuestros estudiantes usan los SMS cuanto estan
llevando adelante algoritmos, cuando estan resolviendo problemas, cuando estan

dandole vueltas a conceptos complicados de aprehender.

Las dos cuestiones anteriores forman parte de una mayor, con la que concluyo: debemos
hacer més profesional nuestra préctica, informandola de los resultados de las
investigaciones y a partir de conceptualizaciones tedricas. Eso se lo debemos a nuestros

alumnos.
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