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Resumo

O Teorema de Pitdgoras €, sem duavida, um dos resultados mais importantes da
matematica, quer pela sua simplicidade e beleza, quer por suas inUmeras aplicacdes em
diversas areas do conhecimento. Por essas razdes sua exploracdo em sala de aula
sempre desperta interesse e motivacdo, criando um ambiente favoravel para o processo
ensino-aprendizagem. Nosso objetivo nessa comunicagdo ndo é apresentar nem discutir
as varias demonstracdes do Teorema de Pitagoras, mas, fazer conjecturas sobre
possiveis percepc¢des de Pitagoras para chegar a sua extraordinaria descoberta. O fato
que a area do quadrado construido sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo
isdscele € igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre seus catetos j& era
conhecido bem antes de sua divulgacdo pela escola de Pitagoras, embora ndo se
conheca demonstracdes ou provas desse resultado. Nesse trabalho conjecturamos que
algumas sequéncias de figuras geométricas, por uma simples visualizacéo
“cuidadosa”, pode ter levado a conclusdo desse caso particular do Teorema de
Pitagoras. Por ultimo, apresentamos uma demonstracdo geométrica do caso geral do
Teorema de Pitagoras, de nossa autoria, utilizando a demonstracao do caso particular,
que pode ter sido a prova dos Pitagoricos.

O teorema de pitagoras

Teorema de Pitdgoras — Em qualquer triangulo retdngulo o quadrado da hipotenusa é
igual a soma dos quadrados dos catetos.

Assim, se num triangulo retangulo ABC (Fig.1) a hipotenusa mede a e 0s catetos

medem b e ¢, vale a igualdade, a® =b” +c?.

Fig.1
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Em termos de areas, como € apresentado na proposic¢ao 47 dos Elementos, o Teorema de

Pitdgoras tem uma representacdo geométrica equivalente a sua expressdo algébrica

muito interessante e elucidativa, como ilustra a figura 2 abaixo.

Fig.2

S1 =S, + Sz, onde Sy, Sy e S sdo as areas dos quadrados construidos sobre os lados do
triangulo ABC.

No livro The Pythagorean Proposition, Loomis (1940), existem mais de 370
demonstracdes do Teorema de Pitadgoras, umas algébricas, outras geométricas e até com

outras argumentacoes.

Comecamos nossos questionamentos pelo caso particular, ou seja, quando o triangulo
retangulo é isésceles. Na nossa compreensdo, a figura 3 a seguir, ou outra equivalente,

pode perfeitamente ter convencido os antecessores de Pitagoras da veracidade da

expressio a® =b* +b?.
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Fig.3

Uma alternativa equivalente seria a figura 4, a seguir:
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Fig.4

Outra possibilidade seria a sequéncia exibida na figura 5, a seguir:
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Fig.5
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Como afirmamos no resumo, uma observacao cuidadosa dessas figuras pode levar uma
pessoa que faz uma leitura visual criteriosa a perceber as relagdes entre as partes de
cada figura, chegando a conclusdo desejada. Essa € nossa primeira conjectura! Essa
conjectura é fundamentada em trabalhos de historiadores da cultura matematica, como
Paulus Gerdes [02], que mostra a possibilidade de se “perceber” esse resultado em

padrdes e decoragOes de artesdes africanos, por exemplo.

Hoje se perceberia, com certa facilidade, que a terceira parte da figura 3 ou a parte
inferior da figura 4 podem ser visualizadas olhando para uma mesa quadrada coberta
com uma toalha quadrada, como ilustra a figura 6 a seguir:
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Fig.6

Da mesma forma, a parte superior da figura 4 pode ser obtida manipulando as pecas do

TANGRAM, como mostra a figura 7 a seguir:

Fig.7

Nos Elementos, Euclides apresenta uma demonstracdo para um triangulo retangulo
qualquer, cuja argumentacdo usa apenas fatos basicos sobre areas de triangulos e
paralelogramos, dividindo o quadrado da hipotenusa em dois retangulos com metade
das areas iguais a metade das areas dos quadrados de cada cateto, como sugere a figura

8 desse texto.
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Fig.8

A demonstracdo seguinte, usando praticamente a mesma figura e semelhanca de
triangulos, ndo seria mais simples? Euclides ndo a apresentou apenas porque o conceito
de semelhanca s6 aparece ap0s o Livro 1V, enquanto o Teorema de Pitdgoras esta no
Livro 1?

Vejamos a demonstracdo: considere os triangulos ABC, ACD e CBD da figura 9 a

seguir, semelhantes dois a dois.

Fig.9

Como consequéncia dessas semelhangas, obtemos entre outros resultados:
b’=cm e a®=c.n
Minha intuicdo diz que o Teorema, e consequentemente sua demonstracdo, foi

“percebido” visualmente, observando as areas das regides que “afloram” da figura 10 a

sequir.

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 1566



&

l ﬂnFu Montevideo, Uruguay
I Wi

] M 16 al 20 de setiembre de 2013

Para que o leitor perceba essa possibilidade utilizo os seguintes argumentos:

1. Os Gregos sabiam que um numero real positivo b correspondia ao
comprimento de um segmento de reta e que o nimero b? estava associado a
area de um quadrado de lado b. O mesmo se aplica aos nlimeros a e a.

2. Também era do conhecimento dos Gregos que dados dois nimeros positivos
c e m, seu produto c.m correspondia a area de um retangulo cujos lados

mediam ¢ e m. O mesmo se aplica ao produto c.n.

Com essas informacgdes em mente € muito provavel que Pitagoras ou algum antecessor
tenha construido a figura 10 abaixo ou idealizado-a mentalmente. Essa € nossa segunda

conjectura!

Fig.10

Mas, o que essa figura diz, considerando os resultados b= c.m e a> = c.n j4 obtidos, é

que “a soma dos quadrados dos catetos ¢ igual ao quadrado da hipotenusa”! Ou seja,
a’+b*=c?

Para finalizar, faremos uma demonstracdo geométrica do Teorema de Pitagoras,

deduzida a partir do caso particular para tridangulos retangulos isosceles.
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Observemos a figura 10 a seguir.

| SB+ 34

S8y

Fig.10

Temos um triangulo retangulo isdsceles de catetos com medidas iguais a a e um

triangulo retdngulo de catetos com medidas a e a + X.

Se S € a &rea do quadrado construido sobre a hipotenusa do triangulo de lados a e a+x,
entdo, S=S;+S,+S,+ S3+ S,
Como S; = a° + a°, segue que,

S=a’+a’+S,+S,+S3+Ss=a’ + (a®+ S+ Sy + S5+ Sy)

Portanto, no triangulo retangulo de catetos a e a+x, a area do quadrado construido sobre
a hipotenusa é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos. 1sso é

0 Teorema de Pitagoras!

Nossa Ultima conjectura é: essa demonstracdo ndo poderia ser feita pelos Pitagoricos
ou seus antecessores? Note que 0s argumentos sdo puramente geométricos e as figuras
envolvidas relativamente faceis de se enxergar!

Referéncia

Loomis, E. S.(1940). The Pythagorean Proposition. Ann Arbor, Michigan, SA:NCTM.
Gerdes, Paulus.(1999). Geomtry from Afrrica: Mathematical and Educational
Explorations. Mathematical Association of America, Washington, DC.

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 1568



