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Resumo

O teorema de Pitagoras, o0 mais famoso da geometria plana, tem muitas e variadas
demonstracdes. O livro The Pythagorean Proposition de Elisha S. Loomis, 22 edicéo,
1940, contém 367 demonstracdes, cuidadosamente classificadas. As novas perspectivas
para a abordagem deste teorema em sala de aula incluem os materiais didaticos
manipulaveis que fortalecem a motivacdo do aluno para a aprendizagem, aumentam a
autoconfianca e a concentracdo e contribuem no desenvolvimento das competéncias
cognitivas e ldgicas. O principal objetivo deste trabalho consiste em apresentar o
Teorema de Pitagoras, suas demonstracdes e algumas de suas generalizagdes. Esta
abordagem dos temas inclui desde demonstracdes simples e com grande apelo visual,
assim como, as realizadas experimentalmente com o uso de tecnologias, abrangendo
desde a antiga demonstracdo grega até a demonstracdo de Euclides. O tratamento
dindmico dos temas inclui construgdes geométricas e a manipulagdo de modelos
matematicos. Previamente, sdo apresentados 0s conceitos geométricos basicos tais
como poligonos equivalentes. Também sdo abordadas extensdes do Teorema de
Pitagoras. Assim, procura-se incentivar o estudo dos conceitos geométricos, promover
0 uso de recursos didaticos em sala de aula e que os professores adquiram experiéncias
gue os tornem multiplicadores perante os colegas na escola em que ensinam.

Introducéo

O Teorema de Pitagoras foi acreditado a este autor que viveu aproximadamente em 500
a.C. e que ele pode ter demonstrado, mas nenhuma demonstracéo sua chegou aos nossos
dias. Pesquisas historicas revelaram que os Babilénios, mais de 1000 anos antes do
tempo de Pitdgoras, conheciam este teorema também como os diferentes tipos de
tridngulos retdngulos com lados cujo comprimento é um nimero inteiro. Esse resultado
também era conhecido na Mesopotamia, no Egito Antigo, na China Antiga e na india,
entretanto, a aplicacdo desse teorema era puramente pragmatica: usava-se esse resultado
na resolucdo de problemas, construcGes geométricas, calculo de medidas, decoragédo e

calculos relacionados com a agrimensura.
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Pitagoras foi provavelmente o primeiro a demonstré-lo e por isso, o teorema leva o seu
nome; sua demonstracdo “ao que parece foi uma demonstragdo por decomposicdo.”
(EVES, 2004, p. 103). Um antigo manuscrito chinés, Chou Pei, do periodo Han (202
a.C. até 220 d.C.) contétm uma bela demonstracdo representada em um diagrama.
Euclides (360 a.C. — 295 a.C., aproximadamente) publicou a primeira demonstracao
desse teorema conhecida no Ocidente, ela esta presente na sua obra Os Elementos.

Inmeras demonstracdes distintas do Teorema de Pitdgoras foram publicadas por
autores famosos e anbnimos; podemos citar uma demonstracdo dinamica de autoria de
Hermann Baravalle publicada em 1945 e o presidente americano James A. Garfield que
publicou uma demonstracdo algébrica em 1876. Elisha Scott Loomis, professor de
Matematica em Cleveland, Ohio, USA, colecionou durante 20 anos, de 1907 a 1927,

aproximadamente 370 demonstragGes desse teorema.

As demonstracGes dinamicas e 0 uso de modelos e tecnologias em aula tém como
referéncia a abordagem tedrica construtivista, o “aprender fazendo”, segundo o qual o
processo de ensino centra-se nas experiéncias e nas descobertas dos alunos, no
desenvolvimento de sua criatividade, no uso de materiais didaticos adequados e no
trabalho em grupo, onde o aluno é o construtor do conhecimento e o professor é o
condutor do processo. Por isso, € importante e necessario criar estratégias que
despertem o interesse e 0 gosto pela matematica. Dai a necessidade de se fazer uso de
recursos didaticos, que permitem aumentar a motivacdo do aluno para a aprendizagem e
consequentemente aumentar a autoconfianca, a concentracdo e o raciocinio logico-

dedutivo.

Equicomposicédo e decomposicao

Duas figuras sdo equicompostas (ou equidecomponiveis) se é possivel decompor uma
das figuras num numero finito de partes, e por meio de um rearranjo dessas partes,
compor a outra figura. (BOLTIANSKI, 1996, p. 1)

Poligonos equivalentes
Poligonos equivalentes s&o poligonos com a mesma area.

Os seguintes teoremas foram enunciados por Euclides, no livro 1:
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Teorema 35 - Os paralelogramos de base comum com lados opostos numa mesma
paralela tém a mesma area.
Teorema 36 - Paralelogramos com bases congruentes numa mesma reta e com lados

opostos numa mesma reta paralela tém areas iguais.

- n Y J /

(1) | ()
Figura 1

Os modelos pedagdgicos representado na Figura 1 ndo constituem uma demonstracdo
desses teoremas de Euclides, mas contribuem para sua efetiva compreenséo.
A demonstracdo do teorema 35 usa 0s seguintes postulados de area:
i) figuras congruentes tém a mesma area;
ii) se uma figura é decomposta em duas figuras sem superposi¢do gue ndo seja mais que
nos pontos da borda, entdo a area da figura original € a soma das areas das duas figuras
da decomposicéo.
O modelo dinamico ( Il ) da Figura 1 propicia a discussdo da demonstracdo do teorema
36. Esse recurso favorece a constatacdo de que a diagonal de um paralelogramo
determina no quadrilatero dois tridngulos congruentes, argumento usado para estender
0s dois teoremas anteriores a resultados similares para triangulos. Esses resultados

foram obtidos sem efetuar nenhuma medicéo ou célculo de areas.

O Teorema de Pitagoras
A érea do quadrado sobre a hipotenusa de um tridngulo
retdngulo é igual a soma das areas dos quadrados sobre 0s

catetos.

Figura I

DemonstracGes dindmicas através de modelos de laboratério
Os modelos concretos e dinamicos sdo “recursos que funcionam como ferramentas de
visualizacdo, ou seja, imagens que por si mesmas permitem compreensdo ou

demonstragdo de uma relagdo, regularidade ou propriedade.” (PCN, 1998, p. 45)

Antiga demonstracéo grega

Figura 3
Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 7985
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Esta demonstracdo de um caso particular do teorema de Pitagoras para um triangulo
retangulo isdsceles é de forte apelo visual e de grande valor pedagogico na introdugéo

; !
(1) (1)

obtemos dois quadrados de lados iguais Figura 4

do tema.

Demonstracéo atribuida a Pitagoras

A partir da manipulacdo de quatro
triangulos  retangulos  congruentes €
possivel obter um quadrado de lado igual a

hipotenusa e area A, ilustrado em ( | ) da

Figura 4, remanejando o0s triangulos,

aos catetos e areas B e C, respectivamente, em ( 11) da Figura 4. Logo, A=B+C.

Demonstracéo de Henry Perigal
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Figura &

A prova de Henry Perigal partiu de uma decomposi¢do do maior dos dois quadrados
construidos sobre os catetos do tridngulo retdngulo em quatro partes congruentes, tal
que, estas pecas congruentes juntamente com o menor quadrado de lado igual ao menor
cateto equicompdem o quadrado construido sobre a hipotenusa.

Demonstragéo de Hermann Baravalle

Figura 6

A prova dindmica inventada pelo matematico Hermann Baravalle é baseada na
equivaléncia de poligonos. A partir de um quadrado de lado a+b, divide-se em dois
poligonos menores, em que a cada estagio, a area sombreada € a mesma. O Unico passo
no que se pode ter um pouco de dificuldade é na transicdo ( IV ) paraa (V) da Figura
6. Nesse caso, o paralelogramo ¢ deslizado de tal forma que preserve a base e a altura,

portanto a area permanece a mesma.
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Demonstracéo de Euclides

Atraveés desse recurso de simples manipulagéo é possivel verificar os seguintes passos:
1)Os triangulos AACG e ABCG sdo equivalentes e area [BFGC] = 2 4rea [AACG];

i1) AACG e ABCH sao triangulos congruentes e ABCH e ACHK sdo equivalentes;

i B iii) area [CHLK] = 2 area [ACHK],
;//\° em consequéncia, area [BFGC] =

5o / area [CHLK];
A, , _
N g iv) Similarmente, area [ADBE] =

area [AKLJ];
V) Portanto, area [ACHJ] = érea

Figura 7 ' [ADBE] + 4rea [BFGC];

vi)SeAB=a, BC=beCD=c,entdo a2=b2+ c2

Demonstracéo de Leonardo da Vinci

Passos da demonstracao:

i. Os triangulos AAEF, AABC e AHJK séo
congruentes.

ii. Os quadrilateros ABHI, IKCA, GFED e GBCD
S840 congruentes.

iii. Os hexdgonos BCDEFG e KCABHI séo

congruentes, e, portanto equivalentes.

iv. A area do quadrado CBHK ¢ igual a soma das areas dos quadrados ACDE e AFGB.

Demonstracdes a partir de quebra-cabegas

Ll 710

Figura 9
De acordo com Alsina deve-se buscar uma aprendizagem baseada na acdo, na reflexéo e

na comunicagéo, associada com a realidade e a intencdo de que os conhecimentos sejam
aplicados de maneira critica e flexivel e que se promova a interacdo entre os alunos e

entre alunos e professores.
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O material ilustrado acima séo tangrams, ou quebra-cabecas, que tem como objetivo a
assimilacdo e a verificacdo do Teorema de Pitagoras, a partir da manipulacdo das pecas,
com o intuito de decompor os quadrados construidos sobre os catetos e depois
equicompor em um quadrado de lado igual a hipotenusa. Assim de forma ludica e
dindmica, os alunos poderdo comprovar que a soma das areas dos quadrados

construidos sobre os catetos € igual & area do quadrado construido sobre a hipotenusa.

Generalizacao

Sejam A, B e C as areas de figuras semelhantes construidas sobre os lados de um
tridngulo retangulo de lados a, b e c, respectivamente. Assim, temos A=B + C.
Demonstracéo de Polya

Sejam A, B e C as areas de figuras semelhantes construidas sobre os lados de um
triangulo retangulo de lados a, b e c, respectivamente. Se os lados do triangulo séo a, b
e ¢, usando a propriedade da razéo entre as areas de figuras semelhantes, entdo temos a

seguinte relacdo:
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Figura 10
Considerac0es Finais

E importante que os professores conhecam porque se deve ensinar geometria na escola
(Sherard, 1981), com quais conceitos deve-se trabalhar em cada nivel (Hoffer, 1983) e
as formas adequadas de ajudar as criangas a aprender para assim contribuir no
desenvolvimento das competéncias cognitivas e logicas e na promogao das “bases para

um pensamento avancado” (Alsina, 1998).

Um dos objetivos principais proposto é a utilizacdo, por meio de experimentacéo, de
tecnologias e modelos para a demonstracdo do teorema de Pitagoras. Isso porque
modelos concretos, “jogos e brincadeiras sdo elementos muito valiosos no processo de

apropriacdo do conhecimento. Permitem o desenvolvimento de competéncias no ambito
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da comunicacdo, das relagOes interpessoais, da lideranca e do trabalho em equipe,
utilizando a relacdo entre cooperagdo e competi¢do em um contexto formativo.” E
ainda, “mostrando-lhes uma nova maneira, ludica e prazerosa e participativa, de
relacionar-se com o conteudo escolar, levando a uma maior apropriacdo dos
conhecimentos envolvidos.” (PCN, 2006, p.28)
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Demonstracdao de Hermann Baravalle

O teorema de Pitagoras é o teorema mais famoso, um
dos mais antigos e o mais indispensavel da geometria
plana. Engenhosas formas de demonstragdo foram
publicadas, no livro The Pythagorean Proposition de Elisha
S. Loomis, 22 edigdo, 1940, sdo listadas 367
demonstragdes diferentes.

As demonstragdes dindmicas e o uso de modelos e
tecnologias em aula tém como referéncia a abordagem
tedrica construtivista, o “aprender fazendo”, segundo o
qual o processo de ensino centra-se nas experiéncias e
nas descobertas dos alunos, no desenvolvimento de sua
criatividade, no uso de materiais didaticos adequados e no
trabalho em grupo, onde o aluno é o construtor do
conhecimento e o professor € o condutor do processo. Por
isso, é importante e necessdrio criar estratégias que
despertem o interesse e o gosto pela matematica. Dai a
necessidade de se fazer uso de materiais concretos, que
permitem aumentar a motivagdo do aluno para a
aprendizagem e consequentemente aumentar a
autoconfianga, a concentragdo e o raciocinio ldgico-
dedutivo. /

A drea do quadrado sobre a hipotenusa '
de um tridngulo retdngulo é igual a soma
das dreas dos quadrados sobre os catetos.

Os modelos concretos e dindamicos sdo “recursos que
funcionam como ferramentas de visualizagdo, ou seja,
imagens que por si mesmas permitem compreensao ou
demonstragdo de uma relagdo, regularidade ou
propriedade.” (PCN, 1998, p. 45)

Antiga demonstragdo grega

Esta demonstragao de um caso particular
do teorema de Pitagoras para um triangulo
retangulo isésceles é de forte apelo visual
e de grande valor pedagdgico
introdugdo do tema.

Demonstracgao atribuida a Pitagoras

A partir da manipulagdo de quatro
triangulos retangulos congruentes € possivel
obter um quadrado de lado igual a hipotenusa
e drea A, remanejando os tridngulos, obtemos
dois quadrados de lados iguais aos catetos e
areas B e C, respectivamente. Logo, A=B+C.

na

Demonstragao de Henry Perigal
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Poligonos equ:valentes. pohgonos com a mesma darea.

O modelo pedagégico representado abaixo constitui uma

alternativa didatica para conceituar a equivaléncia de
poligonos.

prm—
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Demonstracgao de Euclides

Através do recurso de simples manipulagdo é

possivel verificar os seguintes passos:

i)Os tridngulos AACG e ABCG sdo equivalentes

e area [BFGC] = 2 area [AACG];

ii) AACG e ABCH sé@o triangulos congruentes e

ABCH e ACHK sao equivalentes;

iii) drea [CHLK] = 2 drea [ACHK], em

consequéncia, area [BFGC] = drea [CHLK];

iv) Similarmente, area [ADBE] = &rea [AKLJ];

v) Portanto, area [ACH]] = area [ADBE] +

drea [BFGC];

vi)SeAB=a, BC=beCD =c, entdao a2 =

b2 + c2.
Demonstragao de Leonardo da Vinci

Passos da demonstragao: p

i. Os triangulos AAEF, AABC e AHIK s@o

congruentes.

ii. Os quadrilateros ABHI, IKCA, GFED e

GBCD sao congruentes.

iii. Os hexdgonos BCDEFG e KCABHI sao

congruentes, e, portanto equivalentes.

iv. A area do quadrado CBHK € igual & soma

das éreas dos quadrados ACDE e AFGB.

Demonstragdes a partir de quebra-cabegas

e @Y

Sejam A, B e C as areas de figuras semelhantes
construidas sobre os lados de um triangulo retangulo de
Iados a,bec. Assnm temos A=B + C.
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