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RESUMEN

En el ambito de la Educacién Media, el estudio de la trigonometria se ha vuelto un
proceso memoristico, rutinario y mecanico. Prueba de ello es el uso recurrente que hacen
los profesores de las "reglas practicas" para abordar el contenido relacionado con los
signos de las razones trigonomeétricas, hecho que limita la comprension del papel que
juegan estos signos en el desarrollo de las siguientes lecciones. Con el fin de atender a
esta problematica, en este trabajo se describe una secuencia de uso de un recurso
elaborado con GeoGebra para analizar el comportamiento geométrico de las razones
Seno, Coseno y Tangente sobre una circunferencia unitaria, y asi dotar de sentido al
signo de cada razon en los distintos cuadrantes. La secuencia se basa en aspectos de
tipo conceptual, técnico y metodoldgico que consideramos necesarias para el anlisis.
Con respecto a lo conceptual, se tuvo en cuenta la idea de razon entre magnitudes
homogéneas para vincular al Seno, Coseno y Tangente de un angulo con los respectivos
segmentos sobre la circunferencia unitaria, asi como también la idea de longitud relativa.
En lo técnico, nos apoyamos en el uso de deslizadores que ofrece el GeoGebra para
visualizar los efectos de los cambios de amplitud del angulo sobre los segmentos
representativos de las razones tratadas. En lo metodolégico, se proponen formas de
manipular el recurso para analizar el comportamiento los signos de las razones
trigonométricas, centrando la atencion en los cambios de posicion de los segmentos tras
la variacion de la amplitud del angulo. Con esta propuesta se busca presentar opciones
a los profesores de Matematica que sienten interés en los procesos de integracion de
tecnologias en su practica docente.
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INTRODUCCION

El uso de la circunferencia unitaria para estudiar las razones trigonométricas Seno,
Coseno y Tangente responde a la necesidad de determinar sus valores para angulos de
cualquier amplitud. Entre los contenidos tratados por medio de esta circunferencia se
encuentran los signos de las razones trigonométricas, contenido que suele ser tratado
por el profesor a través de las “reglas practicas” (Fiallo, 2010). En este contexto, los
estudiantes se ven forzados a memorizar los signos de las razones trigonométricas sin
comprender lo que éstos representan, haciendo de este proceso un estudio rutinario y
mecéanico (Fiallo y Gutiérrez, 2007). Es posible que este accionar se deba en parte al
desconocimiento del profesor de las interpretaciones geométricas que pueden darse a
los signos de una razén trigonométrica desde la manipulacion de una circunferencia
unitaria.

El uso de recursos tecnolégicos en la ensefianza de contenidos matematicos que
requieren de interpretacion geométrica ha traido beneficios y mejoras en el aprendizaje
de los estudiantes, especialmente por el tipo de actividades que se proponen en estos
entornos y la calidad de los recursos disefiados (Lu, 2008). Si se considera a la calidad
de un recurso tecnolégico para ensefiar un contenido especifico como vinculada al
provecho que el profesor puede darle en la clase para que sus estudiantes logren la
comprension deseada, es necesario disponer de recursos con estas cualidades que
ayuden a dotar de sentido a los signos de las razones trigonométricas y permitan
trascender el uso de reglas nemotécnicas.

Dado lo anterior, en este trabajo describe el disefio y formas de uso de un recurso
elaborado con GeoGebra para darle un sentido a los signos de las razones Seno, Coseno
y Tangente en la circunferencia unitaria. El GeoGebra es un Software de Geometria
Dinamica (SGD), de acceso libre y de cédigo abierto, que combina en tiempo real las
representaciones graficas y expresiones simbdlicas de diversos objetos matematicos,
gue esta siendo usado actualmente cada vez mas profesores e investigadores alrededor
del mundo (Hohenwarter, 2006). El uso conveniente del GeoGebra nos ha permitido
confirmar, de forma visual, los resultados establecidos en las reglas practicas, medio por

el cual suele abordarse este estudio.
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CONSIDERACIONES EN EL DISENO DEL RECURSO

Para el disefio del recurso se han considerado los siguientes aspectos:
CONSIDERACIONES TEORICAS

Los elementos tedricos considerados en el disefio fueron los siguientes:

(i) Circunferencia Unitaria: Circunferencia con centro en el origen del sistema de
coordenadas cartesianas y de radio igual a la unidad (r = 1). En nuestro estudio, esta
circunferencia constituye el medio para la interpretacibn geométrica del signo de las
razones Seno, Coseno y Tangente. Sobre esta circunferencia se dibuja un angulo central
con vértice en el centro de la misma, donde uno de sus lados se posa sobre la parte
positiva del eje x y el otro lado ocupa cualquier posicion en el plano, segun sea la amplitud
del angulo. Este ultimo lado del angulo corta a la circunferencia unitaria en un punto que
llamaremos P, a partir del cual se trazan segmentos perpendiculares a los ejes
coordenados (ver Figura 1). Los triangulos rectangulos que se generan también son parte
del andlisis. Vale destacar que la construccién auxiliar de una recta tangente a la
circunferencia permitira representar otro triangulo rectangulo que resulta mas utiles para

el estudio de la Tangente de un angulo.

Figura 1. Circunferencia Unitaria
(i) Razones trigonométricas: Las razones trigonométricas consideradas en este
estudio son tres: Seno, Coseno y Tangente de un angulo. A partir de un triangulo
rectangulo OBP de la Figura 1, es posible definir estas tres razones de la siguiente
manera:

e¢El Seno de un angulo agudo es la razén entre el cateto opuesto a este angulo y la

hipotenusa. A partir del triangulo OPB, tenemos que la razén % define al Seno del
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angulo «a (se abrevia Sen a). Como OP = 1, entonces el Sen a viene dado por la longitud

del segmento PB. La figura 2 muestra a este segmento en color azul.

D

Figura 2. Razones Seno, Coseno y Tangente en la Circunferencia Unitaria
eEl Coseno de un angulo agudo es la razon entre el cateto adyacente al angulo y la

hipotenusa. Siguiendo con el andlisis de la figura 1, se define al Coseno del angulo «
(abreviado Cos a) como la razon Z—i. Ya que OP =1, podemos determinar el Cos a a

partir de la longitud del segmento OB (ver Figura 2).

eLa Tangente de un angulo agudo es la razon entre el cateto opuesto y el cateto
adyacente. Si tazamos una recta tangente a la circunferencia en el punto (1,0), ésta
intersecta a cada lado del angulo en este mismo punto del eje x, el cual lamaremos A4,
y en otro punto que llamaremos D, formandose asi un nuevo triangulo rectangulo ODA.

Partiendo del triangulo OPB, tenemos que la tangente de a (se abrevia Tan a) esta

.. ., _PB . . . .
definida por la razén >+ Pero si tomamos el triangulo ODA, entonces la Tan a se define

Q|| I
SIS

como Por la proporcionalidad entre los lados homélogos de dos triangulos

. o : PE _ DA : . DA
semejantes se puede establecer la siguiente igualdad = = o Al considerar la razon =

como aquella que define a la Tan a, ya que el valor de 04 = 1, entonces la Tangente
viene dada por la longitud del segmento DA (ver Figura 2).
(iii) Signos de las Razones Trigonométricas: Los signos de la razones trigopnométricas

suelen definirse en los textos de la siguiente forma (reglas practicas):
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SIGNO DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
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Regla practica

Figura 3. Signos de las razones trigonométricas.
Fuente: Navarro, E. Formulario de Matematica

En relacion a la circunferencia unitaria, los segmentos que determinan las razones Seno,
Coseno y Tangente se localizan en diferentes partes del plano, segin se tome uno u otro
eje como referente. Por ejemplo, en el caso de Coseno, tomando el eje y, se considera
gue el Coseno de un angulo es positivo cuando el segmento que lo representa esta a la
derecha del eje y pero, si se sitia a la izquierda entonces se dice que el Coseno
correspondiente es negativo. Este tipo de analisis permite vincular el signo de las razones
trigonométricas con la circunferencia unitaria, especialmente con los segmentos que

determinan las razones, y con ello trascender el uso recurrente de las reglas practicas.

CONSIDERACIONES TECNICAS

En cuanto a lo técnico, hemos hecho uso de un deslizador de tipo angulo, asociado a la
amplitud del angulo central sobre la circunferencia. Esta herramienta del GeoGebra
permite variar la amplitud del angulo en un rango de valores que puede ser ajustado para
gue el mismo varie en tiempo real segun las condiciones del andlisis para el estudio de
los signos de las razones trigonométricas en cada uno de los cuadrantes. Estos ajustes
llevan a visualizar los efectos de cambio que sufren los segmentos que representan a las
razones. En algunos casos convendra el uso de la opcion “Animaciéon automatica” para
la visualizacion deseada. Si se desea se puede modificar el grosor y color de los
segmentos, para garantizar una mejor apreciacion de los efectos vinculados con el

movimiento de los segmentos.
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CONSIDERACIONES METODOLOGICAS

En este trabajo se propone una forma de manipular el recurso elaborado para analizar el
comportamiento de los segmentos que representan a las razones trigonométricas Seno,
Coseno y Tangente. Esta forma de manipulacion estad relacionada con el ajuste
conveniente del deslizador en intervalos de amplitudes angulares asociados a cada uno
de los cuadrantes del sistema cartesiano. Por ejemplo, el ajuste del deslizador para 0° <
a < 90° determina el conjunto de angulos en el primer cuadrante y asi poder realizar un

estudio mas detallado.

FORMA DE USAR EL RECURSO
Para vincular el signo de esta razén trigonomeétrica con la localizacion de los segmentos
gue lo determinan, es pertinente realizar el andlisis para cada cuadrante del plano

coordenado.

SENO, COSENO Y TANGENTE DEL ANGULO « EN EL | CUADRANTE

Para el primer cuadrante, los valores minimo y maximo del deslizador asociado al angulo
central deben ajustarse en 0° y 90°, respectivamente. Al activar la opciéon “Animacion
Automatica” al deslizador se observa a los segmentos representativos del Seno y de la
Tangente por encima del eje x y el segmento que representa al Coseno esta a la derecha
del eje y, por lo tanto estas razones son todas positivas para valores de a entre 0° y 90°
(ver Figura 4a). Para identificar los valores minimo y maximo de cada razon
trigonométrica en este intervalo basta con determinar el Seno, Coseno y Tangente para
los angulos de 0° y 90°: Cuandoa = 0°elSena =0,Cosa =1y Tana = 0y cuando a =
90° Sena =1, Cosa =0y Tan a = +oo (indeterminado). Por lo tanto, podemos concluir
que:

Cuando 0° < a <90°% ocurreque 0 <Sena<1,0<Cosa<1y0<Tana < 4.

Vale destacar que Tan 90° es indeterminada, ya que no existe segmento posible que
represente a esta razon. Con el GeoGebra podemos observar que para a = 90° no hay
interseccion entre el lado del angulo y la recta tangente a la circunferencia en (0,1), ya

gue son paralelos.
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(0 (d)

Figura 4. Analisis de las razones trigonométricas con GeoGebra

SENO, COSENO Y TANGENTE DEL ANGULO a EN EL || CUADRANTE

Para el segundo cuadrante, deben ajustarse los valores minimo y maximo del deslizador
en 90° y 180°, respectivamente. La “Animacion Automatica” sobre el deslizador permite
observar que el segmento que representa al Seno sigue por encima del eje x, al igual que
en el primer cuadrante, pero ésta vez el segmento representativo de la Tangente esta por
debajo del eje x y el segmento que refiere al Coseno esta a la izquierda de eje y, por tanto
el Sen a es positivo, mientras que el Cos a y la Tan a son negativos para 90° < a < 180°
(ver Figura 4b). Los valores minimo y maximo de cada razén trigonomeétrica se identifican
a partir de los valores de estas razones que se asocian a los angulos de 90° y 180°. Los
valores de las razones para a = 90° se determinaron en el andlisis anterior; el valor que
toma cada razén cuando a = 180°sonSena =0, Cosa =—1yTana = 0.

Por lo tanto, podemos concluir que:

Cuando 90° < a < 180° pasaque 0 <Sena<1,-1<Cosa<0y—-oo<Tana <0.

SENO, COSENO Y TANGENTE DEL ANGULO «a EN EL Ill CUADRANTE
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Para el tercer cuadrante, los valores minimo y maximo del deslizador se deben ajustar
en 180° y 270°. Con la “Animacion Automatica” en el deslizador se observa que el
segmento que refiere al Seno esté por debajo del eje x, el que representa a la Tangente
esta por encima del eje x y el del Coseno esté a laizquierda del eje y, por lo tanto el Seno
y Coseno de a son negativos y la Tangente de a es positiva para 180° < a < 270° (ver
Figura 4c). Para establecer los valores minimo y méaximo de cada razén trigonométrica
en este intervalo basta con determinar el Seno, Coseno y Tangente para los angulos de
180°y 270°: Cuando a = 270°Sena = —1, Cos a = 0y Tan a = 4+ (indeterminado). Por
lo tanto, con los valores obtenidos anteriormente para a = 180°, podemos concluir que:

Cuando 180° < a < 270° ocurreque —1 < Sena <0,-1<Cosa <0y 0<

Tan a < +oo.

SENO, COSENO Y TANGENTE DEL ANGULO «a EN EL IV CUADRANTE

Para el cuarto cuadrante, se deben ajustar los valores minimo y maximo del deslizador
en 270° y 360°. La “Animacién Automatica” nos permite concluir que los segmento
representativos de las razones Seno y Tangente estan por debajo del eje x y el referente
a la razon Coseno esta a la derecha del eje y por lo tanto el Seno y Tangente son
negativos y el Coseno es positivo para valores de a entre 270° y 360°. Para hallar los
valores minimo y maximo de cada razon trigopnométrica en este intervalo basta con
determinar el Seno, Coseno y Tangente para los angulos de 270° y 360°: Paraa = 360 °
elSena =0, Cosa =1y Tan a = 0. Tomando en cuenta los valores de cada razén para
a = 270° determinados en el analisis anterior, podemos concluir que:

Cuando 270° < a < 360° ocurreque —1 < Sena <0,0<Cosa <1y +oo <

Tana < 0.

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el desarrollo de este trabajo se ha presentado un recurso que permite dotar de sentido
a los signos de las razones Seno, Coseno y Tangente desde una circunferencia unitaria
creada con GeoGebra. El analisis descrito tuvo la intensién de ayudar al lector a encontrar
un sentido para los resultados que presentan las reglas practicas, desde el recurso. Entre

estos resultados se pudo establecer la relacién entre los signos de las razones
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trigonométricas y la posicibn de los segmentos representativos de éstas en la
circunferencia. Ademas, este analisis permitio determinar ciertas caracteristicas de las
razones Seno, Coseno y Tangente. Por ejemplo, se logré identificar los valores del angulo
a para los cuales la Tangente de dicho angulo es una indeterminaciéon. Este y otros
resultados que se han extraido en este trabajo se deben a los atributos utilizados en el
disefio del recurso y la secuencia propuesta para su uso. Sabemos el reto que supone
para el profesor ensefiar adecuadamente los signos de las razones trigonométricas, mas
aun con el uso de recursos tecnoldgicos como el GeoGebra, los cuales representan
insumos novedosos y desconocidos muchas veces por ellos. Esto requiere de ciertos
conocimientos profesionales que lleven a un uso adecuado de este tipo de recursos
tecnoldgicos en secuencias como las descritas en el apartado anterior. Confiamos que la
interaccion, el descubrimiento y el analisis sobre lo que se observa en la pantalla del
ordenador pueden ayudar a lograr el desarrollo de un conocimiento profesional que

pueda impactar en los métodos y recursos seleccionados por el profesor.
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