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Resumen

En este trabajo presentamos el disefio y algunos resultados parciales de la implementacién
de un nuevo dispositivo didactico, los Recorridos de Estudio e Investigacion (REI)
introducidos por Chevallard (2004, 2007, 2009). Estos dispositivos apuestan a la
introduccion de una nueva epistemologia escolar que remplaza el paradigma de la
“monumentalizacion” de los saberes por un paradigma de cuestionamiento del mundo. El
REI disefiado permite estudiar las funciones racionales en el nivel medio. Se presentan
algunos protocolos de los estudiantes que nos permiten caracterizar la Organizacion
Matematica construida y se describe el disefio de la Organizacion Didactica.

Introduccion

En la actualidad, la ensefianza de la matematica se ha reducido al estudio de respuestas en
lugar de cuestiones, lo que conduce al conocido fendmeno de la pérdida de sentido y
monumentalizacion del saber (Chevallard, 2004, 2007). Este fendmeno didactico llamado
monumentalizacion del saber consiste en ensefiar obras matematicas como objetos ya
creados, transparentes e incuestionables, a las que precisamente por su caracter
monumental, solo se los puede visitar. EI constructo Recorrido de Estudio e Investigacion
(REI), propuesto por Chevallard, es un dispositivo didactico que maximiza la
reconstruccion funcional de la matematica, como respuesta a situaciones problematicas y
que sitda a las cuestiones Q en primera linea, como punto de partida del saber matematico.

En trabajos recientes (Llanos y Otero, 2010, Otero, Llanos, 2011) proponen un REI que
parte de la cuestion generatriz Qo: ¢COmo operar con curvas cualesquiera si solo se
dispone de la representacion grafica de las mismas y de la unidad en los ejes? Las posibles
respuestas a la cuestion Q involucran la tecnologia del calculo geométrico y generaron
diferentes recorridos de estudio, como parte del REI (Otero, Llanos, 2011). Si se trata de la
multiplicacion de dos rectas, se genera un primer recorrido que permite reconstruir la
Organizacion Matematica (OMgpp) relativa a la funcion polindmica de segundo grado en el
marco geométrico, geométrico analitico y algebraico funcional. Si se trata de varias rectas o
combinaciones entre parabolas y rectas o entre parabolas, etc., se construye un recorrido de
estudio que permite reconstruir la OMge de las funciones polindmicas en el cuerpo de los
reales. (Otero, Llanos, 2011; Llanos, Otero, Bilbao, 2011). Por ultimo, si se trata de la
divisién de rectas, o de rectas y pardbolas, o pardbolas y rectas, o entre parabolas, se
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construye un recorrido, que permitiria construir la OMgq de las funciones racionales (Otero,
Llanos, 2011, Gazzola, Llanos, Otero 2011).

Esta presentacion se refiere al tercer recorrido, con el cual se pueden estudiar las funciones
racionales en el nivel medio. Por cuestiones de espacio, presentaremos parcialmente el
disefio y algunos resultados de la implementacién del REI. Vamos a referirnos a como los
estudiantes obtienen la representacion grafica y la representacién algebraica de las
funciones raciones, mediante la tarea de elaborar la respuesta a una pregunta que otorga
sentido al estudio.

Marco Teorico

Adoptamos como referencial tedrico la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) de
Yves Chevallard (1999, 2004, 2007, 2009), que ha definido con precisién los fenémenos
denominados: monumentalizacién del saber y pérdida de sentido de las cuestiones que se
estudian en la escuela media y ha propuesto los Recorrido de Estudio e Investigacion (REI)
como dispositivos didacticos para enfrentar estos problemas e instalar algunos elementos de
la pedagogia del cuestionamiento del mundo (Otero, Llanos, 2011) . Un REI es un modelo
general para el disefio y andlisis de los procesos de estudio funcionales, esto es, de los
procesos de estudio que permiten generar y desarrollar las praxeologias.

Al inicio de un REI hay una cuestion Q con un fuerte poder generador, que se denomina
cuestion generatriz, la cual es capaz de generar numerosas cuestiones derivadas, cuyo
estudio llevara a la (re)construccion de un gran namero de praxeologias matematicas, que
surgiran como respuesta a las cuestiones que han requerido de su construccion. Se genera
asi, una cadena de cuestiones y de respuestas que son el corazon del proceso de estudio P=
(Qi;Ri)1<i<n, Siendo Q; todas las cuestiones que habitan dicho corazon ¥ y R; las respuestas a
estas cuestiones (Chevallard, 2007). La gestion de los REI, exige a los profesores de
matematica y a los alumnos un cambio radical en su relacidn con el saber, pues este deja de
ser algo que se sabe de antemano, para volverse una construccion (o reconstruccion) de
comun acuerdo, en el transcurso de la clase.

Metodologia

La investigacion es de corte cualitativo, etnografico y exploratorio. Se quiere describir el
dispositivo disefiado y su implementacion analizando si permite construir las propiedades
fundamentales de las funciones racionales con sentido para los estudiantes. Hay pocas
investigaciones donde se llevan a cabo recorridos de estudio e investigacion sin la creacion
de cursos alternativos a los habituales. En nuestro caso, el contexto es una escuela y dos
aulas concretas del secundario, donde se busca desplazar la ensefianza tradicional. Los
cursos fueron seleccionados intencionalmente por el equipo de investigacion en el mismo
Establecimiento Educativo, se trata en total de (N=59) estudiantes de 5% Afio. Las
implementaciones fueron realizadas por los investigadores, realizando observacion
participante y no participante.

Durante las implementaciones, se obtuvieron todos los protocolos escritos de los
estudiantes, los cuales se retiran clase a clase, se escanean y se devuelven en la clase
inmediata siguiente, para garantizar la continuidad de trabajo y para que ellos dispongan
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permanentemente de sus producciones. En todas las clases, se tomaron registros de audio
“generales” que se completan con las notas de campo del profesor y de los observadores del
equipo que no estan a cargo del grupo de clase.

Las funciones racionales

Este posible REI derivado de Qo, se genera cuando las curvas con las que se opera
corresponden a funciones polindmicas, originando la reformulacion Qsi: ¢Cual es la
grafica méas razonable que surge del cociente de dos funciones polindmicas si sélo se
dispone de la representacion grafica de las mismas y la unidad en los ejes? A partir de esta
pregunta, se engendran numerosas cuestiones derivadas que permitiran el estudio de las
caracteristicas de las funciones racionales, con sentido para los estudiantes. Se ingresa asi
en un camino alejado del tratamiento tradicional escolar de la funcion racional, donde las
representaciones grafica y algebraica, se imponen por definicion. En este REI los
estudiantes construirdn la representacion grafica, analizando y validando sus caracteristicas.
Para abordar esta cuestion el profesor propone dos situaciones, en la Situacion 1 la grafica
de g resulta de la division geométrica de dos rectas mientras que en la Situacion 2, se trata
de una recta y una pardbola. En ambos casos se requiere: ¢Cual podria ser la grafica mas
razonable para g? ¢Qué caracteristicas de la grafica de q podrias justificar? De esta
manera, el REI comienza -igual que los recorridos que lo preceden- en el marco
geométrico-funcional. La figura 1 presenta las situaciones 1y 2.

Figura 1: Gréficas correspondientes a las situaciones 1 y2

Los estudiantes obtienen la curva mas razonable para q identificando en primera instancia
sus signos y los puntos seguros de q (relativos a los ceros, el uso del uno, el menos uno y la
interseccion de las funciones graficadas, donde g vale uno). Para obtener otros puntos
seguros los estudiantes reformulan la técnica de la construccion geométrica que usaron en
los recorridos anteriores, construyendo tridngulos semejantes que aprovechan el dato de la
unidad y formulando las proporciones correctas para cada ordenada del punto que desean
obtener. Es decir que en este recorrido, hay que trabajar la técnica utilizada para la
multiplicacion de segmentos y adaptarla al cociente de los mismos. Como la multiplicacion
es conmutativa los estudiantes pueden utilizar indistintamente cualquier segmento para
comenzar la construccion y obtener por resultado la multiplicacién entre ellos, pero como la
divisiébn no es conmutativa, es necesario repensar y validar una construccion diferente.
Surge ademas, la necesidad de estudiar una caracteristica fundamental de las funciones
racionales: el caso en que el divisor es cero.
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Entonces, se identifican los puntos donde la funcion divisor se hace cero y se analiza el
posible comportamiento de la gréfica razonable para g en los puntos proximos al “cero del
denominador”, debido a que en este punto no se puede obtener la grafica de q. Llegados a
esta instancia, los estudiantes y el profesor establecen un consenso acerca de como
identificar este “problema” en la grafica y sus variantes: que dividendo y divisor sean cero
simultaneamente o no, lo cual permite entre otras cosas analizar la existencia de q y sus
asintotas.

El estudio deriva también en el anélisis de si la grafica hallada para q corresponde a la
representacion grafica de una funcién o no. Para responder a esta cuestion, los estudiantes
deben volver sobre la definicion de funcion, y asi pueden concluir que dicha definicién se
cumple para cualquier punto menos para aquel o aquellos donde la funcién denominador se
hace cero, sin tener en cuenta, por el momento, lo que sucede en ese punto con la funcién
numerador, situacion que se analiza méas adelante. De esta manera la gréfica realizada se
corresponde con la representacion gréafica de una funcion si excluimos del dominio los
valores que anulan al denominador.

Los protocolos de los alumnos A22 y A24 muestran como los estudiantes obtienen la
representacion grafica de g, identificando los signos, los puntos seguros y realizando la
construccion geométrica para la obtencion de nuevos puntos seguros. Se puede apreciar,
ademas como identifican la asintota vertical —como una recta por la cual la funcion “no
pasa”- pero como se desconoce esta nocion la anotan con signos de pregunta. Se aprecian
también las proporciones que usan la unidad y establecen la pertinencia de los triangulos
construidos.

A22

Figura 2: protocolos correspondientes a los alumnos A22 y A24 respectivamente.

Los estudiantes se preguntan por “formulas” que les permitan calcular los valores de g,
como ya han hecho en los REI precedentes, formulan asi la cuestion Qs2: ¢Qué posible
representacion algebraica resulta del cociente de funciones polinémicas?

Dicha cuestion se estudia a partir de las situaciones 3 y 4, en las cuales se retoman los
gréficos utilizados en las situaciones 1 y 2, agregando la informacién de los valores en los
ejes y proponiendo algunos puntos pertenecientes a las funciones representadas
graficamente. Estas situaciones proponen los interrogantes: ¢Cual es la expresion
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algebraica de g?, ¢es q una funcion? En la figura 2 se muestran las situaciones 3 y 4 que
constituyen el ingreso al marco algebraico-funcional.

A + . In
Figura 3: Graficas correspondientes a las situaciones 3 'y 4

Los estudiantes determinan primero las representaciones algebraicas de las curvas
individuales, tarea con la que estan familiarizados por los recorridos anteriores, e
identifican a partir de las graficas de qué funcion se trata. Luego realizan la division por
diferentes caminos y encuentran dos obstaculos: en la situacion 3, la division no es exacta,
y los estudiantes no saben como proceder con el resto -expresan esto con signos de
pregunta-; en cambio, en la situacion 4 la division no puede realizarse, pues se trata del
cociente de una funcién polindmica de primer grado por una funcién polinémica de grado
dos. Asi, expresan q como el cociente de las funciones cuyas representaciones algebraicas
determinaron anteriormente y deciden que a lo sumo pueden obtener las expresiones de las

. s r
funciones polinbmicas r y s y expresarlas como g = —.
S

Se retoma también el problema de si la expresion de g corresponde a una funcion o no, lo
cual conduce a los estudiantes a establecer un dominio de validez para que ¢ sea una
funcion. Lo que hemos consignado puede observarse en los protocolos de los alumnos A39
y A49 de la figura 4.

A39 g Ll ‘ :

A49

Figura 4: protocolos correspondientes a los alumnos A39 y A49 respectivamente.

Una vez producida la institucionalizacion de la funcion racional y de sus condiciones de
existencia, se ingresa al problema de las asintotas y los ceros. En las situaciones que
contintan se retoma el analisis de los ceros de las funciones racionales y se realiza un
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analisis en profundidad de las asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) y de los puntos
de discontinuidad, junto con un estudio de los casos de simplificacion. El recorrido transita
también por construir, explicar y justificar una técnica para realizar las operaciones con
funciones racionales, tanto en el marco algebraico como analitico funcional, ingresando
también en el estudio de las ecuaciones e inecuaciones racionales.

Conclusiones

Las implementaciones realizadas en los dos cursos de 5° Afio de la escuela secundaria,
muestran algunos resultados auspiciosos, tanto para la caracterizacién de la Organizacién
Matemética como para el disefio de la Organizacion Didactica, pues no solo permiten
recuperar algunas técnicas construidas en los recorridos precedentes y adaptarlas a las
nuevas situaciones, y asi también obtener otras que permiten completar la OM relativa a las
funciones racionales, sino que ademas, una ensefianza por REI instala modificaciones
importantes en el contrato didactico.

En lo referente a la OM, la implementacion del REI ha permitido obtener la grafica de g en
el marco geometrico-grafico utilizando la técnica del célculo geométrico, identificando los
puntos notables, los signos y analizando lo que ocurre en los puntos proximos a las
asintotas tanto verticales como horizontales.

Con relacion al marco algebraico- funcional, se obtienen posibles representaciones para q
mediante el calculo algebraico del cociente de polinomios. Esto, no presentd problemas a
los estudiantes pues obtienen la expresion algebraica de las funciones polindmicas
representadas graficamente en forma polinomica y si es posible, factorizada, y luego
posibles representaciones algebraicas de g.

Los resultados han ganado viabilidad por los recorridos precedentes, aunque estos no son
imprescindibles, pero si no existieran se afectaria la cronogénesis y la topogénesis.

En lo referente a la OD, una ensefianza por REI introduce cambios radicales en el contrato
de estudio vigente en las instituciones escolares, con implicaciones fuertes en la
topogénesis. EI REI demanda a los estudiantes generar el conocimiento, compartirlo,
decidir como y por donde seguir. Esto a su vez, exige resistencia a la frustracion originada
en las incertidumbres, y aceptar el papel de un profesor que comparte las responsabilidades
sin asumir una posicidon dominante ni autoimponerse un papel de garante del saber y
conocedor “por definicion”, el profesor es un media mas en la clase. La mediacion del
profesor es ejercida fundamentalmente desde el disefio de las situaciones y la gestion del
REI sus dialécticas inherentes. Estos cambios en el contrato también estan viabilizados por
la participacién de los estudiantes en otros REI.
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