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Resumen

El trabajo diario y sus resultados llevan a reflexionar sobre lo complejo que resulta, por una
parte ensefiar y, por otra, comprender y apropiarse del concepto de limite, que se desarrolla
en la asignatura Analisis Matematico | de las carreras de Ingenieria. En la Facultad
Regional San Nicolas de la Universidad Tecnoldgica Nacional (FRSN-UTN) éste es el
primer concepto en el que los alumnos necesitan un significativo manejo simbolico,
abstracto y visual.

Teniendo como referente principal la teoria de Duval sobre los registros de representacion
semiotica (grafico, natural y simbdlico) y sus vinculaciones con la Matematica, se esta
llevando a cabo una tesis de Maestria con el propdsito de analizar el desempefio de los
alumnos en la asignatura Analisis Matematico | frente a los distintos registros de
representacion y sus conversiones, en el estudio del concepto de limite de una funcion real
a variable real.

A partir del analisis de los datos recogidos en el trabajo de campo realizado en el primer
cuatrimestre del afio 2011 en la FRSN, en esta ponencia se presenta una propuesta de
mejora para la asignatura. La misma incluye actividades que involucran de manera
relativamente equitativa tanto los tratamientos de los tres registros como las conversiones
entre pares de ellos. El andlisis del desempefio de los alumnos en la experiencia llevada a
cabo sirvid de puntapié para la deteccion de aspectos a mejorar en la propuesta de
actividades de la materia.

Introduccion

El trabajo diario y sus resultados llevan a reflexionar sobre lo complejo que resulta, por una
parte ensefiar y, por otra, comprender y apropiarse del concepto de limite, que se desarrolla
en la asignatura Analisis Matematico | de las carreras de Ingenieria. Dicho concepto es
relevante no sélo para plantear otros contenidos del Analisis Matematico I, como los del
Célculo Diferencial e Integral, sino también en los que se apoyan en ellos para su
formalizacion y comprensidn, incluso para otras ciencias, como Fisica.

Desde la experiencia aulica, docentes de primer afio de la FRSN, con respecto al
desempefio de los estudiantes, compartimos el siguiente diagnostico:

Desconocimiento de ciertos simbolos matematicos. La mayoria de los ingresantes no tienen
manejo simbdlico, ya sea porque no lo conocen o porgue no lo recuerdan. Desde el inicio
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del cursado en Analisis Matematico I, la unidad de funciones reales les ocasiona
dificultades a los estudiantes y cometen errores. Estas se agravan particularmente cuando se
introduce limite y continuidad de funciones.

Preferencia de ciertas actividades en detrimento de otras. Por lo general los estudiantes
prefieren actividades rutinarias donde aplican técnicas o realizar representaciones graficas
antes que proponer leyes que verifiquen determinadas condiciones. Hacer que los alumnos
lean y expliquen un texto donde prevalecen los simbolos matematicos es mas dificil y
provoca mayor resistencia que pedir que realicen célculos.

Dificultades para justificar el valor de verdad de las proposiciones mateméticas. En las
actividades que requieren justificar la veracidad o falsedad de una proposicion, son pocos
los que logran expresarse en forma completa y ordenada.

A este diagndstico compartido se incorpora el siguiente obtenido en la unidad previa al
concepto de limite, la de funciones reales. Resultd pertinente realizar un estudio para
recoger informacion acerca de cudl es el desempefio de los alumnos en los registros grafico,
natural y simbolico, ya que con estos se trabajaria en la proxima unidad. Entre los
resultados obtenidos, el registro grafico fue en el que mejor se desenvolvieron los alumnos.
Si bien en el desempefio en el registro simbolico no fue bueno, lo que llamo la atencion fue
el bajo rendimiento en el lenguaje natural (en su version escrita), siendo -paradojicamente-
éste el lenguaje habitual de comunicacion entre las personas.

Teniendo en cuenta el diagnostico anterior y la complejidad intrinseca a la ensefianza y aprendizaje
del concepto de limite, se estd llevando a cabo una tesis de Maestria que pretende analizar el
desempefio de los estudiantes de las especialidades Industrial (turno tarde) y Electrénica de la
carrera de Ingenieria de la FRSN-UTN con los distintos tipos de registro de representacion, asi
como sus preferencias, en el concepto de limite, ubicado en la unidad de limite y continuidad de
funciones de la asignatura Anélisis Matematico I.

A partir del analisis de los datos recogidos en el trabajo de campo realizado en el primer
cuatrimestre del afio 2011 en la FRSN se presenta en esta ponencia una propuesta de
mejora para la practica de ejercitacion para alumnos de la asignatura. La misma incluye
actividades que involucran de manera relativamente equitativa tanto los tratamientos de los
tres registros como las conversiones entre pares de ellos, en ambos sentidos. También se
tuvieron en cuenta, para la elaboracion de las actividades, los errores y omisiones por parte
de los alumnos que han sido detectadas durante el transcurso de la experiencia llevada a
cabo.

Fundamentacion

Los avances cientificos exigen al universitario la capacidad de “reciclar”, en el sentido de
completar, sus conocimientos constantemente. Para algunas especialidades de Ingenieria,
los cambios son tan rapidos que la mitad de lo que el alumno aprende puede estar obsoleto
en tan s6lo un par de afios. Para ser capaces de asumir y asimilar estos cambios, el
estudiante debe poseer una sélida formacion de base.
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Entre las caracteristicas sobre el perfil del Ingeniero Tecnolégico, se distinguen la de un
profesional capaz de desenvolverse en un plano de méaximo nivel en la industria y en la
sociedad, que debe poseer capacidad de creatividad, comunicacién pluridisciplinaria y
responsabilidad social, y debe promover y facilitar tanto la investigacion como el estudio
para el mejoramiento y desarrollo tecnolégico ( http://www.frsn.utn.edu.ar/).

El pensamiento l6gico es fundamental para resolver problemas profesionales del proceso
productivo en el cual el ingeniero se desempefia. De acuerdo con ello, resultan ser muy
pocas las materias en los planes de estudio de Ingenieria que no utilizan la Matematica. En
este sentido, esta ciencia es una herramienta de trabajo y al mismo tiempo una disciplina
basica fundamental en la formacion para esta profesion. Con base en estas consideraciones,
los objetivos de la ensefianza de la Matematica para futuros ingenieros deberian ser, en
términos generales, los de desarrollar una serie de competencias que les permitan lograr una
amplia comprensién de los conceptos y principios matematicos, razonar con claridad,
comunicarse eficazmente y reconocer aplicaciones matematicas especificas.

El nivel de conocimientos matematicos que el alumno reciba a través de la ensefianza
universitaria debe permitirle adoptar una postura critica y creativa ante un problema dado y
brindarle las herramientas de razonamiento necesarias para su resolucion. Esto hace que se
cuestione como debe ser la Matematica que se le ensefia. Este trabajo se encuadra
teoricamente en el enfoque planteado por Duval (1999) sobre los registros de
representacion semidtica (gréafico, natural y simbolico) y su incidencia en la Matematica.

Este autor sostiene que las acciones de tratamiento (transformacion en un mismo registro) y
de conversion de registros (transformacion de un registro a otro) son imprescindibles en la
actividad matematica. Asevera que una representacion puede funcionar verdaderamente
como tal, es decir, permitirles el acceso al objeto representado, s6lo cuando se cumplen dos
condiciones: que dispongan de al menos dos sistemas semioticos diferentes para producir la
representacion de un objeto o de una situacion y que “espontancamente” puedan convertir
de un sistema semiotico a otro las representaciones producidas, sin siquiera notarlo.
Cuando alguna de estas dos condiciones no se cumple, la representacion y el objeto
representado se confunden y no se pueden reconocer dos representaciones diferentes de un
mismo objeto (Duval, 1999).

La ensefianza en general, y este concepto en particular, debe orientarse a promover un
aprendizaje reflexivo, proponiendo el trabajo no s6lo de tratamiento sobre distintos
registros sino también de conversiones entre ellos.

Metodologia de la investigacion

Teniendo en cuenta las caracteristicas de la investigacion y la forma en que se analizaron
los resultados obtenidos, se utilizé un enfoque cualitativo (Herndndez Sampieri, Fernandez
Collado y Baptista Lucio, 2006). Los métodos cualitativos suelen resultar mas apropiados
para el campo educativo en general, segin lo demuestra la practica misma de la
investigacion.
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Las técnicas de investigacion utilizadas fueron cuestionarios abiertos para la recoleccion de
datos asociados a las producciones de los alumnos y andlisis de contenido en cuanto a la
practica existente de la asignatura.

De acuerdo a los objetivos de la investigacion, asociados a la identificacion de los niveles
de desempefio de los alumnos en los distintos registros, se realizé un estudio de alcance
exploratorio-descriptivo, de tipo longitudinal, con un disefio no experimental.

Desarrollo

El estudio se ha focalizado en dos especialidades de Ingenieria que presentan caracteristicas
diferentes: Industrial, en la que la mayoria proviene de escuelas donde la formacion en
Matematica no es el fuerte, y Electronica, en la cual la generalidad de sus ingresantes
proviene de escuelas técnicas, lo que les brinda una mejor preparacién en los conocimientos
basicos necesarios para estudiar Ingenieria. Durante el primer cuatrimestre del afio 2011 se
llevé a cabo la experiencia en la FRSN, con 15 alumnos de Electrénica y 18 de Industrial.
Los trabajos practicos especialmente disefiados se aplicaron semanalmente desde el dia 17
de mayo de 2011 hasta el dia 14 de junio de 2011. Se dispusieron los alumnos de ambas
especialidades en un mismo salon con el objetivo de garantizar equidad en la experiencia.

Los trabajos practicos se disefiaron de la manera mas completa posible, de acuerdo al
marco tedrico de referencia en cuanto a tratamientos y conversiones incorporadas. Asi fue
que los alumnos se vieron involucrados por primera vez (sin trabajo en las clases tedrico-
practicas habituales de la materia) en actividades de tratamiento en los registros natural (en
su version escrita) y simbolico con predominio conceptual. También se incorporaron en los
trabajos préacticos todas las conversiones entre los registros mencionados, aun aquellas que
no se habian trabajado ni figuraban en la cartilla de practica de la asignatura.

Se han clasificado los desempefios de los alumnos de Ingenieria Electronica y de Ingenieria
Industrial en actividades de tratamiento en los registros grafico, natural y simbolico, y
también se han examinado sus desempefios en las conversiones entre registros.

Los registros considerados fueron:

Registro gréafico: contempla representaciones de funciones en un sistema de coordenadas
cartesianas ortogonales y bocetos informales que prescindan de un sistema de referencia.
Esta vinculado al concepto de visualizacién de Zimmermann (1990; citado en Hitt, 2003)
quien afirma que conceptualmente el papel del pensamiento visual es tan fundamental para
el aprendizaje del Analisis Matematico que es dificil imaginar un curso exitoso de esta
materia que no enfatice los elementos visuales del tema si se tiene la intencion de promover
un entendimiento conceptual.

Registro natural: se lo asocia a la lengua materna, primera lengua que una persona
aprende y que se emplea como modo de expresidn habitual en los diversos ambitos de la
vida corriente, para realizar descripciones, explicaciones, argumentaciones, deducciones,
etc., con el objetivo de comunicarse. Puede emplearse en forma oral o escrita,
considerandose en este trabajo esta Ultima.
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Registro simbolico: la Matematica se apoya en un lenguaje simbolico formal, a veces
denominado algebraico, que sigue una serie de convenciones propias. En este trabajo se
contempla el lenguaje simbdlico integrado por dos partes: registro simbdlico con
predominio procedimental, en el que el alumno deba aplicar, para resolver un problema
planteado, estrategias sencillas o rutinarias, y registro simbdlico con predominio
conceptual, en donde el alumno necesite conocer y manejar los simbolos propios
matematicos de las definiciones de limite. En este tipo de ejercitaciones es necesario
trabajar con mayor rigurosidad para entender la l6gica de las definiciones y/o propiedades.
Se trata de una instancia en la que se involucra un pensamiento méas formal y comprensivo
que la anterior.

Ademas, se tuvo en cuenta el término conversion entre registros como el pasaje de uno a
otro indistintamente, por ejemplo: conversion “simbdlico-grafico” significara convertir del
registro simbolico al grafico y viceversa. Si es necesario destacar una de ellas, se indicara
con la frase “en este sentido”; por ejemplo, si se menciona solamente la conversion del
simbolico al grafico, se indicara: conversion “simbdlico-grafico (en este sentido)”. Para
obtener conclusiones se considerd que una persona comprende efectivamente un cierto
contenido cuando logra desempefarse satisfactoriamente en los tres registros considerados,
tanto en su tratamiento por separado como en las conversiones entre pares involucradas.

En general se considerd el desempefo “satisfactorio” (realiza la actividad solicitada en
forma completa y correcta en su totalidad), “parcialmente satisfactorio” (realiza la mitad o
mas de la actividad solicitada en forma correcta), “totalmente insatisfactorio” (resuelve en
forma incorrecta la totalidad o la mayoria de la actividad, o incluso no resuelve), indicando
que para cada actividad especifica las particularidades respectivas.

Propuesta de mejora

A partir de la experiencia realizada en ambas especialidades se propone:

1°.- En cuanto a la cantidad y variedad de registros: en la propuesta de ensefianza incluir
actividades que involucren de manera relativamente equitativa tanto los tratamientos de los
tres registros asi como las conversiones entre pares de ellos (en ambos sentidos).

2°.- En cuanto a la devolucion de las correcciones: en el seguimiento de los aprendizajes
darles los trabajos corregidos a los alumnos lo méas pronto que sea posible y explicar en
clase los grupos de errores cometidos.

3°.- En cuanto a la extraccion de fotocopias: una vez entregados los trabajos e indicados en
clase los errores cometidos en general, debe permitirse extraer fotocopias de los mismos
para que cada alumno pueda analizar su trabajo en detalle y con tranquilidad en otro
momento Yy, si lo requiere, realizar consultas puntuales sobre su propia produccion en
horarios extras a la clase.

A continuacion, primeramente se muestra el relevamiento de las principales caracteristicas
relativas al topico en cuestion de la cartilla de actividades existente al momento en la
asignatura y luego se proponen actividades complementarias a implementar segin punto 1°.
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Limite
De un total de 71 ejercicios, 43 son sobre limite finito para variable finita y 28 para limites
(finito o infinito) para variable infinita y limite infinito para variable finita, que se detallan a
continuacion:
Limite finito para variable finita

Actividades de tratamiento:

Tratamiento gréfico: 0 (ninguno)

Tratamiento natural: 0 (ninguno)

Tratamiento simbdlico con predominio procedimental: 37

Tratamiento simb6lico con predominio conceptual: 0 (ninguno)

Actividades de conversiones:

Conversion simbolico-grafico: 6, siendo 2 simbdlico a gréafico y 4 gréfico a simbolico
Conversion natural-simbélico: 0 (ninguno)

Conversion grafico-natural: 0 (ninguno)

Limites (finito o infinito) para la variable infinita y limite infinito para variable finita
Actividades de tratamiento:
Tratamiento grafico: 0 (ninguno)
Tratamiento natural: O (ninguno)
Tratamiento simbdlico con predominio procedimental: 25
Tratamiento simbdlico con predominio conceptual: 0 (ninguno)
Actividades de conversiones:
Conversidn simbolico-grafico: 1, siendo simbdlico a grafico
Conversion natural-simbdlico: 2, siendo 1 natural a simbolico y 1 simbolico a natural
Conversion grafico-natural: 0 (ninguno)
Como puede observarse, en la practica existente sobre limite prevalece la inclinacion a
actividades de tratamiento simbolico, con connotacion a su vez fuertemente procedimental.
Incluso son pocas las propuestas de conversiones entre los distintos registros que en ella
figuran.
Esto concuerda con lo que sostiene Hitt (2003) en que el sistema simbdlico (con
predominio procedimental) suele ser el de preferencia de los docentes. También
Zimmermann (1990; citado en Hitt, 2003) hizo referencia al énfasis en el trabajo algebraico
por parte de los docentes.

Algunas actividades propuestas

Se tuvo en cuenta que la mayor cantidad de errores que los alumnos cometieron fue en el
tratamiento en el lenguaje simbdlico con predominio conceptual y el registro natural, asi
como en la conversién natural-simbdlico (en este sentido) y simbdlico-grafico (en este
sentido). También, en justificaciones de verdaderos o falsos y en proponer leyes con
determinadas condiciones.
A continuacion se presentan los enunciados de algunas actividades que se disefiaron para
intentar mejorar la propuesta de practica de la asignatura en cuanto a la diversidad de
registros (tratamientos y conversiones) que involucra.

e Representar graficamente una funcion que no posea limite en un punto de su

dominio. (Conversion natural-gréafico (en este sentido)).
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. L X=X
Formular con tus palabras la siguiente expresion: lim

x>l x—1

=1. (Conversion

simbdlico-natural (en este sentido)).
Representar en un grafico el siguiente resultado: lim f(x)= f(X,). (Conversion
X—>Xg

simbolico-grafico (en este sentido)).

i

Justificar graficamente que no existe |irT3 — . (Conversién simbolico-grafico (en este
X—> X

sentido)).

Siendo f la funcion real cuya ley es: f(x)= x° calcular Ihirr;—f(fh()h_ f4()2) ,

(Tratamiento simbdlico conceptual).

Explicar con palabras lo siguiente:

a) Por qué puede no existir el limite de una funcién en un punto. Pensar un caso
para explicarlo. (Tratamiento natural).

b) Qué es el limite de una funcion en un punto. (Tratamiento natural).

Teniendo en cuenta la definicion de limite finito para variable finita en forma

simbdlica y la siguiente proposicion:

Ve >0, 35>0, tal que, paratodo x,si 0<[x+1<d, entonces [x* ~1| <&

se pide reconocer de qué funcion se trata y a qué valor tiende la variable
independiente. (Tratamiento simbdlico con predominio conceptual).

Dar un ejemplo de la ley de una funcion de dominio real, que no posea limite finito
en algan valor de su dominio. Justificar la eleccién. (Conversion natural-simbdlico
(en este sentido)).

Corregir el siguiente texto para que esté completa la definicion de limite finito para
variable finita en el punto x=a de una funcién f definida en un conjunto A.

Dada una funcion f:D, — R, X = a punto de acumulacion del dominio, se dice

que: lim f(x) =1 < 3¢ >0,V8() >0, tal que, para todo x, si O<[x—a|<d,

entonces |f(x) - I| < ¢. (Tratamiento simbdlico conceptual).

Teniendo en cuenta los simbolos: 3, £,>,0,6(e),| |.<, f(x), f(X,).V, se pide
construir la definicion, en forma simbolica, para el resultado lim f(x)= f(x,) -

(Tratamiento simbolico conceptual).
Dada la siguiente afirmacion: Si f: A — R verifica lim f(x) = lim f(x) y que

3lim f(x) entonces la funcién no presenta un salto en xo. Indicar si algin simbolo

sobra y por qué. (Conversién simbdlico-natural (en este sentido)).

El teorema del encaje establece: Sea | un intervalo ae | y sean f, g y h funciones
definidas en I, exceptuando quizas el mismo punto a. Supongamos que VX € |
tenemos g(x) < f(x) <h(x) yque leL‘r; g(x) = legg h(x)=L= legg f(x)=L

Dado el enunciado anterior, se pide:
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Transcribir la hipotesis y la tesis en simbolos. (Tratamiento simbdlico con
predominio conceptual).
Explicar el enunciado en palabras. (Conversion simbolico-natural (en este sentido)).
Representar graficamente una funcion que cumpla con el enunciado. (Conversién
natural-gréfico (en este sentido)).

e Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar la respuesta.
a) f(x)=tg(x) tiene limite entodo x € R
b) Si XIerX1 f(x) = f(x,) la funcion puede presentar un salto en Xo

c) Si f(x,)=L entonces lim f(x)=L
_ X=X 321
d) Siel lim f(x)=L entonces f(x,)=L

X—>Xg

e) Si f(x,) no esta definida entonces el lim f(x) no existe

X—>Xg
e Representar graficamente una funcion y=h(x) que verifique, simultaneamente, las
condiciones que se indican:
lim h(x) = -0 lim h(x) =+ lim h(x) =4 lim h(x)=3
x—0" x—0 * x—0 *

X—>—0
(Conversion simbolico-grafico (en este sentido)).
e Explicar por qué no existe lim cosx (Conversion simbolico-natural (en este

X—>+00

sentido)). Dar ejemplos de otras funciones que se comporten de la misma forma.
(Conversion natural-simbolico (en este sentido)).
e Dar un ejemplo de una ley de una funcion f, en la que no existe lim f(x).

X—>+00

(Tratamiento simbolico conceptual).
e Sea la siguiente gréafica correspondiente a una funcion:

I) Se pide realizar extensiones para cada uno de los siguientes casos: (Tratamiento
gréfico)
a) Que la funcion decrezca infinitamente cuando nos acercamos al cero. Justificar
la eleccion.
b) Que posea asintota horizontal por derecha. Justificar la eleccion.
c) Que no exista el limite en el origen.
I1) Sin extender la grafica, explicar en palabras si es posible analizar el limite en
x=0. (Conversion grafico- natural (en este sentido)).
e Expresar en palabras lo siguiente:
a) Queé significa que una funcién posee una asintota vertical en un punto. Analizar
una de las posibilidades. (Tratamiento natural).
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b) El significado de la siguiente expresion: lim f(x)=+o0 (Conversion

simbdlico-natural (en este sentido)).
e Analizando la siguiente proposicion: ¥M >0 35(M) > Otal que para todo X € D,

si0<|[x+3|<3entonces L _>M, explicar con palabras la situacién planteada.
(x+3)
(Conversion simbdlico-natural (en este sentido)).
e Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar la respuesta.
a) Sifes una funcion periodica el limite cuando X — 1«0, puede existir.
b) Si f(x,) =L entonces )!IE(] f (X) puede ser + oo

c) Si lim f(x) =0, entonces la funcién es nula.

X—>+00
e Dar un ejemplo de la ley de una funcién que verifique:
a) Crecer indefinidamente cuando la variable independiente se acerca al origen y
decrecer indefinidamente cuando la variable independiente se acerca a uno.
b) Poseer asintota vertical en el origen y poseer como dominio todos los reales.
c) Poseer asintota horizontal y vertical.
d) Estar definida en todos los reales y presentar asintotas verticales en los valores
{£+ kz conk e z} (Conversion natural-simbolico (en este sentido)).
2

Comentarios finales

Claro esta que una propuesta de practica no es el Unico elemento que interviene en los
procesos de ensefianza y aprendizaje en estas comisiones de Ingenieria. De todos modos
aqui, sin desconocer el complejo entramado en el que se inscriben tales procesos, se
pretende optimizar el potencial de la propuesta didactica como facilitador de los
aprendizajes de los futuros ingenieros. Consecuentemente se considera propicio incorporar
a la cartilla existente otras actividades para confeccionar una propuesta de practica que
atienda a los tres registros y a las conversiones entre pares de registros de una manera que
sea lo mas equitativa posible entre los mismos.

Asi, se incorporaron 28 actividades a la propuesta original y, en caso que el docente
requiera hacer un recorte, indicara a los alumnos cuales deberan consultar en horarios extra
aulicos. Se ha podido constatar que poseer informacion sobre el nivel de desempefio de los
estudiantes en relacion con los tratamientos y conversiones entre registros contribuye a
idear propuestas de mejora para optimizar su desenvolvimiento en la unidad de referencia.
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