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Resumen

Resulta frecuente que en ingenieria, fisica, quimica y economia se trabaje con fendmenos
que podrian representarse mediante modelos dinamicos continuos, pero que cuando deben
ser analizados se efectlia su observacion en periodos determinados de duracion constante,
que los transforman en modelos dindmicos discretos. Mientras que los modelos dindmicos
continuos se resuelven con ecuaciones diferenciales, los discretos utilizan ecuaciones en
diferencias finitas. Queremos encontrar la relacion entre las herramientas que permiten la
obtencion de las soluciones de las ecuaciones que modelan ambos sistemas dados con
condiciones iniciales, determinando la relacion entre las transformadas de Laplace y Z, que
se utilizan en su resolucion.

El objetivo de este trabajo es exhibir una forma de obtener la discretizacion de la funcion

continua f (t) mediante la introduccion de la delta de Dirac, para a partir de ella, definir la

serie que permite obtener la funcion generalizada f(t) . Asi aplicando a f(t) la

Transformada de Laplace obtenemos la Transformada Z de la sucesion de la funcion
discretizada. A su vez relacionaremos algunas propiedades de la transformada de Laplace

con las de la Z, aplicando las de aquéllaa f(t), o a variantes de la misma. Con esta técnica

relacionaremos las propiedades de linealidad, de traslaciones por retroceso y avance, y de
las derivadas primeras de ambas transformadas.

Si bien puede presentarse mayor dificultad al probar estas propiedades de la transformada Z
a partir de las de Laplace, la utilidad radica en ver el paralelismo entre lo experimental y el
calculo, pues en ambos se discretizan funciones continuas.

Introduccion

Resulta frecuente que en ingenieria, fisica y economia se trabaje con fendmenos que
podrian representarse mediante modelos dinamicos continuos pero que cuando deben ser
analizados se procede a su observacion en periodos determinados de duracion constante,
que los transforman en modelos dinamicos discretos. Las sucesiones de los valores
muestrales de funciones continuas incdgnitas, medidos a intervalos constantes de tiempo,
generan ecuaciones en diferencias finitas. De alli surge la relacion entre los sistemas
dinamicos continuos y los discretos y las transformadas de Laplace y Z que se utilizan
respectivamente en su resolucion cuando se fijan condiciones iniciales.

La dificultad que se presenta para pasar de la transformada de Laplace de una funcién
continua a la Z de una funcion discreta radica en la necesidad de utilizar la delta de Dirac,
que no es funcién sino una distribucion. Sin entrar en la teoria de las distribuciones,
veremos los resultados de la delta de Dirac, que nos interesan para este trabajo.
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La delta de Dirac

La delta de Dirac resulta fundamental por sus aplicaciones en las areas de observacion de
fendmenos y de experimentacion. De las funciones causales de fenGmenos continuos se
toma una sucesion de valores muestrales correspondientes a lecturas que pueden ser al
inicio de cada intervalo de duracién constante de tiempo. La herramienta que permite la
discretizacion a nivel tedrico de la funcidn continua es la delta de Dirac, que a los fines de
este trabajo se eligid para inducirla el enfoque del libro de Edwards-Penney. pag. 341-344.
Para obtener la delta de Dirac la funcion elegida es h, (t) que en el intervalo [a;a+¢] el

area que limita es 1 y que fuera de €l la funcion es nula. Asi,si a€ R y ¢ >0 , tomamos

a+e a+e

1 .

— Site|a;a+¢ s

h,.)=1¢ el ] . (21). Luego, [h, (dt= [h, (t)dt=] Lot 1.
0sitegla;a+e] b 2 2 €

Sea ahora cualquier funcién f continua en [a;a+¢]. Por el teorema del valor medio del

calculo integral, existe un ¢ e[a;a+¢] tal que jf(t)dt =& f(¢£). Luego,

+00 a+e ate

im [h,, ©)Ft)dt=tim [ Zf(@)dt=tim > [ f(t)dt=lim e 1(C). (2.2)
e—0" b ' e—0" " E e0" & " e->0" g

En consecuencia, como g“e[a;a+g] y £ —0", entonces £ —a’. Puesto que f(t) es

continuaen [a;a+ ] resulta lim L f(¢)=lim (&)= f(a). Asi,
0" & ¢—at

+00

lim |h,,()f(t)dt= §I|'m+ f(¢)=f(a). (2.3)

£—0"

Representaremos el lim J'hag(t)f(t)dt mediante la integral simbélica Iéa(t)f(t)dt ,
e—>0" '

donde §a(t) es la llamada delta de Dirac en t=a, que no es funcién sino que adquiere
sentido por la integral simbodlica antes definida. De esta forma definimos:

a+e 1

Taa(t)f (t)dt = lim | o (t)dt=f(a). (2.4)

Observemos que por la expresion (2.4), llamada propiedad de filtrado, estamos utilizando
que lim f(t) = f(a), es decir, la continuidad por la derechade f(t) ent=a.
t—>a*

La forma utilizada para introducir la delta de Dirac es ventajosa al trabajar con funciones
causales y ver las relaciones entre las propiedades de las transformadas de Laplace y Z.
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Por otra parte jéa(t)f(t)dt: j 5a(t)f(t)dt+'[ S,(t)f (t)dt + _[ S5,(t)f(t)dt, en donde

iéa(t)f(t)dtz [ s, t)dt=0. Asi j&a(t)f(t)dtzaf 5,(t)f(t)dt (2.5).

a* —o

En nuestros desarrollos posteriores no se trabajara con intervalos negativos de integracion.
Luego por (2.5)si a>0 y f es continua por la derecha en t =a, tendremos que

+00

T sOf)dt= [ 5,0)f(t)dt=f(a). (2.6)

0

Asi,sia>0y g(t)= f(t)e™, con f(t) continua por la derecha en t = a, obtendremos

[ o,0F0)e di= [ 8,0)fE)e dt=gla)=f(a)e ™. 2.7)
a g(t) 0 a(t)

Si a=nT con neNuw{0}, resultan respectivamente de (2.6) y (2.7) las siguientes
igualdades que utilizaremos al relacionar la transformada z con la de Laplace:

(nT)* +o0
[ o)) dt= [ 5,(O)f)dt=1(nT). (2.8)
(nT)*

j 5. (t)f(t)e™ dt =T5HT(t)f(t)e5t dt=f(nT)e™" (2.9)

nT

Transformada de Laplace
Sea f(t) una funcion real causal, seccionalmente continua para t >0 y en mddulo de

orden exponencial. Llamamos operador transformada de Laplace de f (t) a la funcion que
le hace corresponder a f la funcion F(s), con s e C, definida por la integral impropia

L[f(t)]= j f(t) e'dt = F(s) (3.1)

Este operador transforma la funcién f con dominio en t, generalmente el tiempo, en una
funcion F, con dominio de frecuencia s en los complejos.

Recordemos que f (t) sera seccionalmente continua, cuando en cada intervalo finito [a;b]

sea posible subdividir la funcion en un nimero finito de subintervalos, en cada uno de los
cuales la funcién sea continua y sus correspondientes limites laterales en los extremos de
cada subintervalo sean finitos. Por otra parte, f(t) es en médulo de orden exponencial, si
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existe k e R tal que lim | ()| eR

t—>+o0 e

Por (2.7), la transformada de Laplace de la funcion generalizada g(t) = o,(t) f (t) es

Lo0)-L,0f 0= [s,0f0 e a=t@e==6E).  32)

La introduccion de la delta de Dirac en t =a, tomando el intervalo [a;a+ £], nos permite
utilizar la expresion integral (3.1) para cualquier funcion generalizada g(t) . Luego, 703

L[g (t)]: I g(t) e *'dt, posibilita relacionar las transformadas z y de Laplace.

Obtencidn de la Transformada Z a partir de la Transformada de Laplace
Para una funcién causal f (t) desconocida, tomamos valores muestrales correspondientes a

cada uno de los tiempos equidistantes t=nT con ne Nu{0}, donde T es un valor
constante de tiempo y suponemos que f es continua por la derecha para todo t=nT .
Luego, obtenemos la sucesion f(0), f(T), f(2T),..., f(nT),..donde f(nT) es el término
genérico desconocido de la sucesion. Esta sucesion se denotara {xn} siendo x, = f(nT).

+00
s X .
Sabemos que por definicion Z{x,}= E —=X(z) . Veremos su relacion con la
= Z
n=0

transformada de Laplace. Para aplicar a {x,}={f(nT)} la transformada de Laplace

debemos crear una funcion generalizada, f (t), que provenga de las mediciones realizadas
de f(t). Por aplicacion de la delta de Dirac sabemos, por (2.8) que tomando a=nT , es

(nT)”

MT t)dt = MT (t)dt =f (nT)=x, (4.1)

Procedemos formalmente para obtener la suma de los términos de {x, } = {f (nT)}. Asi,

. o1y’ ary ()"
> f(nT)= j Syr (t)F (t) dt + '[ Sy ()F () dt +...+ J.5HT (t)dt +... . Luego por (4.1)
n=0 oT 1T

Z =T50T(t t)dt + I51T (t)dt +...+ Ié t)dt +.. Z Ié

n=0

De esta forma la suma de Ios términos de la sucesion {x, } {f(nT)} es:

Yx =2 f(0T)=3" [s:()f(t)dt. (4.2)
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Si admitimos formalmente que Z ja dt_j{zﬁm }dt definiremos
n=0

o0
~

f(t)=> 6, (t)f(t) como la funcion generalizada que utilizaremos. De este modo,
n=0

+o0

[f@©) I{Z% }dt Z ja dt::zof(nT)::ijn. (4.3)

0

Aungue con la expresion anterior no tenemos los términos de la sucesion {xn } sin embargo 204
por la integracién formal de f (t) obtenemos su sumatoria, es decir, la serie generada por

esta sucesion.

Ahora, le aplicamos la transformada de Laplace a esta funcion generalizada f(t) y
considerando z =e°" resulta:

w+oo

L[ @)= Tf (t)e st = f {i% f (t)} et = j 5 (1) F(t)e“dt =

o0

=Y f(nT)e ™ = anT( V=K, 2 Z: zix 1=z {f(nT)}.

Z n=0 n=0 Z
De esta forma obtenemos que L[f(t)]: Z{f(nT)}= iﬁ =Z{x.}. (4.4)

Obtencidn de propiedades de la transformada Z a partir de las de Laplace

Una forma de relacionar las propiedades de la transformada de Laplace con las
correspondientes de la transformada Z es a través de las funciones generalizadas, lo que
permite ejemplificar la obtencion de las propiedades de una a partir de las de la otra. En
todas las relaciones que obtendremos, supondremos f y g funciones causales

transformables Laplace.

Linealidad
Consideremos la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace:

Si a,feR,entonces L[ (@ f+49)t)]=L[a ft)+pg(t)]=a L[f({t)]+ s L)

Siadmitimos la validez de esta propiedad para las funciones generalizadas:

(e f+p oy O]=La ft)+840) |-« L|f @)+ s Law),

podemos obtener la propiedad de linealidad de la transformada Z:

Si %, }={f(nT)} y {y.}={g(nT)}, entonces Z[er{x,}+ Bly, J]= Z{x,}+ B Z{y.}.

Para deducir la relacion entre las propiedades de linealidad de ambas transformadas
recordemos que si a, B € R, entonces ar{x, |+ iy, }={a x, + B Y.}
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Las siguientes igualdades nos permiten probar la linealidad de la transformada z , teniendo
en cuenta que por (4.4) vale Z{(a f +89)(nT) j=L[ (& f + B g(t) ]. Asi,

Z[ax b+ ply =2 a x, + B Yaj=Z1a f(0T)+ B o(nT)|=Z{ (e f + B g)(nT) |=
Ul t+port)]=La fO+e0)=a L) pLs0N=a zix}+ £ 2ly,}

De la igualdad entre el primero y Gltimo miembros obtenemos la propiedad buscada.

Relacién entre el retroceso de t en la funcién f(t) y el retroceso de n en la sucesion

ta p={f(nT)}

Nociones previas para el desarrollo de la relacién
Para abordar esta relacion utilizaremos las funciones escalén unitario en t =a, denotada

por U(t—a), y la funcion g(t) = f(t—a)U(t—a), definidas por:

{0 si t<a
(5.2)

61 g)=f(t-a)ut-a)= flt-a) sit>a

U(t—a):: 1 sit>a

{0 si t<a
Observemos que en (5.2) trasladamos la gréafica de f (t) desde t=0 hasta t = a, quedando
definida con valor nulo para t <a (ver Figura 1). Por otra parte, en g(t)= f(t—a)U(t—a)
no podemos interpretar su expresion como un producto de dos funciones ya que f(t—a)
puede no existir para t<a.

A

f(t) f(t-a)U(t-a)

] » ; »
» »

a t a t

Figura 1: Representacion del retroceso de f (t), causado por la funcién escaldn unitario o de

Heaviside que define con valor cero los elementos de la imagen anteriores a t=a
conservando la forma de la grafica pero desplazada.

Desarrollo de la relacion de retroceso
Consideremos la propiedad de retroceso de la variable t de la transformada de Laplace:

Si L[f(t)]=F(s) y aeR, a>0, entonces L[f(t—a)U(t—a)]=e*F(s)=e ™ L[f(t)].
Por su aplicaciéna f y § obtendremos la propiedad de retroceso de la transformada Z:

Si {x,}={f(nT)} y n, € N, entonces Z{xn_no}:iz{xn}.

z"

Tomaremos en (5.2) la constante a=n,T obteniendo la funcion de variable continua:
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[ T
g(t)=f(t—-nT)U(t—n,T) ::{ ° o<, (5.3), a fin de la aplicacion de

ft-nT) sit>nT
la transformada de Laplace a §(t) = f(t -n,T)U({t-n,T).

Recordemos que por (4.4) si y, =g(nT) entonces L[§(t)]=2Z{§(nT)}=2{y,}. En este
caso discretizamos g(t) tomando en (5.3) t=nT para ne N u{O}. De esta forma la
condicion t <n,T se transforma en nT <n,T , es decir n<n,; analogamente t>n,T se
convierte en n>n,. Asi resulta

si n<n,

0
y,=9(nT)=f(nT —n,T)U(NT —n,T) :.{ si n>n, )

f(nT —n,T)=x,_

No

La sucesion {y,} asi definida se obtiene de Ila traslacion por retroceso en n=n, de la
sucesion {x,}={f(nT)}. Esta sucesion {y,}, que por abuso de lenguaje se denotara
{xn_no}, sufre un retraso de n, pasos en relacion a la {x,}. Por ejemplo, si n, =3,

Yo=Y1=Y2 =0, mientras QUE Y3 =X3 3 =Xy Ya =Xy 3 =X, Y5 = X553 = X5, 00

Ahora aplicamos la propiedad de retroceso de la transformada de Laplace a la funcion
generalizada §(t) = f(t —n,T)U(t—n,T), obteniendo

(%, . = z{y, )= La®]=L[ft-nT)u—nT)|= e[ f 0)]= 6 ) L[F )]

Luego, tomando z=e*" , se llega a Z{xn_no}:z{yn}:z’”OL[f(t)]: 2%0 Z{x,} . De la

igualdad entre el primero y Gltimo miembros resulta la propiedad buscada.

Relacién entre el avance de t en la funcién f(t) y el avance de n en la sucesién

Xay=1F(nT)]

Nociones previas para el desarrollo de la relacion
Para abordar esta relacion utilizaremos la funcion

. .
h(t) = f(t)U(t—a)::{f(t) : :;Z (5.4)
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f(t) A O LV

-

-
-

Il » »
I L >

a t a

~

Figura 2: Representacion del avance de f(t), causado por el producto con la funcion de
Heaviside, donde se pierde una parte de la grafica de f(t) que es reemplazada por la recta
horizontal y =0 para t [0;a).

En este caso f(t)U(t—a) tiene sentido de producto para t >0. El efecto de la funcién de
Heaviside corta la grafica de la funcién en [0,a), anulando los valores de la imagen de
f (t) en dicho intervalo y conservando los valores de la imagen de f(t) parat>a. Este
efecto de la funcion de Heaviside se denomina avance, como exhibe la figura 2.

Desarrollo de la relacion de avance
Consideremos la propiedad de avance de la variable t de la transformada de Laplace:

SiaeRya>0,entonces L[f(t)U(t—a)l=e*L[f(t+a)]. (5.5)

Por su aplicaciona f obtendremos la propiedad de avance de la transformada Z:

Para nuestros fines, despejando de (5.5) resulta: L[f (t+a)]=e*L[f (t)U(t—a)] (5.6)

Si g(t)=f(t+a) y tomamos a=n,T , obtenemos la funciébn que utilizaremos
g(t) = f(t+n,T). A continuacion discretizamos en g la variable t haciendo t =nT con
neNu{0} yobtenemos: y, = g(nT) = f (T +n,T) = f((N+n,)T)=x,.., -

La sucesion {y,}={x,... |, se obtiene por el avance de la sucesion {x,}={f(nT)} en n=n,

n+ngy

. Esta sucesion {y,} sufre un avance de n, pasos en relacion a la {x,}. Por ejemplo, si
Ny =4, entonCes Y, =Xo, s = X4, Y1 =X =X5, ¥, =X, =X Y, €ngeneral, y, =x, . .

Ahora, si  consideramos h(t)=f@®)U({t-n,T) , al tomar t=nT resultard
v, =h(nT)=f(nT)U(nT —n,T) , de modo que los términos de la sucesion seran

Vo=%0=0,v,=x0=0,..,v, ;=% ,0=0,Vv, =X,V ;=X 1,
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Aplicaremos la propiedad de avance (5.6) a la funciéon generalizada §(t) = f (t+n,T),

obteniendo: L[§(t)]= L[f(t + nOT)| eh" L[f U(t- nOT)J
Z\Xn+n, z{vn}

En consecuencia, Z{X Xyun: } e"™™Z{v.}. Si z=¢™, resulta Z{xn+n f=2"Z{,}. Asi,

N

on
—0Z n-0 Z n=ng n=n0Z

708

o0
X
. n - .
En consecuencia, Z{Xn+no }= z° E —2 . Para llegar al resultado final conviene expresar el

n=n,
segundo miembro mediante Z Z% Luego, descomponiendo la sumatoria resulta
© X n0—1 " no—lx © y
Z{x,p=>n Z Z— . Luego, Z{x,}-Y —o=>""n  Asi obtenemos que
el A A n, £ n0Z  non L
X )
Z{xn+no }: z”{Z{xn}— Z:;z_?‘} = zr“’Z{xn}—(z“OxO S A xno_l),
n=

Derivadas de las Transformadas de Laplacey Z
Consideremos la propiedad de la derivada de la transformada de Laplace:

Si F(s)=L[f(t)] y g(t)=t f(t), entonces %L[f(t)]:—L[g(t)]:—L[t f(t)).
Por su aplicacién a f(t):idﬂ(t)f(t) y @(t):iéﬂ(t)g(t):iém(t)(t f(t)) ,

n=0 n=0 n=0

obtendremos la derivada de la transformada Z:  —Z{x,}=-=2Z{nx,}.

La derivada de la transformada de Laplace aplicadaa f afirma que % L[f(t)]: -L[4(1)].

Vimos que Z{x ixn z™" :i f(nT) ()" = L[f(t)]. Como z=¢e" es Inz=sT,y
n=0 o T

n=
Xn

:lln z, luego ﬁzi. Asi, al efectuar la iZ{xn} tendremos en cuenta que
T dz Tz dz
Z{xn}: L[f (t)J .depende de z a través de una variable de paso, intermedia, s. Por regla de

la cadena llegamos a diz :—L[f(t)] gsﬂl‘dm Tl M Ademas por 4.2
z s z
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L[§(t)]=Z{g(nT)}=Z{nTF(nT)} =T Z{nf (nT)}=T Z{nx,} . Luego, resulta la propiedad

4760 L0l 1 e Ltz et
buscadaEZ{xn}—_l_Z oS _Tz[ L[g(t)]]_TZ[TZ{nxn}]_ ZZ{nxn}.

Observaciones finales

Creemos que esta presentacion permite cumplimentar nuestro objetivo de exhibir la
relacion conceptual y operativa existente entre ambas transformadas. Para ello se dedujeron
algunas de las propiedades de la transformada Z admitiendo la validez, para funciones
generalizadas, de las correspondientes propiedades de Laplace. Si bien puede presentarse
mayor dificultad al querer probar algunas propiedades de la transformada Z a partir de las
correspondientes de las de Laplace, la utilidad radica en ver que la transformada Z proviene
de una modificacién de la funcion incognita f(t) de dominio continuo en el tiempo, por
medio de una discretizacién de la variable independiente t, a través de la funcion
generalizada f(t) en la que se utilizd la delta de Dirac, de la que utilizamos sus
propiedades sin profundizar en la teoria de las distribuciones.
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