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Este trabajo se enmarca dentro de una investigaciéon mas amplia cuyo principal objetivo
es indagar sobre la capacidad de los estudiantes de educacion secundaria para traducir y
relacionar enunciados algebraicos presentados en los sistemas de representacion
simbolico y verbal. La recogida de datos se realizd con 26 estudiantes de 4° de ESO a
los que se propuso la construccion de un dominé algebraico, disehado para esta
investigacion, y su posterior uso en un torneo. En este articulo presentamos un analisis
de los errores cometidos en dichas traducciones. Entre los resultados obtenidos,
destacamos que los estudiantes encontraron mayor facilidad al traducir enunciados de su
representacion simbolica a su representacion verbal y que la mayoria de los errores
cometidos al traducir de la expresion verbal a la simbdlica son derivados de las

caracteristicas propias del lenguaje algebraico.
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representacion verbal, traduccion entre sistemas de representacion.

Abstract: We present a research study whose main objective is to inquire into secondary
school students’ ability to translate and relate algebraic statements which are presented in the
symbolic and verbal representation systems. Data collection was performed with 26 4" grade
students to whom we proposed the construction of an algebraic domino, designed for this
research, and its subsequent use in a tournament. Here we present an analysis of the errors
made in translations. Among the obtained results, we note that the students found it easier to

translate statements from the symbolic to the verbal representation and that most errors in
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translating from verbal to symbolic expressions where derived of the particular characteristics
of algebraic language.
Keywords: algebraic statements, errors, game, symbolic representation, translation between

representation systems, verbal representation.

INTRODUCCION

En el segundo ciclo de educacion secundaria se observa que, en el estudio del lenguaje
algebraico, los estudiantes siguen teniendo dificultades para relacionar el lenguaje
verbal y el simbdlico. Esto dificulta, entre otros aspectos, la resolucién de problemas
que requieren del uso del lenguaje algebraico. Conocer los errores en los que incurren
los estudiantes al traducir enunciados entre los sistemas de representacion verbal y
simbdlico, puede ayudar en el estudio de la adquisicion del simbolismo algebraico y de

la resolucion de este tipo de problemas.

Las dificultades que evidencian los estudiantes en el aprendizaje del algebra y la
destacada presencia de contenidos algebraicos en el curriculo de educacion secundaria,
a nivel internacional, hacen que este campo sea de gran interés para la investigacion en
Educacion Matematica. Investigadores como Arcavi (1994), Bednarz, Kieran y Lee
(1996) o Kaput (2000) han planteado la problemaética existente en la adquisicion de
dominio y comprension del lenguaje algebraico. Estudios centrados en la categorizacion
de los errores en los que incurre el alumnado en el estudio del algebra, como los de
Socas (1997), Palarea (1998) o Ruano, Socas y Palarea (2008) dejan abiertos algunos
aspectos por estudiar. Asi mismo, observamos que si bien algunos trabajos exploran el
papel de la escritura verbal en el aprendizaje del algebra (MacGregor, 1990; Wollman,
1983), existen escasos estudios sobre la traduccion de enunciados entre los sistemas de
representacion verbal y simbdlica. El andlisis de los procesos de traduccion en los dos
sentidos pueden ser de utilidad para: (a) profundizar en la comprension que poseen de
los estudiantes del lenguaje simbolico e (b) indagar sobre las dificultades que tienen

para escribir simbdlicamente aquello que pueden encontrar enunciado de forma verbal.

OBJETIVOS

El objetivo general que nos planteamos con el trabajo de Rodriguez-Domingo (2011),
del cual se presenta aqui parte, es analizar el proceso de traduccion que realizan
estudiantes de educacion secundaria entre los sistemas de representacion verbal y
simbdlico, de enunciados generales de relaciones numéricas. Este objetivo se concreta

en tres objetivos especificos: (a) construir un instrumento que permita explorar el



proceso de traduccion entre los sistemas de representacion simbolico y verbal, al no
haberse encontrado en la literatura consultada; (b) analizar y clasificar los errores en los
que incurren los estudiantes al realizar dichas traducciones; y (c) describir las relaciones
que los estudiantes ponen de manifiesto entre representaciones verbales y simbolicas de
un mismo enunciado algebraico, asi como las explicaciones que dan a las mismas. En

este articulo nos centramos en los dos primeros objetivos mencionados.

MARCO TEORICO

Tres elementos tedricos son claves en esta investigacion: (a) algebra, (b) sistemas de
representacion y (c) errores y dificultades en el algebra. Las relaciones entre estos
elementos asi como su consideracion en el contexto del juego fundamentan este trabajo.
En la Figura 1 representamos un esquema que refleja estos elementos.
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Una breve revision bibliografica en torno a la concepcion del algebra nos ha permitido
percibir la evolucion de la misma a lo largo del tiempo, su conexion con la
generalizacion (Bednarz et al. 1996; Kaput, 2000), su consideracién como lenguaje y su
destacada utilidad para la resolucion de problemas (Fernandez, 2001; Kieran y Filloy,
1989). En este contexto nos centramos en enunciados que establecen relaciones
generales entre cantidades, algunas de ellas desconocidas, a los que denominados

enunciados algebraicos.

Para la profundizaciéon sobre las nociones de representacion y sistemas de
representacion nos hemos centrado principalmente en los trabajos realizados en el seno
del Grupo “Didactica de la Matematica: Pensamiento Numérico” (FQM-193).
Prestamos atencion a las representaciones externas, pues son las que se pueden observar
en el trabajo de los estudiantes. Consideramos que un sistema de representacion es el
conjunto de simbolos, graficos y reglas que permite representar una estructura

matematica y que sigue cierta sistematizacion (Castro y Castro, 1997; Rico, 1997).



En lo que concierne a los errores y las dificultades de los estudiantes en el estudio del
algebra, partimos de la idea de que los errores provienen de esquemas cognitivos
inapropiados (Matz, 1980; Socas, 1997). Pese a que todos incurrimos en errores, éstos
suelen tener connotaciones negativas en la escuela, y parece ser que mas en matematicas.
Rico (1995) reivindica que el error es una posibilidad permanente para la adquisicion y
consolidacion del conocimiento y puede llegar a formar parte del conocimiento
cientifico que emplean las personas o los colectivos. Algunos estudios como los de
Wollman (1983) o Clement, Lochhead y Monk (1981) determinan fuentes de error en la
traduccion de enunciados algebraicos verbales en su representacion simbolica. En un
trabajos mas reciente, Ruano et al. (2008) estudian procesos especificos en los que se
hace uso del lenguaje algebraico (sustitucion formal, generalizacion y modelizacion),
identificando los tipos de errores en los que incurren los estudiantes. Los autores
identifican algunos errores recurrentes relacionados con la necesidad de clausura, la
particularizacion de expresiones, el uso incorrecto del paréntesis y la confusion de la
multiplicacion y la potencia. Socas (1997) determina tres grandes categorias para los
errores segun su origen: (a) en un obstaculo, (b) en ausencia de sentido, (c) en actitudes
afectivas y emocionales. Esta clasificacion ha sido clave para elaborar la clasificacion

de errores a utilizar en este trabajo, la cual estd adaptada a los resultados obtenidos.

Por ultimo, el juego es el contexto en el que se lleva a cabo nuestra investigacion. En la
revision de la literatura realizada, hemos observado que un material presentado en
forma de juego fomenta el aprendizaje y la motivacion entre el alumnado. Algunos
autores establecen que el juego se manifiesta como una forma natural de la actividad
humana (Castro, Olmo y Castro, 2002; De Guzman, 1984). Los principios pedagogicos
de Moyles (1990) establecen que: (a) el juego no es la antitesis de trabajo, pues ambos
forman parte de las actividades de los individuos en la vida y (b) el juego es
potencialmente un excelente medio de aprendizaje. El juego cobra especial relevancia
en esta investigacion porque los estudiantes participantes tienen una falta de motivacion

considerable para trabajar y aprender.

MARCO METODOLOGICO

Teniendo en cuenta el objetivo general de este trabajo, se selecciond una muestra
intencional de 26 estudiantes de 4° de ESO matriculados en matemadticas opcion A, en
tres grupos diferentes a los que la primera autora impartia clase durante el curso

académico 2010-2011. El nivel socio-cultural y académico de estos sujetos era bajo, el



lugar donde se encuentra el centro educativo es conflictivo y los estudiantes tenian poco
interés tanto por ir a clase como por estudiar. En cuanto a la situacion académica de los
26 estudiantes, 6 estaban repitiendo 4° curso y de los 20 restantes, la mayoria tenian atin
la asignatura de matematicas de cursos anteriores sin aprobar. Antes de la aplicacion del
instrumento de recogida de datos, estos estudiantes ya habian trabajado en clase el
bloque de aritmética y parte del bloque de algebra, en concreto el tema de enunciados

algebraicos y de ecuaciones e inecuaciones.

Instrumento de recogida de datos

Las caracteristicas del alumnado hicieron necesario utilizar un instrumento de recogida
de datos que despertase su interés, por lo que planteamos un instrumento en forma de

juego: el domind, con el que los estudiantes estan bastante familiarizados.

La profesora de los estudiantes (primera autora de este trabajo) aplico el instrumento en
dos fases: (a) Construccion del dominé: fase individual donde los estudiantes tenian
que traducir por escrito algunos enunciados entre los sistemas de representacion verbal
y simbolico, y (b) Torneo: fase realizada en grupos en la que se pretendia observar las
relaciones que establecian los estudiantes al emparejar distintas representaciones de un
mismo enunciado algebraico. Esta segunda fase tiene las caracteristicas de una
entrevista clinica no estructurada donde a los estudiantes se les plante6 una situacion y
se les dej6 actuar bajo unas reglas establecidas, interviniendo inicamente si alguna regla
era incumplida o se requeria la repeticion de alguna idea. En este articulo nos centramos

en la primera fase, que detallaremos mas adelante.

Construccion de la primera fase del instrumento de recogida de datos

En la primera fase nuestro interés se centra en analizar los errores en los que incurren
los estudiantes al traducir enunciados entre los sistemas de representacion verbal y
simbolico®. Para el disefio de esta fase, en primer lugar, revisamos el libro de texto
utilizado en la clase de los estudiantes y el trabajo previo que habian realizado. Esto
permitié determinar las relaciones numéricas que habian manejado estos sujetos: la
suma y resta de nimeros, la multiplicidad y divisibilidad, potencias, raices cuadradas,

nimeros consecutivos, pares e impares. Decidimos disenar 12 enunciados que los

’En Rodriguez-Domingo (2011) puede consultarse la recogida de datos y resultados de la segunda fase
del estudio.



estudiantes tenian que traducir de un sistema de representacion a otro. Para que hubiera

un equilibrio, 6 eran verbales y los otros 6 eran simbdlicos.

Las relaciones numéricas son la primera variable de tarea considerada. Teniendo en
cuenta las posibles combinaciones de las relaciones numéricas identificadas, de los 6
enunciados, decidimos que uno fuese solo aditivo, otro solo multiplicativo, otro solo de

potencia, y los otros tres de las posibles combinaciones de los mismos (ver Tabla 1).

Aditivo Multiplicativo Potencia
Aditivo X X X
Multiplicativo X X
Potencia X

Tabla 1. Relaciones entre los enunciados

Respecto al resto de las variables de tarea consideradas, decidimos trabajar s6lo con
nameros naturales, que la mitad de los enunciados fuesen abiertos y la otra mitad
cerrados’, que la mitad tuvieran solo una variable y la otra mitad dos variables, y que la
mitad de los enunciados verbales fuesen secuenciales y la otra mitad no. En la Tabla 2
presentamos los doce finalmente enunciados propuestos. En la primera columna se
incluyen los enunciados que fueron presentados verbalmente a los estudiantes para su
traduccion al lenguaje algebraico, y en la segunda columna los enunciados propuestos

en representacion simbolica para traducirlos a su representacion verbal.

Representacion verbal Representacion simbdlica
Un numero mas su consecutivo es
: : x+(x+1)-4
igual a otro nimero menos dos
El producto de la mitad de un 4-(%) 2oy
numero por el triple de otro nimero 2
El cuadrado de la raiz cuadrada de ( \/—)y
un nimero es igual a ese numero X
Un numero par menos la cuarta
, X (x +1)="Tx
parte de otro niimero
El cuadrado de la suma de dos RN
numeros consecutivos Y
Un niimero, por ese nimero al
. . , 3
cuadrado, es igual al mismo nimero (x-y)
al cubo

Tabla 2. Enunciados para traducir en la primera fase

3 . . . . .
Entendemos por “enunciado cerrado” aquel que establece una igualdad entre enunciados, es decir, que equivale a
una ecuacion.



A partir de estos enunciados configuramos la tarea propuesta a los estudiantes que fue
presentada en una hoja en formato A3. En dicha hoja habia unas fichas de domind
incompletas simulando una partida ya jugada, de modo que los estudiantes tenian que ir
rellenando los huecos que aparecian para que fuera correcto el emparejamiento de fichas

hecho (ver Figura 2).

Como se puede observar en la Figura 2, hay fichas donde en un extremo hay un
enunciado verbal y la ficha junto a ella estd en blanco. Para que estas fichas puedan
emparejarse, en la parte en blanco debe estar la representacion simbolica

correspondiente al enunciado dado. El procedimiento es andlogo con todas las fichas.
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Figura 2. Documento para la primera fase de la recogida de informacion
Aplicacion primera fase

Pedimos a los estudiantes que anotasen el nombre en su hoja de trabajo y que
completaran el domind de forma individual. Informamos a los estudiantes de la forma
en que debian rellenar las partes en blanco y de la ausencia de fichas dobles o fichas en
blanco (como ocurre en el domino clasico).

ANALISIS DE DATOS

En el analisis de datos de la primera fase se atendi6 al tipo de traduccion (de simbolico a

verbal o viceversa) que los estudiantes realizaron en cada caso, al tipo de error en que



incurrieron, la frecuencia con que se cometi6é cada error y el enunciado en el que se
produjo.
En primer lugar hicimos un recuento, para cada estudiante, de los enunciados que eran

correctos, cudles habian dejado en blanco, si alguno era dudoso y cudles eran erréneos.

En la Tabla 3 incluimos estos ultimos.

De Simboélica a Verbal N° Errores  De Verbal a Simbolica  N° Errores

Enunciado 2 1 Enunciado 1 13
Enunciado 5 4 Enunciado 3 7
Enunciado 6 2 Enunciado 4 1
Enunciado 9 4 Enunciado 7 8
Enunciado 10 2 Enunciado 8 14
Enunciadol2 2 Enunciado 11 0
Total 15 Total 43

Tabla 3. Numero de errores en la traduccion de enunciados
Para determinar el tipo de error, utilizamos la categorizacion presentada en la Tabla 4,
que surge de categorias consideradas en estudios previos sobre errores, adaptandolas a

nuestra investigacion y a las respuestas dadas por los estudiantes.

Categoria Subcategoria o tipo Codigo

I. Segtin la completitud Incompletos I.1

del enunciado Desmedidos 1.2
Paréntesis II.1
Fraccién - Producto 1.2

II. Derivados de la aritmética Potenciacion — Producto I1.3
Suma — Producto 1.4
Fraccion - Potenciacion I1.5
Generalizacion III.1

II1. Derivados de las

caracteristicas propias del Particularizacion 1.2
lenguaje al ebrr;icl()) Variables 1.3
stede Complicacion estructural 111.4

Tabla 4. Clasificacion de errores
En esta categorizacion, distinguimos tres grandes grupos de errores: (a) segun la
completitud del enunciado, (b) derivados de la aritmética y (c) derivados de las
caracteristicas propias del lenguaje algebraico. La primera hace referencia a errores que
tienen que ver con enunciados en los que falta o sobra algiin simbolo o palabra para que
la expresion, ya sea simbdlica o verbal, pueda ser considerada correcta. Si falta, se
corresponden con la subcategoria de “incompletos” (I.1) y, si sobra, con la subcategoria

“desmedidos” (1.2).

En los errores derivados de la aritmética consideramos aquellos que provienen de la

incorrecta interpretacion de los simbolos, operaciones o relaciones entre ellos.



Distinguimos cinco subcategorias. La subcategoria “paréntesis” (II.1) corresponde a
errores debidos a la mala posicion de un paréntesis o a la falta del mismo y que hacen
que la expresion algebraica no sea correcta. Las demds subcategorias se refieren a
errores en los que las operaciones referidas en el nombre de la subcategoria no son

correctamente interpretadas. Por ejemplo, si se requiere representar verbalmente el

enunciado dado por (\/; )y, y los sujetos lo enuncian como “la raiz cuadrada de un

namero por otro numero distinto”, entendemos que ha cometido un error en la

interpretacion de la potencia, al haber expresado en su lugar un producto (II.3).

Consideramos errores dentro de la categoria III aquellos que derivan de las
caracteristicas propias del lenguaje algebraico usado al interpretar los enunciados
verbales o simbolicos, entendiendo como tales aquellos errores que son propios del uso

del simbolismo algebraico. En esta categoria diferenciamos otros tipos de errores:

a) Errores en los que se generaliza un elemento o parte del enunciado que es un caso

concreto. Por ejemplo, en vez de especificar que en la expresion simbolica

X+ (x + 1) — 4 “se resta el nimero cuatro”, expresa “se resta un nimero par” (II1.1).

b) Errores debidos a la particularizacion de nimeros o relaciones concretas de una
expresion general (II1.2). Por ejemplo, cuando se les pide que traduzcan simbolicamente

el enunciado “Un niimero par menos la cuarta parte de otro niimero” y lo expresan
1 1 - 13 99 L4 : x
particularizando el niimero “par” a un niamero concreto, por ejemplo 2 — Z

¢) Errores de variable® (I11.3) cuando no se distingue de manera correcta el uso de
distintas variables/incognitas en el enunciado. Un ejemplo lo encontramos cuando al
representar de forma simbdlica el enunciado “Un numero mas su consecutivo es igual a
otro numero menos dos”, el sujeto representa con el mismo simbolo ambas variables

pese a corresponder a nimeros diferentes.

d) Errores de complicacion estructural (111.4) son aquellos en el que los sujetos no
interpretan apropiadamente la estructura del enunciado algebraico o parte del mismo.

Por ejemplo, un sujeto que expresa el enunciado “El cuadrado de la suma de dos

’ : 2
numeros consecutivos” como x + (x + 1) =X".

Debido a las caracteristicas de los enunciados utilizados en este trabajo, no se esta realizando una distincion entre si
la letra utilizada tiene papel de variable o de incognita.
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En la Tablas 5 presentamos un resumen del tipo de errores en que incurren los
estudiantes al traducir enunciados de forma simbolica a verbal, y viceversa, de la
frecuencia de dichos errores, asi como el enunciado donde se han producido y los

sujetos que los han cometido.

Tipo de error Frecuencia  Enunciado Sujetos
De simbdlica a verbal
I.1 3 5 3B, 6B
10 9B
[.2 1 5 3B
1.3 7 6 4B, 9C
9 6B, 9B, 2C, 9C
10 4B
1.1 4 2 4B
5 42
10 4B
12 4B
1.3 2 5 9B
12 8B

De verbal a simbbélica

L1 5 7 3A, 3B, 5B, 6B, 1C
1.2 4 1 5A, 4B, 6B, 3C
II.1 2 7 3A,1C
1.2 2 1 5B
8 2°
1.3 4 1 7A, 2B, 3B, 7C
1.4 1 4 7B
IL.5 1 8 5°
I11.2 7 8 2A, 5A, 4B, 5B, 6B, 6C, 7C
1.3 13 1 7A, 3B, 6B, 7B, 8B, 9B
3 5A,7A, 6B, 8B, 9B
8 6A, 7"
I11.4 15 3 8A, 6C
7 2A, 6A, 3B, 5B, 6B, 1C, 9C
8 4A, 7A, 8B, 9B, 1C, 5C

Tabla 5. Tipo de errores y frecuencia al transformar de verbal a simbolica

Discusion de resultados

La informacion recogida en la Tabla 5 nos permite observar que al transformar
enunciados del sistema de representacion simbolica a verbal, en la categoria debida a
errores provenientes de la aritmética, los estudiantes incurren en errores debidos al mal
uso de la interpretacion de potencias y producto (II.3), mientras que no incurrieron en
errores notados por II.1, I1.2, I1.4 y I1.5. De las categorias de errores relacionadas con el

algebra, los sujetos incurren en errores debidos a generalizacion (III.1) y errores de
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variables (III.3). Sin embargo, dentro de esta categoria, no se han producido errores de

particularizacion de elementos (II1.2) ni debidos a la complicacion estructural (I11.4).

En cuanto a la traduccion de enunciados del sistema de representacion verbal al
simbdlico, destaca el hecho de que los errores debidos a la particularizacion (I11.2), se
produce unicamente en el enunciado 8, un numero par menos la cuarta parte de otro
numero, pues los sujetos toman un numero par concreto para expresar la relacion de
manera simbolica. Los errores relacionados con variables (II1.4) se encuentran en los
enunciados 3, 7 y 8. En el tercer enunciado, se producen errores al no expresar de
manera correcta dos nimeros consecutivos de manera simbdlica. El sujeto 8A expresa
la suma dos niimeros consecutivos como x + lx y el sujeto 6C como x +x+ 2. En el
enunciado 7 (el cuadrado de la suma de dos numeros consecutivos) se producen errores
por cambiar el orden de las operaciones indicadas, expresando los sujetos 1C y 9C el
cuadrado de la suma como la suma de los cuadrados, y el sujeto 2A expresa

simbdlicamente un enunciado que no corresponde con la expresion verbal que se le
. 2 Y 1Le . ,
proporciona (x + (x + 1) = x”). Por ultimo, en el caso del enunciado 8 (un numero par

menos la cuarta parte de otro numero) los errores de complicacion estructural (I11.4)

provienen de que el sujeto 7A realiza una interpretacion incorrecta de un nimero par

cualquiera, expresandolo como x” y los sujetos 8B y 1C como x + 2.

Una vez analizados los datos, observamos que en el trabajo escrito, el 75% de los
errores analizados correspondian a las traducciones de verbal a simbdlico, ademas, casi
todos los errores se debian a la confusion de las operaciones potenciacion y producto, a
que no interpretaban correctamente la estructura del enunciado algebraico o a la
particularizacion. Estos resultados coinciden con los obtenidos en 2008 en el trabajo

realizado por Ruano et al. anteriormente mencionado.

CONCLUSIONES

Hemos construido un instrumento que nos ha permitido obtener informacioén, en
particular, en la primera fase que consideramos en este articulo, nos ha permitido
realizar un analisis y una clasificacion de los errores en los que incurren los estudiantes

al realizar traducciones por escrito de enunciados algebraicos.

A partir de estudios previos y de las respuestas encontradas en los trabajos de los
estudiantes, hemos construido una categorizacion que ha permitido realizar un analisis

en la traduccién de enunciados en los dos sentidos en términos de errores, obteniendo



12

que se produjeron mas errores al pasar de la representacion verbal a la simbdlica. Todo
este proceso de andlisis nos ha servido como primer paso para indagar sobre la
capacidad de los estudiantes al realizar traducciones y en su comprension de enunciados
en cada uno de los sistemas de representacion mencionados, lo que nos ha llevado a la

consecucion del objetivo general propuesto en esta investigacion.
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