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1. Introduccion y formulacion del problema

El presente documento corresponde al trabajo final de la concentracién en
Educacién Matematica de la Maestria en Educacidn, de la Universidad de los
Andes. El trabajo fue elaborado por cuatro profesores licenciados en matema-
ticas que ejercen en instituciones educativas publicas y privadas en Bogota y el
resto del departamento de Cundinamarca.

Este informe describe el disefio fundamentado y justificado, la implemen-
tacién y el balance estratégico de la unidad didactica titulada “Método grafico
para resolver sistemas de ecuaciones lineales 2 X 2”. El disefio de la unidad
didactica surgié de la seleccién de un tema matematico, que a su vez hace par-
te de los contenidos incluidos en el curriculo oficial para los grados octavo y
noveno de educacién basica, como lo establece el documento Estandares basicos
de competencias (Ministerio de Educacién Nacional [MEN], 2006a). El diseno
se fundamenta a partir del procedimiento de analisis didactico que constituyo
el contenido central de la maestria. Dicho procedimiento permitié concretar
elementos previos a la aplicacidn y la descripcion, junto con el balance estraté-
gico de la implementacién de la unidad didactica.

El documento se encuentra estructurado en cuatro partes: la primera hace
referencia a como se realiz6 el diseno de la unidad didactica y cuil fue su fun-
damentacidn tedrica; la segunda describe como se realizé la implementacion
de la unidad didactica;la tercera presenta el balance de la implementacion;y la
cuarta incluye una serie de reflexiones y recomendaciones para futuras imple-

mentaciones de la unidad didactica.
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1. Formulacion del problema

Tradicionalmente, cuando se aborda en el aula la solucion de sistemas de ecua-
ciones lineales, se hace un especial énfasis en los métodos algebraicos, dejando
poco o ningun espacio para el método grafico. Considerando esta realidad, de-
cidimos disenar e implementar una unidad didactica sobre este tltimo método,
para determinar como se pueden potenciar otras capacidades que el méto-
do algebraico por sisolo no desarrolla en los estudiantes.

Las capacidades que se pretenden activar en los estudiantes se agruparon
en algebraicas, graficas y transversales. Las algebraicas hacen referencia a la ma-
nipulacidn de ecuaciones, procesos de despeje de variables o algoritmos rela-
cionados con ecuaciones lineales. Las capacidades de tipo grafico se relacionan
con la representacion de puntos y rectas en el plano cartesiano a partir de ecua-
ciones lineales o de datos en un enunciado. Ademas, las capacidades de tipo
grafico hacen referencia a determinar la posicion relativa de rectas en el plano.
Las capacidades de tipo transversal se relacionan con acciones que permiten
cambiar entre diferentes representaciones: numéricas a algebraicas, algebraicas
a graficas y graficas a numéricas.

El diseno que proponemos se centra en el desarrollo de las competen-
cias del estudio PISA. Estas competencias se relacionan directamente con los
procesos generales establecidos por el Ministerio de Educacion (MEN) en
Estandares basicos de competencias (MEN, 2006a). Hacemos especial énfasis en el
desarrollo de la competencia modelar, por medio de la solucion de sistemas de
ecuaciones lineales mediante el método grifico, ya que este permite estable-
cer una relacién funcional de las variables y presentarlas de manera sintética
en una grafica. Ademas, las tareas propuestas en la unidad didictica presentan
situaciones no convencionales en las que se requiere que el estudiante realice
traducciones entre lo verbal y lo grafico. Para estos propositos, presentamos
una unidad didactica que se implementa a lo largo de 11 sesiones, con siete
tareas enfocadas en la consecucion de tres objetivos generales: (a) aplicar el
método grafico para obtener puntos de corte entre rectas y solucidon de siste-
mas de ecuaciones lineales con dos incognitas; (b) comprender la nocién de
solucién de un sistema lineal, relacionando la existencia de tinica solucidn,
infinitas soluciones o ninguna solucién, con la posicion relativa de las rectas
en el plano; y (c¢) modelar graficamente situaciones no rutinarias, mediante
sistemas de ecuaciones lineales, estableciendo la relacion funcional entre va-
riables. Dentro del disefio de la unidad didictica planteamos una tarea que

denominamos “tarea transversal”, contextualizada en el deporte Formula 1.
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Esta tarea corresponde a una situacién problema que se desarroll6 en cada una
de las sesiones.

La unidad didactica se implementd durante tres semanas en el Colegio
Compartir Bochica, con estudiantes de grado noveno, con edades entre los
15y 17 anos. Las actividades fueron desarrolladas en parejas mixtas, nifio-nina.
Para la obtencién de datos referidos al aprendizaje de los escolares, contamos
con las siguientes fuentes: los desarrollos escritos de las tareas, las grabaciones
de video de algunas sesiones, el diario del profesor en el que se registraron
estrategias de los estudiantes y actuaciones del profesor, y algunos diarios de
los estudiantes. Adicionalmente, también se obtuvo informacién por medio
de parrillas de observacién de capacidades que el maestro observd durante la
realizacion de las tareas.

En los resultados obtenidos encontramos que los estudiantes activaron
capacidades relacionadas con el alcance de los objetivos propuestos y con el
desarrollo de las competencias PISA que sirvieron de referente. Igualmente,
pudimos observar que se presentaron dificultades al momento de relacionar los
pardmetros de una ecuacidn con su significado en las situaciones propuestas.

2. Contextualizacion y fundamentacion del disefio

La fundamentaciéon del diseno de la unidad didactica estd organizada en dos
partes: el contexto y el analisis didictico. El contexto estd determinado desde
las caracteristicas curriculares, socioeconémicas y académicas, mientras que el
analisis didactico estd estructurado desde cuatro analisis: de contenido, cogniti-
vo, de instruccidn y de actuacién. En este capitulo desarrollamos la fundamen-
taci6n del disefio de la unidad didactica desde los contextos y en el capitulo
siguiente presentaremos el analisis didactico de nuestro tema. A continuacion,
exponemos cada uno de los contextos junto con la informacién que caracteri-

za ala poblacién de estudiantes con quienes se implement6 la unidad didactica.

1. Contexto curricular

A continuacién presentamos los cuatro documentos legales que contribuyeron
en el diseno de la unidad didactica desde las cuatro dimensiones bésicas del cu-
rriculo: contenidos, expectativas, metodologia y evaluacion. Estos documentos
surgen de la Ley General de Educacidn, del Ministerio de Educacién Nacional
(MEN, 1994a):
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1. Lineamientos curriculares en matematicas

En este documento se establecen criterios para orientar el curriculo, los ti-
pos de pensamiento (numérico, espacial, métrico, variacional y aleatorio) y los
enfoques que deberia tener la enseflanza de las matematicas en el pais. Para
nuestro caso, se establece el desarrollo del pensamiento variacional y sistemas
algebraicos y analiticos, en el que uno de sus nticleos conceptuales es el uso de
expresiones algebraicas y la nocidn de significado de la variable.

2. Estandares bdsicos de competencias

Los estandares basicos de competencias (MEN, 2006a) establecen los referen-
tes comunes de los conocimientos y destrezas minimas que debe tener todo
estudiante al finalizar ciertas etapas en su proceso de formacién. Orientan la
btsqueda de la calidad de la educacién y proporcionan unos criterios para las
evaluaciones externas (2006a, p. 11). “Los estandares son unos referentes que
permiten evaluar los niveles de desarrollo de las competencias que van alcan-
zando los y las estudiantes en el transcurrir de su vida escolar” (2006a, p. 12).
En los estandares se retoman los tipos de pensamiento matematico estableci-
dos en los lineamientos curriculares, de los cuales seleccionamos, en el pensa-
miento variacional, el estindar:“Identifica diferentes métodos para solucionar
sistemas de ecuaciones lineales” (MEN, 2006a), correspondiente a los grados

octavo y noveno.

3. Decreto 1290

El Decreto 1290 (MEN, 2009) reglamenta la evaluacion del aprendizaje y pro-
mocidn de los estudiantes, y da autonomia a las instituciones para establecer su
propio sistema de evaluacién y centrarlo en los aprendizajes de los estudiantes.
En este documento se hace mencién de la importancia de las evaluaciones
realizadas en los dmbitos internacional, nacional e institucional. Este decreto
sirvidé como pauta para construir el sistema de evaluacién utilizado en nuestra
unidad didactica, dado que establece los cuatro niveles de desempefio con los

cuales caracterizamos el rendimiento de los estudiantes.

4. Competencias PISA

Tomando como base que Colombia participa en las pruebas del estudio PISA,
decidimos contemplar las competencias evaluadas en ese estudio para la ela-
boracion de las tareas de nuestra unidad didactica. Las competencias que nos
propusimos desarrollar con la implementacion de la unidad didactica fueron:
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e Pensary razonar

*  Argumentar

e Comunicar

*  Modelar

e Plantear y resolver problemas

*  Representar

e Utlizar el lenguaje simbdlico, formal y técnico, y las operaciones

e Usar herramientas y recursos
La eleccion de las competencias del estudio PISA en el disenio de la unidad
didactica se fundamenta en la relacidn que existe entre estas competencias y las
contempladas en los estindares curriculares (anexo 1)'. En particular, la com-
petencia modelar del estudio PISA hace referencia a estructurar la situacidon
que se va a resolver, traducir la realidad a una estructura matematica e inter-
pretar los modelos matematicos en términos reales. Ademas, la competencia
modelar se relaciona estrechamente con la siguiente competencia definida
en los estandares curriculares: “...analizar la situacion; identificar lo relevante
en ella; establecer relaciones entre sus componentes y con situaciones seme-
jantes, formarse modelos mentales de ella y representarlos externamente en
distintos registros” (MEN, 2006a, p.51).

2. Contexto socioecondmico

Aunque contamos con las cuatro instituciones de los integrantes del grupo
para implementar la unidad didactica, decidimos tomar como referencia la
Institucién Educativa Compartir Bochica, ubicada en el barrio Bochica, de
la localidad de Engativa, al noroccidente de Bogota. La institucion fue elegida
por la intensidad horaria semanal de la asignatura de matematicas y por los
recursos fisicos y tecnoldgicos con los que cuenta. Esta institucidn tiene una
planta fisica de dos pisos, una biblioteca, un laboratorio de quimica, una cancha
polideportiva, dos cafeterias, sala de sistemas y 28 salones.

El nivel socioecondmico de las familias de los 1260 estudiantes matricula-
dos en la institucion se distribuye de la siguiente manera: el 1,3% de las familias
corresponde a estrato 1; el 15,5%, a estrato 2; el 82,4%, a estrato 3,y el 0,9%,
a estrato 4.

Implementamos la unidad didactica en uno de los cursos de grado nove-
no. El grupo estaba compuesto por 44 estudiantes, 24 mujeres y 20 hombres,

! Los anexos de esta capitulo se encuentran disponibles en http://funes.uniandes.edu.
co/1893/.
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cuyas edades oscilaban entre los 14 y los 16 afios. Estos estudiantes se carac-
terizaban por su buen rendimiento académico y pertenecian a un estrato so-
cioeconémico de nivel medio.

3. Contexto académico

El plan de estudios propuesto para grado noveno (anexo 2) se distribuye en
cuatro bimestres, cada uno con cuatro logros (expectativas de aprendizaje).
Nuestra unidad didactica se disefié para responder a uno de los logros del se-
gundo bimestre. Los contenidos programados para primer y segundo bimestres
estan relacionados con la funcidn lineal, la ecuacidn lineal y los métodos de
solucion de sistemas de ecuaciones lineales. Antes de la implementacién de la
unidad didactica, los estudiantes habian desarrollado actividades relacionadas
con conceptos como funcién, funcidn lineal, funcién afin, pendiente de una
recta y grafica de una funcién.

La intensidad horaria semanal de la asignatura corresponde a 6 horas,
distribuidas en 4 sesiones de 90 minutos. De acuerdo con las directrices aca-
démicas institucionales, las sesiones de matematicas estan divididas en cuatro
momentos: motivacion, explicacion del tema, ejercitacién y evaluacion.

El sistema de evaluacion de la institucidn estd dado en una escala numé-
rica de 10 a 100 puntos, organizados en los siguientes cuatro intervalos, para
establecer la correspondencia con los niveles de desempeno que propone el
Decreto 1290: desempenio bajo (10 a 69 puntos), desempefio basico (70 a 79
puntos), desempeno alto (80 a 89 puntos) y desemperio superior (90 a 100 pun-
tos). Cada uno de los logros se evalta con esta escala y se promedia con los
otros tres logros del periodo respectivo para obtener una calificacidn definitiva
de la asignatura. A su vez, el promedio de cada periodo determina el nivel de
desempeno alcanzado por cada estudiante. Los periodos tienen un valor por-
centual diferente, segin incluyan examen semestral o no. Asi, el primer y tercer
periodos tienen una ponderacién del 15% cada uno, y los periodos dos y cua-
tro tienen una ponderacion del 35%. Los examenes semestrales representan el
40% de la valoracion total del afio.

Los habitos y rutinas de la clase de matematicas se caracterizan de la si-
guiente manera: los estudiantes llevan un cuaderno donde toman los apuntes
de clase y hacen registro de su diario del estudiante; las tareas se desarrollan
normalmente de forma individual o en grupos de maximo tres estudiantes; el
profesor tiene en cuenta el trabajo desarrollado en clase, la autoevaluacion del
estudiante y una prueba escrita que en ocasiones es individual o en parejas para
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la evaluacion del aprendizaje; no se cuenta con un texto fijo que sirva como
guia para la clase, pero se permite el uso de herramientas, como libros de con-
sulta de la biblioteca, calculadoras, computador, celular.

3. Analisis didactico

El analisis didactico es un procedimiento para disenar, implementar y evaluar
una unidad didactica sobre un tema concreto de un curso o nivel determinado.
Este procedimiento hace parte de la fundamentacién de la unidad didactica,
pues permite concretar directrices curriculares generales para el tema y para
el contexto de aula de los estudiantes que fueron centro de la implementacion.
El analisis didactico se organiza en cuatro analisis, desde los cuales se estudia y
describe el tema: analisis de contenido, cognitivo, de instruccién y de actua-
ci6n. Cada uno de los cuatro anilisis trata diferentes aspectos que se relacionan
estrechamente con la planeacién de la unidad didactica. Los tres primeros ana-
lisis contienen aspectos del disefio de la unidad didactica y sirven como fuen-
te de informacidn para la elaboracién de la secuencia de tareas. El analisis de
actuacion brinda informacion para estudiar la puesta en practica de la unidad
didactica, proporcionando los medios para evaluar en qué medida se alcanzan
los objetivos propuestos.

1.Analisis de contenido

El anilisis de contenido es el punto de partida del analisis didactico y se enfoca
en el tema concreto de las matematicas escolares sobre el cual se disefia una
unidad didactica. Este analisis permite establecer la estructura conceptual, los
diferentes sistemas de representacién y la fenomenologia del concepto mate-
mitico elegido.

A partir del estindar curricular seleccionado, concretamos los contenidos
que se podian abordar durante la secuencia didictica y se tom6 como foco
conceptual la solucién de sistemas de ecuaciones lineales mediante el méto-
do grafico. Partiendo de un diagndstico de los contenidos abordados tradicio-
nalmente en las practicas de aula, relacionados con los sistemas de ecuaciones
lineales, verificamos la poca importancia que se le presta al método grafico en
relacién con los métodos algebraicos. Por ello, basindonos en su contribucién
al desarrollo del pensamiento variacional (MEN, 2006a), consideramos rele-
vante abordar este tema para nuestra unidad didactica.
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1. Estructura conceptual del foco de contenido

El anilisis de la estructura conceptual de nuestro tema da lugar al mapa con-
ceptual que se muestra en la figura 1, en el que se organizan cuatro conceptos
fundamentales: representaciones, tipos de sistemas, métodos de solucion y sis-
temas algebraicos. Se establecen algunas relaciones entre los conceptos mos-
trados y se incluye la estructura semantica de los problemas: combinacion,
comparacion e igualacion.

Como ejemplo de las relaciones que se establecen entre los conceptos,
tomamos los métodos de solucidén. Estos métodos se dividen en matricial, al-
gebraico y grifico. Este Gltimo se asocia con la posicion relativa de las rectas.
Las rectas secantes se corresponden con los sistemas compatibles determinados
y las rectas paralelas, sean coincidentes o no, se corresponden con los sistemas
compatibles indeterminados o con los sistemas incompatibles. En el mapa de
la figura 2, delimitamos con linea discontinua los conceptos asociados con el
método grafico.

Destacamos que los conceptos, las representaciones algebraicas de las
ecuaciones, los tipos de sistemas de ecuaciones lineales y la estructura seman-
tica de los problemas son la base del estudio al abordar el método grafico. Por
ejemplo, la estructura semantica de los problemas —dividida en combinacién,
comparacién e igualacidn— se asocia con la representacién algebraica canéni-
ca, que,a su vez, se relaciona con los tipos de sistemas compatibles e incompati-
bles y las diferentes representaciones graficas —secantes y paralelas—.

2. Sistemas de representacion

Denominamos sistemas de representacion al conjunto de simbolos, graficos y
reglas que permite representar una estructura matematica y que estan codifica-
dos de acuerdo con un conjunto de normas. Un mismo concepto o estructura
matemitica puede hacerse presente en una variedad de sistemas de represen-
tacion. Por lo tanto, no hay un sistema de representacidon que agote en su to-
talidad la complejidad que encierra cada concepto matematico. Los diferentes
sistemas de representacion acentian y ponen de manifiesto algunas propie-
dades importantes del concepto, a la vez que ocultan o dificultan la expresion
de otras propiedades. La comprension de cualquier concepto matematico se
potencia con la utilizacién y traduccion de mas de un sistema de representa-
cidén. La traduccion entre sistemas de representacion hace referencia al proce-
dimiento que relaciona un mismo objeto expresado en diferentes sistemas de
representacion (Rodriguez-Domingo, 2011).
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En el estudio del foco de contenido identificamos cinco sistemas de re-
presentacion: verbal, simbolico, numérico, grafico y ejecutable. El sistema de
representaciéon verbal hace referencia al lenguaje comtn y cotidiano, no ne-
cesariamente matematico, que usamos para referirnos al concepto; algunos
ejemplos son: pendiente de una recta, intersecciéon de rectas, inica solucidn,
sistemas de ecuaciones. El sistema de representacion simbdlico abarca todos
los signos y representaciones icOnicas propias de las matemaiticas para refe-
renciar el concepto; por ejemplo, la x. Por su parte, el sistema de representa-
ci6n numeérico se refiere al uso de los sistemas de numeracién en el marco del
concepto; por ejemplo, para referirnos a una solucién del sistema lo hacemos
con un par ordenado (x,y) de nimeros reales como (2, -3). El sistema de re-
presentacién grifico comprende las representaciones en el plano cartesiano,
diagramas y modelos geométricos del concepto. En nuestro foco tenemos la
representacion de rectas secantes y paralelas en el plano. Finalmente, el sistema
de representacién ejecutable o manipulable se refiere a los objetos fisicos o
informaticos con los que se pueden representar los conceptos. Geogebra o los
geoplanos son ejemplos de sistemas de representacion ejecutable y manipula-
ble, respectivamente.

Construimos el mapa conceptual de la figura 3 a partir de los sistemas de
representacion descritos anteriormente. Las flechas discontinuas en el mapa
muestran las relaciones o procesos internos en un sistema de representaciéon y
el paso de un sistema de representacion a otro. Los conceptos que se involucran
en las tareas de la secuencia didactica también se muestran en cada uno de los
sistemas de representacion.

3. Fenomenologia

La fenomenologia, como componente del analisis de contenido, es una herra-
mienta que permite relacionar el concepto con los fendmenos, situaciones y
contextos donde el concepto adquiere significado. Para realizar el analisis feno-
menologico de nuestro tema, comenzamos por identificar los contextos de uso

de los sistemas de ecuaciones: combinacion, comparacién e igualacion.

Combinacién

En el contexto de combinacién hay tres cantidades relacionadas: una coleccién
y dos subcolecciones disjuntas. Se ubican en situaciones en las que las variables
presentes son partes de un todo. Por ejemplo:

Un quimico desea crear un nuevo limpiador doméstico que contenga 30%

de fostato trisddico (TSP). Si se necesita mezclar una solucién al 16% de
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TSP con una solucién al 72% para obtener 6 litros de una solucién al 30%
de TSP, ;cuantos litros de la solucién de 16% y de la solucién al 72% nece-

sita mezclar?

En esta tarea, la coleccion es el limpiador doméstico, la subcoleccion 1 es el
TSP solucién de 16% y la subcoleccion 2 corresponde a la solucion al 72%.

Comparacion

En el contexto de comparacion existen tres cantidades expresadas: una canti-
dad de referencia, una cantidad comparativa y otra de diferencia. Una variable
se define a partir de otra utilizando términos como mayor que o el triple de,
entre otros. Por ejemplo:

El area territorial combinada de Grenada y Guam es de 890 km?. El drea de
Guam es 200 km? mayor que el drea de Grenada. Determine el 4rea territo-
rial de Guam y la de Grenada.

En esta situacion, la cantidad de referencia es el drea combinada (890 km?), la
cantidad comparativa es el area de Grenada y la cantidad de diferencia es el
area de Guam.

ITgualacion

En el contexto de igualacion existen dos cantidades diferentes y en una de ellas
se actiia aumentandola o disminuyéndola hasta hacerla igual a la otra; una es la
cantidad por igualar y la otra es la cantidad referente. Por ejemplo:

Santiago sale de su finca montando su caballo a 15 kilometros por hora. Media
hora mas tarde, Juan sale de la misma finca y se dirige por la misma ruta a

18 kilémetros por hora. ;Cuanto tiempo tardard Juan en alcanzar a Santiago?

La cantidad por igualar corresponde a la velocidad de Juan y la cantidad refe-
rente es la velocidad de Santiago.

A partir de estos contextos, identificamos dos subestructuras matematicas
que se refieren a la relacién o no de las variables implicadas en el sistema: libres
o independientes, y funcional.

Variables libres o independientes. Corresponden a situaciones en las que no existe
una relacién de dependencia entre las variables. Por ejemplo, en los contex-
tos de combinacién y comparacion las variables no estin una en funcién
de la otra.
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Con las flechas en linea gruesa se relaciona el foco Método grafico para resolver sistemas de ecuaciones lineales con
los sistemas de representacion. Con las flechas en linea continua delgada relacionamos hechos y conceptos asociados
a los sistemas de representacion del foco de contenido. Con flechas en linea punteada se relacionan las destrezas y
razonamientos que se ejecutan sobre los conceptos.
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Relacién funcional. Corresponden a aquellos casos en los que es posible y cohe-
rente dentro de la situacioén problema establecer una relacion de dependencia
entre las variables. Por ejemplo, en el contexto de igualacidn, la variable veloci-

dad esta en funcién del tiempo y la distancia.

Adicionalmente, hemos clasificado las situaciones de las tareas de acuerdo con
el estudio PISA, en lo que se refiere a los ambitos en los que se sitdan los proble-
mas y que pueden ser parte de la vida real. Las situaciones mas cercanas al estu-
diante se denominan personales. Luego consideramos las educativas o laborales,
las publicas y, por tltimo, las cientificas. Por ejemplo, la situacion descrita en el
contexto de igualacién se ubica en la subestructura de relacion funcional y es
una situacién puablica, por referirse a un hecho que sucede en la cotidianidad.
Otras situaciones son ejemplificadas en el anexo 3.

En resumen, los fendmenos organizados por los sistemas de ecuaciones
lineales se refieren a una de dos subestructuras matematicas, dependiendo de
si existe o no una relacién funcional de las variables. A su vez, los fendmenos
se pueden clasificar en tres contextos de acuerdo con la accidn descrita por las
variables: combinar, comparar e igualar. Finalmente, de acuerdo con la cercania
del estudiante con el ambito de los fendémenos, estos se pueden clasificar en si-
tuaciones personales, educativas o laborales, ptiblicas y cientificas.

2. Analisis cognitivo

En este apartado describimos las expectativas del profesor sobre lo que se es-
pera que el alumno aprenda, el predisefio de las tareas elaboradas para la imple-
mentacion y las limitaciones de aprendizaje en que incurren los estudiantes

al resolverlas.

1. Expectativas de aprendizaje

Las expectativas de aprendizaje se pueden definir como el conjunto de capaci-
dades, competencias, habilidades, destrezas, valores, actitudes y conocimientos
que se esperan adquieran o desarrollen los estudiantes en una etapa o proceso
educativo. Las primeras expectativas de aprendizaje de la unidad didactica co-
rresponden a tres objetivos que se enmarcan en el estindar “Identifica diferen-
tes métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales” (MEN, 2006a):

Objetivo 1. Aplicar el método grafico para obtener puntos de corte entre rectas
y solucion de sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.
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Objetivo 2. Comprender la nocién de solucién de un sistema lineal, relacio-
nando la existencia de Gnica solucidn, infinitas soluciones o ninguna solucién
con la posicidn relativa de las rectas en el plano.

Objetivo 3. Modelar graficamente situaciones no rutinarias mediante sistemas
de ecuaciones lineales, estableciendo la relacidén funcional entre variables.

A lo largo de la unidad didactica, nos referimos a estos objetivos como aplicar,
comprender y modelar, respectivamente. A partir de su formulacidn, conside-
ramos una tarea para cada uno. Estas tareas fueron aplicadas en las diferentes
instituciones en que trabajamos (anexo 4). Las estrategias de solucidon obser-
vadas nos permitieron determinar los procedimientos rutinarios que los estu-
diantes ponen en juego al resolver actividades relacionadas con nuestro foco de
contenido. En este informe no especificaremos las caracteristicas de estas tareas
ni de su aplicacién, pero si queremos aclarar que esas caracteristicas fueron el
punto de partida para el disefio de la secuencia didactica.

Los procedimientos rutinarios observados generaron las expectativas de
aprendizaje denominadas capacidades. Las capacidades se refieren a acciones
que evidencian habilidades o destrezas de los escolares y contribuyen al alcance
de los objetivos. En la tabla 1 presentamos el listado de capacidades organizadas
en tres grupos que responden a procedimientos rutinarios algebraicos, graficos
y transversales. Estos tltimos abarcan aspectos algebraicos y graficos.

Tabla 1
Capacidades
Capacidad Definicion
Capacidades algebraicas
C1 Pasa de un enunciado verbal a un sistema de ecuaciones lineales.
C2 Despeja incognitas en una ecuacion.
C3 Halla la pendiente de la recta que pasa por dos puntos.
ca Determina la ecuacién de la recta dadas unas condiciones graficas
y/o algebraicas.
C5 Halla ecuaciones equivalentes a otras dadas.
C6 Escribe un sistema de ecuaciones lineales en forma canénica.
C7 Escribe un sistema de ecuaciones lineales en forma estandar.
C8 Sustituye valores numéricos en ecuaciones lineales.
C9 Verifica que la solucion satisfaga las ecuaciones del sistema lineal.

Contintia
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Capacidad Definicion

C10 Identifica y comprende los parametros de una ecuacién lineal o afin.

cii Identifica qué ecuaciones corresponden a rectas lineales y cuales
arectas afines.

C32 Identifica en la grifica el punto de corte de una recta con los ejes.

C33 Identifica en la grafica la pendiente de una recta.

Capacidades graficas

C12 Representa rectas en el plano a partir de dos o mas puntos.

ci13 Representa graficamente ecuaciones lineales o afines a partir de la pendiente
Yy un punto.

Cl4 Representa ecuaciones lineales o afines a partir de parametros identificados en
la ecuacion.

C15 Determina la posicion relativa de dos rectas en el plano.

Cl16 Usa recursos graficos para representar rectas en el plano.

c17 Emplea recursos graficos para determinar el cambio de una recta al modificar
los parametros de la ecuacion asociada.

c1s Analiza la posicién relativa de dos rectas dadas sus pendientes utilizando
recursos graficos.

C19 Ubica en el plano cartesiano el punto solucién de un sistema
de ecuaciones lineales.

C20 Halla las coordenadas del punto de interseccidn de dos rectas, si existe.

C21 Identifica las coordenadas de puntos pertenecientes a una recta.

Capacidades transversales

C22 Identifica las variables que intervienen en una situacion.

C23 Elabora e interpreta tablas de valores.

o4 Determina si dos ecuaciones con dos incognitas representan rectas paralelas,
secantes o superpuestas.

C25 Determina la solucién de un sistema.

26 Relaciona la representacion grifica de una situacién con los datos
del enunciado.

c27 Relaciona las ecuaciones de un sistema con los datos del enunciado.

C28 Identifica cudndo dos o mas sistemas de ecuaciones son equivalentes.

C29 Usa escalas numéricas para representar sistemas de ecuaciones lineales.

C30 Identifica los pardmetros de una funcién lineal dada

su representacion grafica.

C31 Discrimina la informacién faltante para la resolucioén de un problema.
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Disefiamos las tareas con el proposito de que contribuyeran a la conse-
cucion de los tres objetivos establecidos y al desarrollo de las competencias
propuestas. Cabe aclarar que, aunque presentamos un grupo de capacidades
relacionadas con procesos graficos, las capacidades de tipo transversal estan re-
lacionadas con procesos mas cercanos a los graficos que a los algebraicos. Por
su parte, las capacidades de tipo algebraico estan relacionadas con procesos de
construccion del sistema de ecuaciones lineales o despeje de variables que per-
miten después identificar los pardmetros en una ecuaciéon y graficar una recta

en el plano.

2. Predisefio de la secuencia de tareas

Con el fin de llevar a la practica tareas que contribuyeran de manera efectiva
al desarrollo de competencias, al alcance de los objetivos y a la activacién de
capacidades, se disené una secuencia en la que se plantean unas tareas de tran-
sicién entre objetivos, con el propédsito de que haya continuidad entre estos y
las tareas no se perciban aisladas. A continuacién presentamos el predisefio de

la secuencia de tareas.

Tarea Figuras con 3 rectas (FR)

a) Representa las siguientes rectas en un mismo plano:
Recta1:3x-2y =0
Recta2:y+1/2(x) =4
Recta3:y=1/2(x)-2
¢Qué figura se forma? ;Por qué se forma esta figura? ; Cuales son las coorde-
nadas de los puntos donde se intersecan las rectas?
b) Representa las siguientes rectas en un mismo plano:
Rectal:y=3x
Recta2:y=1-x
Recta3: y=3x-2
:Qué figura se forma? ;Por qué se forma esta figura? ; Cuales son las coorde-
nadas de los puntos donde se intersecan las rectas?
c) Representa las siguientes rectas en un mismo plano:
Rectal:2x+y=0
Recta2:y=3-x
Recta3: y+1=-x
¢Qué figura se forma? ;Por qué se forma esta figura? ; Cuales son las coorde-

nadas de los puntos donde se intersecan las rectas?
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Tarea de transicion Sistemas equivalentes (SE)

Represente cada uno de los siguientes pares de ecuaciones (sistemas) en un plano

y responda las preguntas.

y=x-1
Sistema A:

y=-x-3

y=3x+1
Sistema B:

y=0,5x-1,5

3y=x-5
Sistema C:

y=x-3

b)

¢Cuadles son las graficas que representan cada sistema?

Si los sistemas A y B son equivalentes, ;qué propiedad grafica cumplen?,
¢qué se debe modificar en la ecuacidén y grafica del sistema C para que los
tres sean equivalentes? Explique su respuesta.

Tarea Rectas en el plano (RP)

2)

b)

d)

Ubique en un plano pares ordenados (x,y) que cumplan las siguientes con-
diciones y trace la recta que los une:

x + y =2y trace larecta que los une.

x -y =3y trace larecta que los une.

¢En qué punto se cortan las rectas? ;Qué relacidn tiene el punto de corte de
las dos rectas con las condiciones dadas?

Ubique en un plano pares ordenados (x,y) que cumplan las siguientes con-
diciones y trace la recta que los une:

x +y =5y tracelarecta que los une.

2x + 2y = 10y trace la recta que los une.

¢En qué punto se cortan las rectas? ;Qué relacion tiene el punto de corte de
las dos rectas con las condiciones dadas?

Ubique en un plano pares ordenados (x,y) que cumplan las siguientes con-
diciones y trace la recta que los une:

x + y =3y trace larecta que los une.

x +y =06y trace la recta que los une.

¢En qué punto se cortan las rectas? ;Qué relacion tiene el punto de corte de

las dos rectas con las condiciones dadas?

Establezca la relacion existente entre los sistemas de ecuaciones y sus respec-
tivas representaciones graficas.
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Tarea de transicion Encontrando rectas (ER)

Las dos rectas que se obtienen al representar graficamente las dos ecuaciones de

un sistema se cortan en el punto (1,-2).

a)  Muestre si la recta de la ecuacion x + 2y = 15 puede ser una de las ecuacio-
nes del sistema.

b) Represente unsistema de ecuaciones lineales que satisfaga el punto de corte.

Tarea Bus y carro (BC)

Un bus sale de un paradero a una velocidad de 60 km/h. Cuando ha recorrido 30
km sale del mismo paradero un carro a 65 km/h que quiere alcanzar al autobus.
¢Cuanto tiempo tarda en hacerlo y qué distancia recorre hasta conseguirlo?

Tarea Copias (CO)
En unlocal de copiado estan disponibles dos planes:
Plan 1:$50 por copia.
Plan 2: Cuota mensual de $120.000 mas $40 por copia.

¢Para cual ntmero de copias los planes representan igual costo?

Tarea Heladeria (HE)

Una heladeria compra a su proveedor helados a $400 la unidad. El duefo de la
heladeria paga de arriendo mensual un valor de $150.000 y vende los helados a
$900 cada uno. Determine la funcién de costos, la funcién de ingresos y el punto

de equilibrio.

La figura 4 muestra como las tareas denominadas de transicion se relacionan

con dos objetivos sucesivos.

Modelar
Comprender

Aplicar

Figura 4. Transicion entre objetivos
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En el siguiente apartado analizamos la solucion de las tareas en relacién
con las capacidades que se activaron y caracterizamos el alcance de los objeti-
vos. Adicionalmente, establecemos la contribucidn de las tareas a las compe-
tencias PISA.

3. Caminos de aprendizaje

Los caminos de aprendizaje se pueden definir como aquellas secuencias de ca-
pacidades que los estudiantes pueden poner en juego en el desarrollo de una
tarea. Durante la etapa de disefio de la unidad didactica, los caminos de apren-
dizaje previstos son hipotéticos y corresponden a lo que el profesor espera que
realicen los estudiantes cuando resuelvan las tareas. Estas secuencias no siempre
se desarrollan de manera lineal. Por ejemplo, en la tabla 2 presentamos los ca-
minos de aprendizaje correspondientes a las tareas del tercer objetivo.

Tabla 2
Caminos de aprendizaje para el objetivo 3
Tareas no Rutinarias Caminos de Aprendizaje
Busy carro C22-C1-C10-C14-C20-C26-C9

C22-C2-C7-C14-C20-C25-C9
C22-C2-C7-C23-C12-C20-C25-C9

Copias C22-C1-C10-C14-C20-C26-C9
C22-C1-C23-C12-C20-C25-C9

Heladeria C22-C27-C14-C23-C24-C20-C25

A partir de estas secuencias, elaboramos tres grafos que relacionan los di-
ferentes caminos de aprendizaje para las tareas que permiten alcanzar cada uno
de los objetivos. La figura 5 muestra el grafo de los caminos de aprendizaje para
el objetivo con base en las tareas y los caminos de aprendizaje que se mostraron
anteriormente. Los grafos construidos para los objetivos 1y 2 se encuentran en
el anexo 5.

Con el fin de concretar la informacion obtenida de los diferentes grafos,
elaboramos un grafo global que nos permitid caracterizar los objetivos en tér-
minos de los caminos de aprendizaje, para luego establecer como se contribuye
al desarrollo de las competencias PISA con la secuencia de tareas propuesta.
Para el grafo global, que se presenta en la figura 6, se tomd en cuenta Unica-

mente el camino de aprendizaje que mas capacidades pone en juego.
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En la parte superior de este grafo se agrupan, en un rectangulo, las capa-
cidades relacionadas con los procesos graficos. En el cuadrilitero de la parte
inferior izquierda se agrupan las capacidades relacionadas con los procesos al-
gebraicos. El poligono de la parte inferior derecha retine las capacidades re-
lacionadas con los procesos transversales. La figura 7 explica los nimeros que
aparecen en la figura 6.

Capacidad Cantidad de veces que

se pone en juego la capacidad
C12 (8)

[ 11
/ \

Numero de veces que la capacidad Numero de veces que la capacidad es el
es punto de partida final en el camino de aprendizaje

Figura 7. Nmeros en el grafo

Los niimeros que se encuentran entre las flechas del grafo indican la can-
tidad de veces que se establece la conexién entre las capacidades que une
cada flecha. Hemos resaltado con flechas mas gruesas las conexiones de mayor
frecuencia en todos los caminos de aprendizaje tomados para el grafo: dos de
estas muestran la repeticion de procesos exclusivamente algebraicos o exclu-
sivamente graficos (C4-C7 y C12-C21), y otras dos muestran el paso de un
proceso transversal a un proceso grafico (C23-C12 y C20-C26). Por la fre-
cuencia con que se utilizan las capacidades relacionadas con procesos graficos
y por los caminos de aprendizaje que terminan en su mayoria en una capaci-
dad de esta categoria, se puede observar que las tareas contribuyen al logro de
los tres objetivos propuestos. Por ejemplo, se puede ver que la capacidad 26 es
inicio y final de varios caminos de aprendizaje; es una de las capacidades mis
utilizadas y uno de los conectores mis utilizados como paso de un proceso
algebraico a uno grafico,y viceversa. La tabla 3 muestra las competencias a las
cuales favorece el desarrollo de cada una de las tareas. El alcance de la com-
petencia modelar es el resultado del alcance de competencias como pensar,
razonar y representar, a las cuales se contribuy6 con las tareas de los objetivos
aplicar y comprender.
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Tabla 3
Contribucién de las tareas al desarrollo de competencias

Competencias estudio PISA
Tareas no rutinarias PR A C M RP R LS UH

Figuras con 3 rectas (a)

v
Figuras con 3 rectas (b) v
Figuras con 3 rectas (c) 4
Sistemas equivalentes (a) v v v
Sistemas equivalentes (b) v v v

AN

Rectas en el plano (a)

AN

Rectas en el plano (b)

<

Rectas en el plano ()
Rectas en el plano (d)
Encontrando rectas (a)

Encontrando rectas (b)

SRNIE NN
\

Busy carro
Copias
Heladeria
Total 7 3 2

\
N NN
AN NN
N NN
N NN

2 1

—_

PR:pensar y razonar,A: argumentar, C: comunicar, M: modelar, RP: plantear y resolver
problemas, R:representar, LS: utilizar lenguaje simbolico, formal y técnico y operaciones,
UH:uso de herramientas y recursos.

4. Limitaciones de aprendizaje

Consideramos como limitaciones de aprendizaje aquellas dificultades y errores
que se presentan en el aprendizaje de las matematicas. Una dificultad es un co-
nocimiento parcial que el estudiante tiene sobre un tema, y con motivo de ella,
incurre en errores cuando aborda tareas concretas. Por consiguiente, los errores
son organizados en tipos de dificultades.

Para elaborar el listado de las posibles dificultades y errores en que podrian
incurrir nuestros estudiantes, realizamos una revisiéon bibliografica y encontra-
mos la clasificacién de errores presentada por Rico (1995), en la que se desta-
can los errores relacionados con la representacién interna de la informaciéon y
sus estructuras de procesamiento, los errores relacionados con el procesamien-
to de la informacién y los errores con énfasis en el conocimiento. También,
encontramos en el trabajo desarrollado por el Grupo Azarquiel (1993) un
apartado dedicado a “las dificultades de los alumnos”, relacionadas con los sis-
temas de ecuaciones lineales. Entre las mas destacadas tenemos:
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¢ Resolver un sistema es ver lo que “sale” después de igualar (la solucion

«

puede o no tener sentido):““...no tiene claro en qué consiste la combina-
cién lineal de las dos ecuaciones que le permite reducir una incognita, ni
por qué el nuevo sistema es equivalente al anterior”.

*  La dificultad para sostener toda la informacién ha conducido al error. Se
observa una confusion en la eleccién de la incognita y en la traduccidn de
la informacion al de las ecuaciones.

e A los alumnos les cuesta trabajo comprender que hay sistemas incom-

3

patibles: ““...no les resulta ficil a los alumnos darse cuenta de que, si no
ha habido errores intermedios, un resultado contradictorio al final de un
proceso logico revela un punto de partida contradictorio”.
El Grupo Azarquiel concluye que los sistemas de ecuaciones lineales resultan
ser, de este modo, el motivo ideal para profundizar en los conceptos de varia-
ble y funcién. Dentro de las dificultades evidenciadas por los estudiantes en el
aprendizaje del método grafico para solucionar sistemas de ecuaciones lineales,
establecimos dos tipos de dificultades: (a) las relacionadas con la complejidad de
los objetos matematicos y (b) las relacionadas con los procesos propios del pen-
samiento matematico. Como dificultades asociadas con la complejidad de los
objetos matemiticos establecimos aquellas relacionadas con la representacion
de sistemas de ecuaciones lineales en el plano cartesiano y las que se presentan al
establecer la solucion de un sistema lineal a partir de expresiones algebraicas y/o
representacion de rectas en el plano. En cuanto a los procesos propios del pen-
samiento matematico, establecimos la dificultad para representar situaciones no
rutinarias de sistemas de ecuaciones lineales identificando las variables y la re-
lacion establecida entre estas. La tabla 4 presenta los errores relacionados con la
dificultad para representar sistemas de ecuaciones lineales en el plano cartesiano.

Tabla 4
Errores en que incurren los estudiantes con dificultad para representar sistemas
de ecuaciones lineales en el plano cartesiano

Error Definicion
E1 Confunde los parimetros de la ecuacion de una recta en su forma estindar
y = mx + b,al representar sin hacer tabulacién.
E2 Calcula pardmetros usando formulas o reglas de procedimientos erroneas.
E3 Representa graficamente todas las rectas cortando los ejes en (0,0).
E4 Ubica en el plano puntos no co-lineales.
E5 Ubica el punto de corte de las dos rectas por encima del punto de corte de cada

recta con el eje y.

E6 Utiliza escalas inapropiadas para solucionar sistemas de ecuaciones.
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Los estudiantes con dificultad para establecer la solucidon de un sistema li-
neal a partir de expresiones algebraicas y/o representacion de rectas en el plano
pueden incurrir en los errores que se presentan en la tabla 5.

Tabla 5
Errores en que incurren los estudiantes con dificultad para establecer la solucion de un sistema lineal a
partir de expresiones algebraicas y/o representacién de rectas en el plano

Error Definicion

E7 Relaciona incorrectamente el valor de las pendientes de dos rectas con su posicién
relativa en el plano.

ES Considera que la igualdad en los coeficientes de las mismas variables implica
representacion de rectas coincidentes.

E9 Supone que dos ecuaciones no son equivalentes si la una no es multiplo
entero de la otra.

E10 Considera que dos rectas son perpendiculares si sus pendientes son:
ml=-m2oml=1/m2.

E11 Escribe expresiones que no tienen concordancia con las relaciones implicitas entre
las variables en una situacién.

E12 Confunde la representacion grifica con el respectivo nimero de soluciones
del sistema.

B3 Confunde en un par ordenado las ordenadas con las abscisas (implica obtener una
solucién intercambiada: x por y).

E20 Establece relaciones incorrectas entre el punto de corte de las rectas
y la solucion del sistema.

E21 Escribe expresiones que no concuerdan con los la representacién grafica
de una situacion.

E22 Establece relaciones incorrectas entre la representacion grafica

y los datos de un enunciado.

Finalmente, en la tabla 6 presentamos los errores asociados con la dificul-
tad para representar situaciones no rutinarias con sistemas de ecuaciones linea-
les, 1dentificando las variables y la relacion establecida entre ellas.

Para complementar la representaciéon de los caminos de aprendizaje por
medio de grafos, desarrollamos un modelo denominado “espina de pescado”,
en el que no solo se presentan las capacidades, sino los posibles errores en los
que puede incurrir el estudiante. La informacién que proporcionan puede
contribuir a disenar mejor las tareas y los procesos de instruccion por parte del
profesor. La figura 8 muestra la espina de pescado que representa el proceso
previsto que se genera al resolver la tarea “Rectas en el plano”. La columna de
la espina es el camino de aprendizaje y las espinas representan los posibles erro-

res. La secuencia se lee desde la cola hacia la cabeza del pescado.
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Tabla 6
Errores en los que incurren los estudiantes con dificultad para representar situaciones no rutinarias con
sistemas de ecuaciones lineales identificando las variables y la relacion establecida entre ellas

Error Definicion

E14 Reduce un problema de dos variables a una sola variable.

El5 Despeja variables ignorando la jerarquia de las operaciones (implica obtener
ecuaciones no equivalentes).

El6 Iguala todas las ecuaciones a cero.

E17 Asume que las rectas que representan moéviles que parten de un mismo lugar deben
partir del mismo punto en el plano.

E18 Ubica en el eje de las ordenadas la variable independiente.

E19 Soluciona un sistema de ecuaciones hallando el valor de una sola variable.

Figura 8. Espina de pescado

Ademas, establecimos la relacién entre las limitaciones y las expectativas
de aprendizaje, asi como la relacidn entre las dificultades y actuaciones previs-
tas para el profesor (anexo 6).

3. Analisis de instruccion

El foco de atencidn del anilisis de instruccion es la ensefianza. En el analisis de
instruccién buscamos materiales o recursos que sirvieran para resolver algunas
tareas; elaboramos una tarea que contribuyera a la resolucién de problemas; hi-
cimos la puesta a punto de la secuencia didictica; concretamos aspectos gene-
rales de la metodologia por emplear en cada sesion;y establecimos el papel del
profesor que se espera en diferentes momentos de una sesion de clases.
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1. Materiales y recursos

Identificamos dos tipos de materiales y recursos que contribuyen a la ense-
nanza y aprendizaje del método grafico para solucionar sistemas de ecuaciones
lineales: el material manipulativo y las herramientas tecnologicas.

Dentro del material manipulativo, construimos los denominados Acetatos
superpuestos. Este material consiste en dos hojas de acetato en las cuales se
muestra a los estudiantes la representacion grafica de la velocidad de dos movi-
les. Es un material que permite la sobreposicion de dos rectas para buscar pun-
tos de corte especificos dadas unas condiciones iniciales. Con el material no se
pierde de vista la representacién grafica de las velocidades de dos moviles. Se
utiliza en la solucidn de la tarea Bus y carro.

Otro material manipulativo utilizado son las Ecuacartas. Se trata de un
juego de cartas creado por el grupo pensando en la ejercitacion ladica de la
asociacién de los sistemas de representacién de un sistema de ecuaciones li-
neales, con unas instrucciones de juego previas. El objetivo es formar el mayor
namero de grupos de representaciones de un mismo sistema de ecuaciones
lineales. Se utiliza al finalizar la secuencia de actividades de la unidad didactica.

El software Geogebra se usdé como herramienta de ayuda para solucionar
las tareas Encontrando rectas y Heladeria. En este programa se pueden repre-
sentar graficamente ecuaciones lineales e identificar cambios respecto a la ma-
nipulacion de sus pardmetros.

En la tarea Copias incluimos una plantilla en Excel adaptada para repre-
sentar un sistema de ecuaciones lineales modificando los pardmetros de las
ecuaciones que lo componen. Ademas, este recurso ayuda a modelar situacio-
nes de variacidn lineal en el primer cuadrante del plano cartesiano y se utiliza

en la solucion de una de las tareas de la unidad didactica (anexo7).

2. Tarea transversal

Esta tarea se desarrolla durante el transcurso de toda la secuencia didactica.
Pretendemos que las otras tareas aporten elementos conceptuales, procedi-
mentales y de uso de nuevos recursos para su solucion. La tarea transversal
estd dividida en tres partes. Los propdsitos que se buscan en la solucion de
cada parte, a partir de la contribucion de las demis tareas de la secuencia, son
los siguientes:

Parte 1. Identificar y relacionar la informacibén presentada.

Parte 2. Establecer relaciones funcionales entre las variables identificadas.
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Parte 3. Escribir ecuaciones que modelen el problema; representar rectas en el
plano; determinar el punto de corte entre estas y relacionarlo con el punto de
encuentro de dos méviles; y validar la estrategia y los resultados obtenidos.

La formulacidn de la tarea Gran Premio de Brasil F1 es la siguiente.

A continuacién encontrard informacion relacionada con el Gran Premio de
Brasil de la Formula 1. Se presenta una imagen de la pista (figura A), infor-
macién de esta (tabla A) y las tablas B y C, que muestran los resultados finales

y el registro de paradas durante la competencia del 7 de noviembre de 2010.

Ferrodvon Descda do Lago

YA
5140 Seauan

pee

Informacion de la pista

Fecha de la carrera 07 Nov 2010

Nombre de la pista Autdédromo José Carlos Pace
Nuamero de vueltas 71

Extensiéndelapista 4,039 km

Distancia de carrera 305.909 km

Récord de unavuelta  1:11,473 —JP Montoya (2004)

Figura A
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Tabla A
Resultados finales de la competencia
Pos N Piloto Equipo Vlts  Retiro  Parrilla Ptos

1 5 SebastianVettel RBR-Renault 71 1:33:11.803 2 25
2 6 MarkWebber RBR-R enault 71 +4.25 3 18
3 8 FernandoAlonso Ferrari 71 +6,8s 5 15
4 2 Lewis Hamilton McLaren-Mercedes 71 +14,65 4 12
5 1 Jenson Button McLaren-Mercedes 71 +15,5s 11 10
6 4 NicoRosberg Mercedes GP 71 +353s 13 8
7 3 Michael Schumacher Mercedes GP 71 443,45 8 6
8 10 Nico Hulkenberg Williams-Cosworth 70 +1 vuelta 1 4
9 11 Robert Kubica Renault 70 +1vuelta 7 2
10 23 Kamui Kobayashi BMW-Sauber-Ferrari 70 +1 vuelta 12 1
11 17 Jaime Alguersuan STR-Ferrari 70 +1vuelta 14
12 14 Adrian Sutil Force-India-Mercedes 70  +1 vuelta 22
13 16 Sebastian Buemi STR-Ferrari 70 +1vuelta 19
14 9 RubensBarrichello Williams-Cosworth 70 +1 vuelta
15 7 Felipe Massa Ferrari 70 +1vuelta 9

Pos: posicion, N: namero,Vlts: vueltas, R etiro: momento de retiro, Ptos: puntos

Tabla B

Tiempos en pits

Pdas N Piloto Equipo V  Hora Tiempo Ptos
1 1 Jenson Button McLaren- Mercedes 11 14:17:48  21.054  21.054
1 7  Felipe Massa Ferrrari 12 14:19:05 21.025 21.025
1 9 Rubens Barrichello Williams-Cosworth 13 14:20:23  29.061  29.061
2 7  Felipe Massa Ferrari 13 14:20:47 25.161 46.186
1 10 Nico Hulkenberg  Williams-Cosworth 14 14:21:39 21.884 21.884
1 11 RobertKubica Renault 14 14:21:41 22278 22278
1 22 Nick Heidfeld BMW-Sauber-Ferrari 14 14:21:45 21.648 21.648
1 20 Christian Klien HRT-Cosworth 11 14:22:58 23.342  23.342
1 17 JaimeAlguersuan ~ STR-Ferrari 15 14:23:05 22.069  22.069
1 15 KamuiKobayashi  Force-India-Mercedes 16 14:24:30 21.242  21.242
1 24 Vitantonio Liuzzi  Lotus-Cosworth 16 14:24:53  21.950 21.950
119 Timo Glock Virgin-Cosworth 17 14:26:11  21.480 21.480
1 16 Heikki Kovalainen STR-Ferrari 18 14:27:01 25.914 25.914
1 12 Sebastian Buemi Renault 19 14:28:30 22.884 22.884
1 2 Lewis Hamilton McLaren- Mercedes 20 14:29:25 21.255 21.255

Pdas: paradas, N: ntimero,V: vuelta, Ptos: puntos
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Problema: Encontrar una estimacién de la vuelta y tiempo que transcurrié cuando

un piloto pudo sobrepasar al menos una vez a otro piloto.

Parte 1. Elegir tres pilotos de los presentados en las tablas A y B. Discriminar la in-

formacion relevante presentada en las tablas.

Parte 2. Encontrar una estrategia para determinar en qué vuelta y a qué tiempo
transcurrido sobrepasa un piloto a otro. Discriminar la informacion faltante para

llevar a cabo la estrategia elegida.

Parte 3. Reformular y presentar el plan de solucién disenado para la solucidon del
problema, indicando el por qué de la eleccién de los pilotos, como se determind

la estrategia y la verificacién de esta.

3. Presentacion de las tareas

Las tareas tituladas Figuras con tres rectas (establecida como tarea diagnostica),
Sistemas equivalentes y Rectas en el plano, que presentamos en el apartado del
predisefio de la secuencia de la unidad, dentro del anilisis cognitivo, no tuvie-
ron cambios y se incluyeron en la secuencia tal y como fueron diseniadas desde
el principio. Sin embargo, la tarea de transicion Encontrando rectas se modi-
fic6 atendiendo a la inclusion del programa Geogebra como herramienta de

ayuda para solucionarla. De esta forma, el disefo fue el siguiente.

ER: Encontrando rectas (sesiones 6y 7)

Las dos rectas que se obtienen al representar graficamente las dos ecuaciones de

un sistema se cortan en el punto (1,-2).
Haciendo uso de Geogebra:

a)  Silarecta cuya ecuacion es x + 2y = -3 es una de las rectas representadas, de-
termine cual puede ser la ecuacion de la otra recta.

b) Represente dos sistemas de ecuaciones lineales (dos pares de rectas) que se
intercepten en (-3,-4). Complete las siguientes tablas con las ecuaciones
de cada sistema. Complete la siguiente informacién con las ecuaciones de

cada sistema:

Sistema de ecuaciones A

Ecuacion 1: Ecuacion 2:

Sistema de ecuaciones B

Ecuacion 3: Ecuacion 4:

¢) ¢Formanlas ecuaciones 1y 3 un sistema equivalente a las ecuaciones 2y 4?
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De forma similar, se realizaron cambios en los contextos presentados para las

tareas Bus y carro, Copias y Heladeria. En estas tareas, las situaciones presenta-

das contribuyen a nutrir el contexto mostrado en la tarea transversal Formula 1

y establecer acontecimientos que podrian suceder en la pista mostrada en la

tarea transversal. Por lo anterior, el diseno final de las tres tareas mencionadas

fue el siguiente.

BC: Bus y carro (sesidn 8)

Dos aficionados a la Formula 1 se trasladan hacia la pista de Interlagos para ob-

servar la carrera del Gran Premio de Brasil. Los acetatos muestran la grafica de la

velocidad constante del bus y el automévil en los que se trasladan los aficionados a

30 km/hy 50 km/h, respectivamente. Utilizando la superposicion de los acetatos,

resuelve las siguientes situaciones:

a)  Elbus parte de un paradero y cuando ha recorrido 40 km, el automévil ini-
cia su recorrido desde el paradero en la misma direccién del bus. ;Cuanto
tiempo tarda el automovil en alcanzar el bus?, ;qué distancia ha recorrido
cada vehiculo cuando el automévil alcanza al bus?

b)  Si el bus sale del paradero a las 7:00 a. m. y el automévil parte del mismo
punto a las 10:00 a. m., en la misma direccidon que el bus sa qué distancia
del paradero se encuentran los dos vehiculos?, ;a qué hora se encuentran
los vehiculos?

¢)  Si el bus parte del paradero hacia la pista y el automévil parte de la pista
hacia el paradero, ambos a las 9:00 a. m., ;a qué distancia del paradero se en-

cuentran los dos vehiculos si las ciudades estan separadas por 200 km?

CO: Copias (sesidn 9)

Lee atentamente la siguiente situacién y resuélvela desarrollando los puntos des-

critos a continuacion, utilizando la plantilla de Excel (ParamExcel).

Un establecimiento en Bogota quiere transmitir en directo el evento Gran
Premio de Brasil de la Formula 1. En un local de copiado ofrecen dos planes a los
organizadores para multicopiar volantes con la publicidad:

Plan 1:$50 por copia.

Plan 2: Cuota diaria de $4000 mas $40 por copia.

¢Para qué cantidad de copias los planes representan igual costo?

a)  Identifica los valores dados en la situacién y escribelos en las casillas verdes de
la plantilla en las cuales consideres deben estar; ten en cuenta los titulos que
preceden las casillas. Explica por qué has ubicado cada valor en cada casilla.

b) Compara los valores obtenidos en la tabla de casillas amarillas y relaciéna-
los con la grafica obtenida. ;Los valores y la grafica representan la situacién
dada? Explica tu respuesta.
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¢)  Revisa tus procesos y, de ser necesario, ubica nuevamente en las casillas ver-
des los valores identificados en la situacién. Responde la pregunta dada.
d)  Explica qué relacidén existe entre las ecuaciones mostradas por la plantilla y

los valores dados en la situacion.

Para resolver esta actividad se prepard una plantilla en Excel (ParamExcel)
creada para representar un sistema de ecuaciones lineales modificando los pa-

rametros de las ecuaciones que lo componen.

HE': Heladeria (sesién 9)
Por medio del programa Geogebra, resuelve la siguiente situacién:

Dentro del establecimiento en que se transmite la carrera de la Férmula 1
hay una venta de helados. El vendedor compra al proveedor helados a $400 la
unidad, paga de arriendo mensual un valor de $150 000 y vende los helados a
$900 cada uno. Determine la funcién de costos, la funcién de ingresos y el punto
de equilibrio.

4. Descripcién de las tareas
La tabla 7 muestra la descripcién de las tareas en cuanto a recursos, agrupa-

mientos e interacciones que se previeron para la implementacion.

Tabla 7
Descripcién de las tareas

Atributo Descripcion

Figuras con tres rectas (diagnostico)

Representar rectas en el plano y establecer coordenadas de los puntos

Meta . .,
de interseccion.
Recursos Papel,lapiz y regla.
. Gran grupo para presentacion de la actividad. Individual para
Agrupamiento
el desarrollo de la tarea.
. El profesor entrega copia escrita a cada estudiante y presenta la actividad,
Interaccion o . .
regula el desarrollo de la tarea dando cumplimiento al tiempo previsto.
Sistemas equivalentes
Met Representar sistemas de ecuaciones lineales e identificar propiedades
eta . . .
graficas de los sistemas equivalentes.
Recursos Papel,lapiz y regla.

Contintia
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Atributo Descripcion
Gran grupo para la presentacion de la actividad y para la puesta en
Agrupamiento comun. Parejas para el desarrollo de la tarea. Estas parejas han sido
conformadas a partir de los resultados de la tarea anterior.
El profesor entrega copia escrita a cada pareja de estudiantes, presenta la
Interaccién actividad y regula el desarrollo de la tarea generando puesta en comun
por cada cuestion trabajada
Rectas en el plano
Comprender la nocién de solucién de un sistema lineal relacionando
Meta la existencia de Gnica, infinitas o ninguna solucién con la posicién
relativa de las rectas en el plano.
Recursos Papel,lapiz y regla.
. Gran grupo para la presentacién de la actividad y para la puesta en
Agrupamiento A
comun. Parejas para el desarrollo de la tarea.
El profesor entrega copia escrita a cada pareja de estudiantes, presenta la
Interaccioén actividad y regula el desarrollo de la tarea generando puesta en comin
por cada cuestidn trabajada.
Encontrando rectas
Met Plantear sistemas de ecuaciones lineales 2X2 dado el punto solucién y
eta . .
hallar sistemas equivalentes.
Recursos Software Geogebra, tablero, papel y lapiz.
. Gran grupo para la presentacién de la actividad y para la puesta en
Agrupamiento A
comun. Parejas para el desarrollo de la tarea.
El profesor presenta la actividad, entrega copia escrita a parejas de
Interaccion estudiantes y regula el desarrollo de la tarea generando puesta en comin
por cada cuestion trabajada.
Bus y carro
Modelar una situacién de velocidad con sistemas de ecuaciones lineales,
Meta ‘-
hallando el punto de encuentro de dos moviles.
Recursos Acetatos con planos representados, cuadricula, papel y lapiz.
. Parejas para exploracion del material y desarrollo de la tarea,y gran
Agrupamiento JasPp P , Y V8
grupo para la puesta en comin.
Se inicia con la entrega de material y la actividad, el profesor
contextualiza la actividad y deja que los estudiantes manipulen el
Interaccién material y resuelvan las cuestiones presentadas en parejas. Finalmente el

docente dirige la puesta en comun de las soluciones dadas
en los grupos.

Contintia
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Atributo

Descripcion

Meta
Recursos

Agrupamiento

Interaccion

Copias

Modelar una situacién de costos identificando variables y parimetros
implicitos en ella, con ayuda de la plantilla ParamExcel.

Plantilla ParamExcel; papel y lapiz.

Gran grupo para presentacién de la actividad; parejas para el desarrollo y
verificacion de respuestas, y gran grupo para puesta en comun.

En la sala de sistemas, el profesor asigna ordenador por parejas, presenta
la plantilla ParamExcel, contextualiza la actividad y regula el desarrollo
de la tarea. Finalmente dirige la puesta en comun en gran grupo,
proyectando en una pantalla las soluciones dadas por las duplas

de estudiantes.

Meta

Recursos

Agrupamiento

Interaccion

Heladeria
Establecer el punto de equilibrio para el negocio de la heladeria.
Software Geogebra, papel y lapiz.

Gran grupo para presentacion de la actividad, parejas para el desarrollo y
verificacion de respuestas, y gran grupo para puesta en comun.

En la sala de sistemas, el profesor asigna computador por parejas,
contextualiza la actividad y regula el desarrollo de la tarea. Finalmente
dirige la puesta en com(n en gran grupo, proyectando en una pantalla
las soluciones dadas por las duplas de estudiantes y relacionando los
procesos desarrollados.

Meta

Recursos

Agrupamiento

Gran Premio de Brasil F1

Parte 1. Comprender el problema presentado y discriminar informacién
obtenida de las tablas y caracteristicas de la pista para determinar
informacién que pueda ser necesaria para solucionar

el problema.

Parte 2. Establecer una estrategia para resolver el problema, discriminar
la informacién faltante y llevar a cabo la estrategia elegida.

Parte 3 Verificar la efectividad de la estrategia elegida para la solucién

de la tarea.

Informacién en forma escrita (fotocopias), tablero, video-beam,
papel y lapiz.

Gran grupo para la presentacion de la actividad, exponer y contrastar
formas de solucidén y respuestas obtenidas. Parejas para interpretacion
de la situacion y planteamiento de la estrategia de solucién, discriminar
la informacién relacionandola con la estrategia, aplicar la estrategia y
verificar la solucién.

Contintia
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Atributo Descripcion

Parte 1.El profesor presenta la situacién (contexto de automovilismo

Férmula 1) y explica los datos contenidos en las tablas. Las parejas eligen

tres pilotos de los presentados, encuentran una manera para determinar

en qué vuelta y a qué tiempo transcurrido sobrepasa un piloto a otro.

Parte 2. El profesor verifica la participacion de los estudiantes en los

grupos, permite y promueve el uso de herramientas matematicas

para disear la estrategia que les permita abordar el problema,

observa y orienta las estrategias de cada grupo, elige dos grupos

que tienen estrategias enfocadas a la modelacion del problema

I . para que las presenten ante todo el curso. Las parejas disefian un

nteracaion plan para solucionar el problema utilizando la informacion presentada.

Esto incluye discriminar la informacién que se presenta en las tablas, las
caracteristicas de la pista y determinar qué informacion es desconocida
y puede ser necesaria para solucionar el problema.
Parte 3.El profesor induce a las parejas a indagar sobre posibles relaciones
funcionales entre los datos mostrados o posibles proporciones que se
puedan extraer analizando los datos de las tablas y orienta a los grupos
para que consoliden sus estrategias hacia procesos matematicos propios
de los sistemas de ecuaciones lineales como relaciones funcionales,
tablas, ecuaciones y graficas

5. Metodologia general de la unidad diddctica

Antes de implementar la primera tarea, en una sesién que podemos denominar
cero, se planificé compartir con los estudiantes cada uno de los objetivos de
aprendizaje y las pautas que les permitirian determinar qué capacidades debian
lograr para poder alcanzarlos. También, se mostraron los criterios de evalua-
cién junto con una presentacion general de lo que se trabajaria durante las
11 sesiones. Teniendo en cuenta los resultados de la tarea diagnostica, que se
realiz6 individualmente, se planific la organizacién de los escolares en parejas
para el desarrollo de las demas actividades de la secuencia. Las parejas fueron
conformadas por un estudiante de nivel alto y un estudiante de nivel bajo, con
el objetivo de contribuir en la superacion de dificultades. Denominamos esta
estrategia como “plan padrino”.

Para el desarrollo de la secuencia didactica se pronosticaron acciones en
las que el profesor contextualiza las actividades, observa y orienta las estrategias
de cada grupo, y los lleva a plantear y aplicar el método grifico en la solucion
del sistema de ecuaciones en cada tarea. Ademas de aclarar las dudas que se van
presentando en el desarrollo de las actividades, el profesor regula la puesta en
comun de los procesos desarrollados por los estudiantes.



248 DI1SENO, IMPLEMENTACION Y EVALUACION DE UNIDADES DIDACTICAS...

Ya que la tarea transversal requiere el uso de herramientas tecnoldgicas y
el disenio de presentaciones, consideramos oportuno complementar las habi-
lidades lingtiisticas que han desarrollado la mayoria de los estudiantes con el

conocimiento que poseen del contexto de la Formula 1.

6. Esquema de los momentos de una sesién de clase

La sesion de clases se distribuye en cinco momentos para (a) organizar a los
estudiantes, (b) solucionar las tareas propuestas, (c) presentar el trabajo de dos
grupos de estudiantes, (d) discutir las soluciones propuestas y (e) corregir los
errores observados en los procesos de los estudiantes. En cada uno de los mo-
mentos se prevén actuaciones del profesor que atiendan la metodologia pro-
puesta. Dentro de estas actuaciones se espera que el profesor instruya, oriente,
observe, cuestione, seleccione y valide los procesos desarrollados por los estu-
diantes. En la figura 9 se sintetizan las actuaciones que se esperan del profesor

en los diferentes momentos de una sesion.

4. Analisis de actuacion

El analisis de actuacion es el altimo del analisis didactico. Su foco de atencién
es el seguimiento del aprendizaje de los escolares y de la propia ensenanza del
profesor durante la puesta en practica del disefio elaborado en el analisis de
instruccidén. Presentamos el sistema de evaluacion junto con los instrumentos
diseniados para la recoleccién y organizacidon de los datos, que posteriormente
seran analizados en la evaluacién de la implementacion. Estos instrumentos
mencionados servirin para evaluar a los estudiantes y analizar la implementa-
ci6n de la secuencia didactica.

1. Instrumentos de recoleccion de datos

En este apartado describimos los instrumentos de recoleccién de datos:la acti-
vidad diagnéstica, el diario del estudiante, el diario del profesor, las parrillas de
observacién y las rabricas de evaluacidén de las tareas.

Actividad diagnéstica

Dadas sus caracteristicas, decidimos establecer Figuras con tres rectas como ta-
rea de diagnostico. Su aplicacidn se haria en la sesion 1, durante 90 minutos y
de manera individual. Con ella se pretende determinar dificultades de los es-
tudiantes, relacionadas con la representacién de rectas en el plano y el despeje
de variables, y determinar las ayudas y ejercicios de refuerzo que se desarrollan
antes de la implementacion.
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Diario del estudiante

De acuerdo con Bordas y Cabrera (2001), el diario del estudiante pretende que
el estudiante reflexione y escriba sobre el propio proceso de aprendizaje abar-
cando lo relativo a una sesién o limitindose a una tarea en particular. Se deter-
mind que su diligenciamiento se hiciera en el cuaderno como actividad para
la casa, a partir del trabajo de cada clase, y que su socializacién estuviera a cargo
de dos o tres estudiantes. Asi mismo, se planed que este trabajo se desarrollara
al inicio de cada sesion, con una duracién de 10 a 15 minutos. En la figura 10
presentamos el formato adoptado para tal fin.

Fecha: Tema:

:Qué aprendi? :Qué duda quiero resolver?

¢Coémo me senti realizando la actividad? :Coémo fue la dinimica de trabajo en clase?
Observaciones

Figura 10. Diario del estudiante

Diario del profesor

El diario del profesor tiene como objetivo recolectar las impresiones generales
del desarrollo de la sesion, las intervenciones relevantes de los estudiantes y las
actuaciones del profesor. La figura 11 presenta el formato del diario del profe-
sor que hemos construido.

Fecha: Curso: Hora inicio: Fin:
Nombre de la actividad:

Previsiones de la actividad

Acciones no previstas

Del maestro Del estudiante

| Dificultades y dudas surgidas

:Qué se puede mejorar? / Ideas nuevas

Figura 11. Diario del profesor
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Parrillas de observacién

La parrilla de observacién es un formato de clase que contiene el camino de
aprendizaje previsto, los posibles errores en los que incurriran los estudiantes y
algunas actuaciones que puede realizar el docente. También, incluye unos espa-
cios para situaciones no previstas y observaciones generales de cada pareja. Este
instrumento es diligenciado por el profesor durante y después del desarrollo de
las tareas de la secuencia didactica. La figura 12 muestra un ejemplo de la parri-
lla de la actividad diagndstica.

Actividad diagndstica: figura con tres rectas
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Figura 12. Parrilla actividad diagndstica

En la parte inferior de cada parrilla encontramos una tabla donde se re-
gistra el nombre de la pareja, el camino de aprendizaje seguido y un espacio
para observaciones. Al final de este formato de parrilla encontramos unas pre-
guntas clave que pueden guiar a los estudiantes en la consecucién del camino
de aprendizaje. Por ejemplo, ;cuantos valores se tomaron para x?, ;qué valores
tomaron para x? o ;qué escala van a tomar para cada plano? También hay un
espacio para observaciones. Las parrillas de observacion de las demis tareas se

encuentran en el anexo 8.
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Ruibricas de valoracin de las tareas

Las rabricas corresponden a la valoracion de los desempenios de los estudiantes
segln las capacidades usadas durante el desarrollo de una tarea. Las valoracio-
nes dadas se corresponden con los diferentes niveles de desempefio que ya se
presentaron en el apartado anterior. En nuestra unidad didictica se disenaron
ribricas para las tareas de transicidn y la transversal (anexo 9). A partir de ellas,
el profesor establece la valoracion de los procesos desarrollados por los estu-
diantes en la solucién de las tareas y realimenta los resultados de la evaluacidn.
De esta manera, se da cumplimento al objetivo de la evaluacion formativa de
poner énfasis en la valoraciéon permanente de las distintas actuaciones de los
estudiantes cuando interpretan y tratan situaciones matematicas (MEN, 2006a,
p-75). En la tabla 8 presentamos la rabrica correspondiente a la tarea Siste-
mas equivalentes.

Tabla 8
Rilbrica de la tarea Sistemas equivalentes

Rubrica de la tarea Sistemas equivalentes

Valoracion por desemperios Camino de aprendizaje Ejemplo

Superior

Grafica correctamente los C2-C10-C24-C14 Representa los tres

tres sistemas de ecuaciones.
C28-C26—-C21-C12—-
C4-C27

Reconoce que los sistemas
equivalentes son los que
tienen la misma solucién.
Identifica qué parametros

se deben modificar en una
ecuacidn del sistema C, para
lograr que todos los sistemas
sean equivalentes.

sistemas con solo dos
puntos en cada recta.
Ademis, identifica que la
recta y=x-3 debe ser la
modificada para que sean
todos equivalentes “pues
no pasa por el punto
(-1,-3) y se requiere otra
recta que si pase por alli”.

Alto

Grafica correctamente los C2-C10-C24-C14
tres sistemas de ecuaciones.

C28-C26-C21-Cl12—
C4-C27

Reconoce que un sistema
equivalente a otro es aquel
que tiene el mismo punto
solucién e identifica qué
parametros se deben
modificar en la ecuacion del
sistema C pero obtiene la recta
de manera no sistematica.

Grafica los tres sistemas
sin dificultad;identifica
que son sistemas
equivalentes, pero no da
argumentos algebraicos
para la modificacién de la
ecuacion y=x-3:“se debe
hacer que suba la recta

un poco”.

Contintia
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Rubrica de la tarea Sistemas equivalentes

Valoracion por desemperios Camino de aprendizaje Ejemplo
Basico

Grafica con dificultad los C2-E15-C10-E7- Grafica los sistemas

sistemas de ecuaciones e C24-C14 después de algunas

identifica qué son sistemas correcciones e identifica

equivalentes. C28—-C26-E13-C21-E4 elementos que no
C12-E21-C4- son suficientes para la
E11-C27 equivalencia de sistemas:

«
son rectas. .., cortan los

ejes...,se cruzan en el

tercer cuadrante, etc.”

Bajo
Presenta dificultad en graficar C21-E4-E13-C12 Traza curvas, hace calculos
los sistemas y no identifica erréneos con decimales en
sistemas equivalentes. y=0,5x—1,5yno
despeja adecuadamente
Jy=x-5

Examen final de la secuencia

Para la tltima sesion de la secuencia se planed realizar el juego de Ecuacartas
en un primer momento (40 minutos), para que los estudiantes jugaran en gru-
pos de cuatro, poniendo a prueba el aprendizaje y las capacidades desarrolladas
alo largo de la secuencia didictica. Posteriormente, ellos presentarian en forma
individual el examen final que presentamos en la figura 13. El examen consta
de cuatro preguntas que abarcan los objetivos planteados, con un tiempo de
40 minutos. La estructura del examen final se detalla en el anexo 10.

2. Sistema de evaluacion

En un primer momento se dan a conocer a los estudiantes los objetivos y los
criterios de logro de la unidad didactica (anexo 11), para que tengan una idea
general de todo el trabajo que deben realizar en la secuencia, y se retoman en
el formato de autoevaluacién que presentamos posteriormente. Estos criterios
fueron elaborados a partir de las capacidades establecidas en el anilisis cogni-
tivo, intentando adaptarlas a un lenguaje comprensible. Por ejemplo, para el
desarrollo del objetivo 1, en el que se pretende activar especificamente las ca-
pacidades C12, C13 y C14, el criterio de logro fue el siguiente: “Represento
rectas en el plano a partir de dos puntos, de la pendiente de la recta y un punto,
o de los parametros de su ecuacidon”.
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Examen final

1. Determine el punto de interseccién de las siguientes rectas:
e Larecta con ecuacién y= -2x + 5
* Larecta que pasa por los puntos (1, -5) y (-2, -20)

2. Determine las ecuaciones de una recta paralela y una secante a la recta mostrada
en el siguiente plano:

3. Las rectas y=3x-5 y y=5 -x, forman un sistema equivalente con el presentado
en la siguiente grafica? Justifique la respuesta.

4. Dos pueblos,A y B, distan 166 km. A la misma hora sale de cada pueblo un ci-
clista. El ciclista que parte de A viaja a una velocidad de 25 km/h y el que parte
de B viaja a 33 km/h. ;A qué distancia de cada pueblo se encuentran? ;Cuanto
tiempo ha transcurrido?

Figura 13. Examen final
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Los estudiantes fueron participes en la evaluacién por medio de una au-
toevaluacidn y una coevaluacidn, que fueron aplicadas al final de la secuencia
de actividades. Estos instrumentos pretendian ayudar al estudiante de forma
mis eficiente en su aprendizaje y encaminarlo a una reflexion personal y gru-
pal acerca de sus habilidades y fortalezas, tanto cognoscitivas como de respon-
sabilidades dentro del grupo.

Nuestro sistema de evaluacion se caracterizé por tener dos tipos de valo-

racion: cualitativa y cuantitativa.
Valoracion cualitativa

En la valoracién cualitativa se hace referencia a los niveles de desempeno su-
perior, alto, basico y bajo, en los cuales se ubica al estudiante al terminar cada
proceso (Decreto 1290). Ademas, se describen las capacidades y/o dificultades
propias de cada nivel de desemperio; estos tienen unas caracteristicas definidas.
Un estudiante ubicado en el desempeno superior activa de forma sobresaliente
las capacidades esperadas para la actividad y desarrolla el camino de aprendizaje
sin dificultades. Un estudiante ubicado en el nivel alto muestra un desempeno
adecuado en las capacidades previstas para la actividad, desarrolla el camino de
aprendizaje sin mayores dificultades, especialmente referidas a las algoritmicas,
e incurre en errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes.
Este es el nivel esperado que todos o la gran mayoria de los estudiantes deberia
alcanzar. Un estudiante ubicado en el nivel basico muestra un desempefo mi-
nimo en las capacidades previstas para la tarea, desarrolla el camino de aprendi-
zaje con dificultades e incurre en errores debidos a un aprendizaje deficiente
de hechos, destrezas y conceptos previos. Un estudiante ubicado en el nivel
bajo no resuelve las preguntas de menor complejidad o muestra dificultad para
resolverlas, activa menos del 50% de las capacidades previstas e incurre en erro-
res debidos a asociaciones incorrectas, rigidez del pensamiento o dificultades

para obtener informacion espacial.
Valoracion cuantitativa

La valoracién cuantitativa se refiere al valor numérico o puntaje asignado a
cada estudiante segin sus evidencias de trabajo y procesos, que permiten de-
terminar los criterios de logro alcanzados en cada tarea. La valoracién cuantita-
tiva del nivel superior corresponde al intervalo 90 a 100 puntos; el nivel alto, de
80 a 89 puntos; el basico,de 70 a 79 puntos,y el bajo,de 10 a 69 puntos.

Al finalizar la unidad didactica los estudiantes fueron categorizados en un
nivel de desempeiio (superior, alto, basico y bajo) de acuerdo con los puntajes
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obtenidos en los diferentes aspectos evaluados en las diferentes sesiones. En la

tabla 9 se muestra el resumen del sistema de evaluacidén empleado en la uni-

dad didactica.

Tabla 9

Sistema de evaluacion de la unidad didéctica

Aspectos a tener en cuenta

Porcentaje de la nota
final para cada aspecto

Instrumentos y elementos
que permiten observar
y valorar los aspectos

Desarrollo de las tareas durante la sesion

Procesos realizados en la
solucion de cada tarea

Argumentos y lenguaje
matematico utilizado

Representaciones y
capacidades utilizadas

15% a cada tarea de
transicion valorada desde
las riibricas construidas.

Las tareas Figuras con
tres rectas, Rectas en el
plano, Bus y carro, Copias
y Heladeria tendran un
peso del 10%.

Parrillas de observacion

Criterios de logro y
desemperio por tarea

Diario del protesor

Diario del estudiante

Elementos actitudinales durante la sesion

Seguimiento de instrucciones
de las actividades

Participacion (socializacion de
procesos, puesta en comun)

Actitudes frente a la clase que
ayuden al pleno desarrollo de
la sesién (comportamiento

o disciplina)

Trabajo en casa

Diario del estudiante

Actividades de refuerzo
(opcional)
Evidencias de superacién

Resultados finales de la
tarea transversal (planeacién,
ejecucién, comprobacion)

Ecuacartas

Examen final

5%

5%

5%

25%

5%

10%

Parrillas de observacion

Criterios de logro y
desempenio por tarea

Diario del protesor

Diario del estudiante

Socializacién del diario

Cuaderno de apuntes

Criterios de valoracion para la
tarea transversal (ver el analisis de
la tarea transversal y planilla

de correccién en los archivos
complementario 12y 13)

Criterios de valoracion para la
evaluacion final

Contintia
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Instrumentos y elementos
que permiten observar
y valorar los aspectos

Porcentaje de la nota

Aspectos a tener en cuenta
final para cada aspecto

Autoevaluacion y valoraciéon de un compaiiero

Autoevaluacion al finalizar 5% Formato de autoevaluacién

la unidad didactica .,
Formato de valoracién

Valoracién del compaiiero aun companero

de trabajo

3. Procedimientos de evaluacion y recoleccion de datos

El estudio se centro en las estrategias de resolucion y el logro de aprendizaje de
los estudiantes al desarrollar las tareas, estableciendo las capacidades que permi-
tieron el alcance del objetivo.

Seleccionamos los siguientes instrumentos para la recoleccién de in-

formacioén:

¢ Grabaciones de video.

e Diario del profesor y entrevistas informales.
e Diario del estudiante.

Cada instrumento contiene caracteristicas que pretenden recopilar informa-
ci6én relacionada con los factores emocionales y motivacionales de los estu-
diantes (anexo 14). Previmos la recoleccion de la informacién a partir de: (a) la
revision de actividades desarrolladas por las parejas de estudiantes al finalizar
cada sesion, (b) las grabaciones de video de cuatro sesiones —en la tarea diag-
nostica, en la tarea sistemas equivalentes, en las presentaciones finales y en el
examen final—,y (c) el diligenciamiento de las parrillas de observacién al fina-
lizar cada sesion.

Las grabaciones de video brindan un panorama global de las dindmicas
grupales y estrategias de resolucion de algunos grupos y permiten observar
actuaciones de los estudiantes que no se pueden recolectar con facilidad en
los otros instrumentos. El diario del profesor, diligenciado al finalizar la sesion
de clases, integra las estrategias utilizadas por los estudiantes y capacidades no
previstas en la planeacion. Finalmente, el diario del estudiante permite com-
plementar la informacién registrada por el profesor en su diario y lo registrado

en los videos.
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4. Descripcion y justificacion del disefio

A partir de todos los aportes del analisis didactico, en esta seccion del informe
describimos el disefio final de la secuencia didactica. Exponemos la manera
en que estan dispuestas las diferentes tareas y los propoésitos de cada una de
ellas; ademas, proponemos una secuencia organizada a partir de los tres obje-
tivos: aplicar, comprender y modelar. También, mencionamos en qué consis-
ten las tareas denominadas de transicién que permiten dar continuidad de un
objetivo a otro; y mostramos el disefio de una tarea que los estudiantes fueron
desarrollando a lo largo de toda la unidad. Esta tarea consiste en una situa-
ci6n problema, cuyo objetivo principal es que los estudiantes activen las ca-
pacidades desarrolladas en las demas tareas de la secuencia. La denominamos
“tarea transversal”.

Este disefio de la unidad didictica nos permite garantizar dos propositos.
Primero, que las actividades tengan una continuidad respecto a las capacida-
des desarrolladas y complejidad de las tareas.Y, segundo, que la tarea transversal
permita al estudiante tener un referente constante de la utilidad de todo el
conjunto de actividades. Incluso la informacidn que se obtiene del anilisis rea-
lizado al disefio después de su implementacién nos muestra lo adecuado del

disefio y el éxito que se puede obtener en posteriores implementaciones.

1. Planificacion propuesta

A continuacién presentamos el esquema general de la unidad didactica y el
esquema de evaluacion:

1. Esquema general de la unidad diddctica

En la figura 14 se muestra la distribucion de la secuencia didactica por sesiones,
asociando cada objetivo de aprendizaje con las tareas. También, se muestran
las diferentes etapas en cada una de las sesiones donde se abre el espacio para
trabajar la tarea transversal. Se finaliza la secuencia con el juego Ecuacartas y el

examen final.

2. Evaluacion

A lo largo de la unidad didactica se han establecido ciertos momentos para
la evaluacion de los desempenos de los estudiantes. Entre estos se destacan la

tarea diagndstica, las tareas de transicidn, el examen final, la autoevaluacion y
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la coevaluacién. La tarea diagnostica permite evidenciar los conocimientos
previos que tienen los estudiantes de conceptos como funcidn lineal, fun-
cién afin, solucidon de ecuaciones lineales, representaciones en el plano. Otro
de sus objetivos es guiar el plan padrino, con el que se espera que estudiantes
con buenos desempenos en la asignatura apoyen el trabajo de quienes presen-
tan dificultades.

Las tareas de transicion se disefiaron para aplicarse durante la finalizacion
de un objetivo e inicio del siguiente. De esta forma, se podria observar si se
han logrado los propésitos del objetivo inmediatamente anterior y preparar
al estudiante para el objetivo que sigue. El examen final comprende el juego
Ecuacartas como dindmica de grupo y una prueba escrita en la que se evalGa
el alcance de los tres objetivos propuestos. Finalmente, la autoevaluacion y la
coevaluacion se desarrollan en un formato escrito en el que los estudiantes
valoran sus desempenos segtn las capacidades algebraicas, graficas y transver-
sales activadas.

Sesiones - S1 S2 | S3 | S4 | S5 | S6 | S7 | S8 | S9 |S10 | S11
Objetivos - Aplicar Comprender Modelar @
B
g
©
Tareas > FR SE RP ER BC CHOE/ P | 3
Partes de Gran premio de Brasil S
:
la tarea - | Motiv. P E E |E/R| R R R R R i
transversal Planteamiento (P) Ejecucion (E) Resolucién (R)

Figura 14. Esquema general unidad didictica

2. Justificacion de la propuesta

A continuacion justificamos el disenio de la unidad didactica teniendo en
cuenta tres criterios: (a) la adecuacion de la unidad a la legislacion curricu-
lar vigente, (b) la adecuacién al contexto académico y socioecondémico de los
estudiantes, y (c) la pertinencia de la unidad de acuerdo con el anilisis didacti-

co realizado.
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1. Adecuacion de la unidad diddctica a la legislacién curricular vigente

Las expectativas de aprendizaje de la unidad didictica se disefiaron atendien-
do a los requerimientos de la Ley 115, articulo 22, literales ¢ y £, y la auto-
nomia para disefar tareas, establecer la metodologia y criterios de evaluacién
que se fundamentan en los articulos 77 y 78, y en el Decreto 1860/1994.
Adicionalmente, las capacidades responden a los indicadores del logro
“Interpreta formulas, expresiones algebraicas, ecuaciones para representar si-
tuaciones que requieran variables, encontrando procedimientos para resolver
ecuaciones e inecuaciones” y “Analiza cualitativamente graficas con rectas y
curvas continuas y escalonadas, sus caracteristicas y efectos en las graficas, y el
cambio de pardmetros” (Resolucion 2343).

Los objetivos de la unidad didactica se redactaron pensando en la aplica-
cién y comprension del método grifico para solucionar sistemas de ecuaciones
lineales y en la modelacion de situaciones utilizando los conceptos implicitos
en el estandar “Identifica diferentes métodos para solucionar sistemas de ecua-
ciones lineales” (MEN, 2006a).

El Decreto 1290 fundamenta la inclusion de las competencias del es-
tudio PISA en la unidad didactica, al contemplar el ambito internacional en
la evaluacién de los aprendizajes. El sistema de evaluacién responde tanto a
los propositos y escalas (niveles de desempefio) descritos en los articulos 3 y
5 del mismo decreto como a la evaluacidon formativa. También, atiende a la
valoracién permanente que integra la observacidn atenta y paciente como
herramienta necesaria para obtener informacién sobre la interaccidn entre es-
tudiantes, entre estos y los materiales y recursos didacticos, y sobre los proce-
sos generales de la actividad matematica, tanto individual como grupal (MEN,
2006a, p. 75). El examen final responde a las competencias comunicacion, ra-
zonamiento y resolucién establecidas en la prueba nacional Saber 9 del ICFES:
comunicacion, representaciéon y modelacién, razonamiento y argumentacion,

y planteamiento y resolucién de problemas.

2. Adecuacion de la unidad diddctica al contexto académico
y socioecondémico de los estudiantes

Desde el contexto académico de los escolares, la unidad didactica se integra
a las tematicas desarrolladas durante las semanas previas en el primer perio-
do académico. Pertenecen a otro foco previsto para los sistemas de ecuaciones
lineales (funcién lineal, funciones y ecuaciones lineales, en sus representacio-
nes verbales, algebraicas y graficas). Esta integracion de las tematicas facilita la
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continuidad de los procesos académicos de los estudiantes, pues no representan
sistemas de representacién ajenos, sino complementarios (por ejemplo, ecua-
ciones lineales con una incégnita y la relacion funcional entre variables).

Otros aspectos del contexto que tuvimos en cuenta en la planeacion de la

unidad didactica fueron los siguientes.

Innovacién y uso de materiales y recursos. Los escolares muestran mayor interés
cuando se lleva material didactico o recursos tecnologicos al aula. En esta uni-

dad didactica se implementaron cuatro recursos y materiales.

Intereses comunes entre los escolares. Pensamos el contexto de la tarea transversal
a partir de los gustos e intereses del grupo al cual se aplicé la unidad didactica.
Disenamos la mayoria de las tareas acudiendo a la necesidad que tienen los es-
tudiantes de observar la utilidad de los conceptos aprendidos.

Por Gltimo, el disenio de las 11 sesiones estid acorde con las condiciones
académicas y temporales de la institucion. Se dispone de dos semanas por pe-
riodo para desarrollar una meta o logro. Considerando que los estudiantes tie-
nen una intensidad horaria de 360 minutos semanales, cada actividad cuenta
con el tiempo necesario para su desarrollo. Ademis, cada actividad que requie-
ra el uso de TIC se puede aplicar en la sala de sistemas disponible para la clase
de matematicas.

3. Pertinencia de la unidad didactica de acuerdo
con el andlisis diddctico realizado

El diseno de la unidad didictica cubre los conceptos incluidos en el analisis
de contenido del foco, pues las tareas propuestas requieren que los estudiantes
establezcan representaciones algebraicas (ecuaciones candnicas o estandares)
para solucionar diferentes tipos de problemas (combinacién, comparacioén o
igualacidn) a partir de su estructura semantica. De igual manera, se da relevan-
cia a todos los sistemas de representacion asociados con el método grafico. Con
la inclusién de los recursos didacticos, el sistema de representacidn ejecutable
adquiere tanta importancia como el sistema de representacion simbolico.

A partir del foco y la estructura de los problemas relacionados con el mé-
todo grafico, formulamos las expectativas de aprendizaje en términos de ob-
jetivos, capacidades y competencias. Definimos tres objetivos que responden
a una secuencia: usar el método grafico (aplicar), identificar caracteristicas y
patrones una vez aplicado (comprender) y, finalmente, una vez reconocido
y comprendido el método, modelar situaciones (modelar).
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Con los objetivos definidos, las tareas que se proponen estin dispuestas
de tal manera que no se perciban como aisladas. Por esa razdn, se articulan
unas actividades de transiciéon y una actividad transversal. Esta Gltima activi-
dad va hilando los tres objetivos: actividades iniciales en contextos cientificos
(1. e., Figuras con tres rectas) que se van aproximando a los contextos sociales
y proximos del estudiante (i. e., Bus y carro). Ademas, justificamos el disefio
de tareas y la metodologia para cumplir con las expectativas de aprendizaje y
el sistema de evaluacidn. El sistema de evaluacién esta basado en analizar en
qué medida se alcanzan dichas expectativas. Finalmente, disenamos las tareas
pensando en el desarrollo y alcance de las competencias PISA, como se mos-
tré en la tabla 3.

5.Implementacion de la unidad didactica

En este apartado presentamos la implementacion de la unidad didictica.
También, describimos las modificaciones que fue necesario incluir en la im-
plementacion. Estas modificaciones surgieron a partir de los resultados que se
obtuvieron durante el desarrollo de las actividades y de las dindmicas dadas en
el grupo de estudiantes. Las clasificamos en menores y significativas. Las modi-
ficaciones menores atienden a cambios de forma en la presentacion de la tarea,
y las significativas acuden a variaciones que implicaban cambios en los caminos

de aprendizaje.

1. Descripcion de la implementacion

Programamos 11 sesiones para la unidad didactica: nueve de ellas estaban des-
tinadas a la solucion de tareas por objetivos y al desarrollo de la tarea transversal
en al menos 15 minutos. Diseflamos una sesion para la presentacién de los re-
sultados de la tarea transversal. Previmos la Gltima sesién para implementar el

juego Ecuacartas y aplicar el examen final.

1. Cronograma de implementacion

Antes de implementar la unidad didactica decidimos reorganizar las primeras
sesiones, para dedicar un espacio al refuerzo de conceptos basicos y la confor-

macion de las parejas de trabajo. Las sesiones quedaron como se muestra en
la tabla 10.
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Tabla 10
Cronograma de la implementacion

Sesion Actividad

0 Aplicar la tarea diagnéstica (lo que se pensé para la sesién 1).

1 De acuerdo alos resultados de la prueba diagnostica se realizan tareas de refuerzo y
se organiza el grupo en las respectivas parejas de trabajo.

3 Sistemas equivalentes en la sala de informatica.
Analisis de graficas de SE.
Encontrando rectas en sala de informatica.

6y7 Busy carro con acetatos.

8 Copias y Heladeria en el patio.

Examen final en la sala de informatica.

10 Presentaciones y autoevaluacion.

La unidad didactica se implement6 del 17 de marzo al 15 de abril, durante
las primeras semanas de clase del segundo periodo académico de la institucion.
La sesion 5 se vio afectada por una actividad institucional y tuvo que desarro-
llarse en 60 minutos. La actividad en la sala de sistemas programada para la se-
s16n 9 no se pudo realizar debido a problemas con la energia.

2. Modificaciones menores

Al momento de la implementacion fue necesario realizar algunos cambios re-
lacionados con la redistribucién de los tiempos y con la necesidad de comple-
mentar las indicaciones a los estudiantes. Las primeras sesiones se desarrollaron
como se muestra en la tabla 11.

Tabla 11
Desarrollo de las primeras sesiones
Sesion Modificacion
0 Se aplicd la tarea diagndstica.
1 Se retroalimentd la prueba diagnéstica y se organizaron las parejas de trabajo.
2 Se solucionaron las actividades de refuerzo disenadas en la actividad 5.1.

Se realizd un taller de analisis de graficas para analizar como se puede representar
4 velocidad vs tiempo y distancia vs tiempo, y aclarar dudas para poder continuar
con la primera etapa de ejecucion de la tarea transversal.

5 Se redujo el tiempo debido a la actividad institucional “Jean Day?”.

2 Es un dia en que los estudiantes asisten sin el uniforme de la institucién y se recorta
el tiempo de todas las clases para realizar actividades recreativas.
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3. Modificaciones significativas

Se realizaron tres modificaciones que consideramos significativas: una en la se-
s16n 9y dos en la sesion 11. Las describimos a continuacion.

Sesién 9. Replanteamiento de la tarea. No se pudo implementar en la sala de
sistemas, porque tuvimos inconvenientes con la electricidad. Esta fue una mo-
dificacién generada por un inconveniente ajeno a la unidad didactica y no nos
permiti6 implementar uno de los recursos disenados. Esto nos llevo a resolver
la actividad con lapiz y papel.

Sesion 11. Se realizd un cambio en la redaccién de la prueba. Mientras se desa-
rroll6 la unidad didactica, se observé que la redaccidn con que se presentaron
algunas tareas no fue muy clara. Por tanto, se ajustd el examen atendiendo a la
necesidad de ser mas claros en las indicaciones dadas a los estudiantes. Los es-
tudiantes lograron interpretar de forma adecuada las tareas propuestas y las de-
sarrollaron en su totalidad. La actividad Ecuacartas no se aplicé en esta sesion,
pues se dedicd mas espacio para el examen final. Para comprender las reglas y
desarrollar el juego se requeria toda la sesidén y no la mitad, como se planificé.
Por lo anterior, se perdid la intencidn de implementar un nuevo recurso crea-

do para la ejercitacion ladica.

4. Diseifio implementado

Conservando la estructura de la figura 10, en la que se sintetizé el disefio pro-
puesto, en la figura 15 se muestra la implementacion de la unidad didactica

SO S1 S2 S3 sS4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 | S11
Aplicar Comprender Modelar
o
5 co/
FR g SE RP ER BC GP | §
% 512 £
o IS
xX
w
Gran Premio de Brasil
Motiv. | P/E E E E E/R R R R R R
Planteamiento(P) Ejecucion(E) Resolucion(R)

Figura 15. Diseno implementado de la unidad didactica
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6. Evaluacion de la implementacion

En este apartado presentamos una valoracion de la unidad una vez implemen-
tada y de las diferentes modificaciones que se realizaron, con especial atencién

en el alcance de los objetivos propuestos desde su diseno.

1.Logro de las expectativas de aprendizaje

Iniciaremos por analizar el desarrollo de las tareas, seguido de la valoracion en el

alcance de los objetivos, y, finalmente, evaluaremos las modificaciones realizadas.
El anilisis se centrd en las estrategias de resolucién y el logro de apren-

dizaje de los estudiantes al desarrollar las tareas. Se verificé cuales fueron las

capacidades que permitieron el alcance de los objetivos y se seleccionaron los

siguientes instrumentos para la recoleccion de informacion:

e grabaciones de video.

*  diario del profesor y entrevistas informales.

e diario del estudiante.

Cada instrumento contenia caracteristicas que pretendian recopilar informa-

ci6n relacionada con los factores emocionales y motivacionales de los estu-

diantes (anexo 14). Se previo que la recoleccion de la informacion se hiciera a

partir de tres aspectos: (a) la revision de actividades desarrolladas por las pare-

jas de estudiantes al finalizar cada sesion, (b) las grabaciones de video de cua-

tro sesiones y (c) el diligenciamiento de las parrillas de observacion al finalizar

cada sesion.

Las grabaciones de video brindaron un panorama global de las dinamicas
grupales y estrategias de resolucidn de algunos grupos, y permitieron observar
actuaciones de los estudiantes que no se pudieron recolectar con facilidad en
los otros instrumentos. El diario del profesor diligenciado al finalizar la sesiéon
de clases integrd las estrategias utilizadas por los estudiantes y capacidades no
previstas en la planeacion. El diario del estudiante permitié complementar la
informacion registrada por el profesor en su diario y lo registrado en los videos.

En el desarrollo de las primeras cuatro tareas encontramos cierta dificul-
tad de los estudiantes para asociar dichas actividades con la tarea transversal.
Esta relacién no era explicita. Vimos, entonces, necesario hacer un llamado a
las parejas para que tuvieran presente que cada actividad desarrollada tenia ele-
mentos que podian contribuir al desarrollo del Gran Premio de Brasil. En este
sentido, consideramos que las actividades posteriores si tuvieron como forta-

leza ser mas explicitas en su relacién con la tarea transversal. El trabajo con
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conceptos como velocidad, distancia y tiempo favorecieron mucho el desarro-
llo de nuestra tarea transversal.

En los estudiantes despertd mas curiosidad la manipulaciéon del mate-
rial acetatos superpuestos que los mismos programas de computador, como
Geogebra. Este material les dio una visién mas dinamica del plano cartesiano,
al poder realizar rotaciones, traslaciones y reflexiones, tanto de las rectas como
del plano mismo.

Respecto al alcance de los objetivos, encontramos lo siguiente:

Objetivo 1. Aplicacion del método grafico. Observamos que los estudiantes no pre-
sentaron mayores dificultades en la resolucion de las tareas. Como parte de los
hibitos desarrollados en los temas previos, la mayoria de las parejas tomaron
los sistemas de ecuaciones activando una primera capacidad que consistia en
realizar una tabla de valores para luego trazar la grafica. Pocos usaron los para-

metros para pasar directamente a la grafica.

Objetivo 2. Comprension del método. Es justo mencionar que pocos lograron rela-
cionar el nimero de soluciones con la posicion relativa de las rectas. Centraron
mias su atencién en hallar siempre “una solucién”, sin considerar relevante la
disposicion de las rectas. En cambio, les resulté relativamente facil comprender
la equivalencia de sistemas.

Objetivo 3. Modelacién. Los resultados obtenidos fueron bastante variados. Desde

aquellos en los que los estudiantes solo lograron plantear las ecuaciones sin

interpretarlas como un sistema, hasta aquellas parejas que lograron solucionar

una situacion abierta usando el método grafico. Los siguientes son los resulta-

dos encontrados al evaluar la solucidén de la tarea Gran Premio de Brasil:

*  El1 100% de los grupos identifico las variables que intervienen en la tarea
del Gran Premio de Brasil Formula 1.

e El 40% logr6 proponer sistemas de ecuaciones a partir de la informaciéon
recogida,y de ellos, el 50% lo hizo de forma estandar.

*  El80% asocié la pendiente de la recta con la velocidad de los autos.

*  El140% sustituyé valores en las ecuaciones para formar una tabla.

*  El30% de los grupos usé el método grafico para solucionar la tarea, y de
ellos, el 20% usé adecuadamente escalas numéricas para representar las

velocidades de los autos.

Pero no solo se obtuvieron resultados relacionados con los tres objetivos.
También, encontramos que los estudiantes desarrollaron habilidades que facili-

taron el trabajo cooperativo relacionado con la asignacion de responsabilidades
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y la dindmica de participacidén. Ademas, desarrollaron capacidades relacionadas
con simplificacién de modelos fisicos, como el concepto de velocidad en el
desarrollo de la tarea Bus y carro y del Gran Premio de Brasil. La represen-
tacidn lineal de la velocidad represent6 un verdadero reto para varias parejas,
pues en la realidad esto no sucede asi. También, tuvieron dificultades a la hora
de ignorar o tener que promediar las aceleraciones y desaceleraciones que se
dan en este tipo de competencias. Por tltimo, los estudiantes manifestaron difi-
cultades con las capacidades relacionadas con la sistematizacién de la informa-
ci6n. En la tarea transversal, los datos dados no eran suficientes para su solucion
y se requeria consultar y discriminar mas informacién numérica —por ejem-
plo, establecer las distancias que separan los carros al partir—.

2.Valoracion de las modificaciones

Finalmente, hacemos una evaluacion de dos de las sesiones de la unidad didac-
tica en las que se hicieron algunas modificaciones.

Sesion 9. Aunque se logr6 la modelacién del sistema de ecuaciones y la solucion
de la tarea, se perdi6 la oportunidad de utilizar uno de los recursos creados para
la secuencia didactica. Esta falta de implementacién del recurso incidié en que
los estudiantes presentaran mayores dificultades en el manejo de las escalas. Al

realizarlo manualmente, este procedimiento requiri6 casi el doble de tiempo.

Sesién 11. Se modificod la redaccién de la presentacion de las ecuaciones en
forma estandar. Los contextos se redactaron de manera que se relacionaran mas
con la tarea transversal. Se conservo la complejidad e intencién de evaluacion.
Por otra parte, no fue posible implementar el recurso Ecuacartas, creado para la

ejercitacion ludica, por limitaciones de tiempo.

7.Balance estratégico de la implementacion

Como complemento al diseno e implementacién de la unidad, a continuacién
presentamos un balance de la implementacion, en el que identificamos sus for-
talezas, oportunidades, debilidades y amenazas. El proposito de este apartado es

ofrecer mayor informacién para futuras implementaciones.

1. Fortalezas

Una vez implementada la unidad didactica, y teniendo en cuenta los resultados
obtenidos con los estudiantes, consideramos que la secuencia propuesta posee
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fortalezas especialmente relacionadas con el disefo, la fundamentacion tedrica,
los contextos de las tareas y las dindmicas de clase.

La fortaleza relacionada con el diseno se refiere a las tareas de transicién y
la tarea transversal. Las tareas de transicidon permitieron consolidar capacidades
del objetivo previo y sirvieron para desarrollar capacidades adicionales para el
siguiente objetivo. Por su parte, la tarea transversal permitié que los estudiantes
dieran sentido a las otras tareas, en cuanto plantearon sistemas de ecuaciones
lineales, elaboraron tablas y aplicaron conceptos como el de velocidad. Estas
tareas ofrecieron un repertorio de recursos para su solucion, como los acetatos
y el uso del programa Geogebra.

Respecto a la fundamentacion tedrica, resaltamos que el trabajo realizado
desde la delimitacion del foco de contenido y la revisiéon bibliografica facilito
la determinacién de las expectativas de aprendizaje, el disefio de las tareas y la
inclusion de instrumentos para la recoleccidn de datos —por ejemplo, los dia-
rios, las parrillas de observacion y la autoevaluacion—.

Los contextos de las tareas representan una fortaleza sobresaliente. Se
ofrece un conjunto de situaciones que no estin enmarcadas Gnicamente en
contextos matematicos convencionales, como la representacion de rectas en el
plano o la determinacién de rectas que pasan por un punto. Se incluyen situa-
ciones sociales y laborales, como velocidades de autos y situaciones econdémi-
cas de ventas y costos, todas ellas acompanadas del uso de recursos novedosos
para los estudiantes.

El uso del diario del estudiante y la autoevaluacidn generaron la participa-
ci6én de los escolares en su proceso de aprendizaje, ya que sus reflexiones sobre
el aprendizaje fueron parte fundamental de su proceso de evaluacion.

Por Gltimo, la agrupacién de los estudiantes y las dindmicas propuestas
para cada sesion fueron también una fortaleza de la unidad didactica. El trabajo
por parejas y el papel dado al profesor permitieron a los participantes percibir
una clase de matematicas en la que el profesor no era la fuente tnica de infor-
macién y en la que las parejas desempefiaban el papel de validadores del cono-
cimiento. El uso dado a los recursos trasciende la mera mediacion y consolida
las capacidades. La manipulaciéon no estuvo sujeta a unas instrucciones rigidas,
sino abiertas a la intencionalidad del estudiante.

2. Oportunidades

Las fortalezas descritas anteriormente se complementan con unas circuns-

tancias que hemos detectado como oportunidades para la unidad didactica.
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En primera instancia, la metodologia en resolucién de problemas propues-
ta es coherente con los lineamientos curriculares y la evaluacién formativa
mencionada en los estindares basicos de competencias. Ademas, el auge del
constructivismo en los PEI de las instituciones brinda la oportunidad de im-
plementar la unidad didictica con las caracteristicas que tiene. Asi mismo,
existe una politica nacional (MEN, 2006b) que promueve el uso de TIC en el
aula, con lo cual la unidad didactica es propicia por la utilizacién de los recur-
sos propuestos y las fuentes de informacién de la tarea transversal en la web.
También, encontramos que los recursos elaborados se pueden utilizar en acti-
vidades de ensefianza de otros contenidos matematicos relacionados con situa-
ciones de variacion lineal.

Por otra parte, existe un interés en los maestros de matematicas por en-
riquecer los contextos en los que los estudiantes pueden resolver problemas.
Por consiguiente, situaciones como el automovilismo permiten motivar a los
estudiantes en el desarrollo de todas las capacidades descritas. Finalmente, la di-
fusién de la unidad didictica en posteriores versiones de MAD y en los grupos
de profesores que conforman el area de matematicas en las instituciones de los
integrantes del Grupo 4 es una oportunidad cercana para posteriores imple-
mentaciones.

3. Debilidades

Asi como hemos identificado fortalezas y oportunidades, también cabe reco-
nocer ciertas debilidades que detectamos al evaluar la unidad. Al observar las
dificultades que presentaron los estudiantes en el desarrollo de la tarea trans-
versal, encontramos dos deficiencias: (a) las cuatro primeras tareas no se rela-
cionan directamente con el contexto de la tarea transversal, y los estudiantes lo
pueden percibir asi; y (b) no hay escritos en los que se evidencien los procesos
y reflexiones finales de las parejas en la solucién de la tarea; con ellos habriamos
obtenido mas informacioén relacionada con las estrategias usadas por cada pa-
reja. Paralelamente, consideramos que faltaron espacios para la concrecion de
conceptos fisicos como el de velocidad. Es decir, falté disefiar tareas de profun-
dizacién y refuerzo extraclase.

Respecto al examen final, encontramos que, a pesar de la reformulacién,
no nos brind6 informacién concreta respecto a la capacidad de los estudian-
tes para resolver sistemas de ecuaciones lineales aplicando el método grafico.
Ademais, no fue posible implementar el juego Ecuacartas por la falta de previ-
sidn de tiempo en la Gltima sesién. Finalmente, notamos que la complejidad
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en el diligenciamiento de instrumentos de seguimiento (diarios y parrillas de
observacién) dificultd la tarea del maestro. Por lo tanto, es pertinente simplifi-
car su disefio.

4. Amenazas

Dentro de los impedimentos que pueden llevar a que la unidad didactica no
sea adoptada, tenemos amenazas de dos tipos: referentes a practicas tradicio-
nales en el aula y las que se refieren a la carencia de recursos. Respecto a las
del primer tipo, encontramos practicas de ensenanza tradicionales en las que
el profesor es el centro del conocimiento, es el tinico que indica como se debe
resolver una tarea y los problemas planteados tienen tnicas soluciones; el error
se castiga y no se ve como una oportunidad de reflexion. En cuanto a las di-
namicas tradicionales de aprendizaje, no existen hibitos de registro de datos,
se evidencia la dependencia al desarrollo de ejercicios de reproduccion, hay
pocos habitos de trabajo en equipo y los estudiantes estin acostumbrados a ser
promovidos sin cumplir los objetivos propuestos para el afio escolar. Sobre la
carencia de recursos, cabe mencionar que el desconocimiento de las caracte-
risticas de los contextos en algunas tareas lleva a no aprovechar efectivamente
los recursos y a no disponer de tareas alternas que aporten a la consecucion de los
objetivos propuestos.

5.Propuesta del nuevo disefio para futuras implementaciones

El primer aspecto que proponemos para futuras implementaciones es extender
el niimero de sesiones de la secuencia didactica, para procurar mayor efectivi-
dad en el desarrollo del diagnoéstico, la tarea transversal y la implementacion del
juego Ecuacartas. En el caso de la tarea diagndstica, consideramos que el tiem-
po de ejecucidn y los requerimientos se pueden ampliar para atender las difi-
cultades de tipo numérico y algebraico. También proponemos la aplicaciéon de
actividades extraclase que se relacionen con la secuencia didactica. Por tltimo,
creemos acertado elaborar un examen final diversificado (escrito y expositivo),
centrado en la aplicacién del método gratfico para hallar la solucién de sistemas
de ecuaciones lineales. La figura 16 muestra la distribucién de la secuencia di-
dactica por sesiones que proponemos para futuras implementaciones.

Se observa que se aborda la tarea transversal desde la sesidén 3, con el ob-
jetivo de profundizar en el diagndstico de los estudiantes y con la intencioén
de reforzar procesos aritméticos, algebraicos y geométricos necesarios para ta-

reas posteriores. La sesion 8 se dedica exclusivamente a socializar y exponer la
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primera version del plan de ejecucion para resolver la tarea Gran Premio de
Brasil F1.La sesién 13 se dedica inicamente a la ejercitacion ladica con el jue-
go Ecuacartas. Se propone dedicar una sola sesién para el examen final al cierre
de la unidad. También, hemos resaltado las primeras cuatro tareas para llamar la
atencion sobre la necesidad de su adaptacion al contexto de la Formula 1y, con

ello, el refuerzo de conceptos como el de velocidad.

S13 S14

Ceuacarrad

Refuerzo
Examen final

Diagndstico

Ecuacartas

Planteamiento(P) | Ejecucion(E) | Resolucién(R)

Figura 16. Propuesta de la secuencia para futuras implementaciones

8. Conclusiones

El analisis didictico nos permitié disenar una unidad didictica estructurada y
coherente. Las expectativas de aprendizaje cubren el foco de contenido y abor-
dan el estandar seleccionado. La secuencia de tareas pone en juego los diferen-
tes sistemas de representacion del tema, los contextos a partir de su estructura
semantica, las situaciones y competencias propuestas en PISA. Igualmente for-
mulamos la espina de pescado como una representacién en la que se permite
relacionar los caminos de aprendizaje con los errores y las posibles actuaciones
del maestro. Se elaboré material y se adaptaron programas como Geogebra y
Excel alos objetivos de la unidad didactica.

Es también valioso mencionar, que el disefio de la unidad didactica re-
presenta una novedad en su género, pues vincula dos tipos especiales de tareas
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como las de transicidn entre objetivos y la transversal. Las capacidades relacio-
nadas en estas tareas abordan principalmente la competencia modelar. Su desa-
rrollo se facilito por la forma en que la tarea transversal fue pensada. Esta tarea
retoma las capacidades desarrolladas en otras tareas para luego aplicarlas en un
contexto real y abierto con el objetivo que el estudiante modele situaciones
como la velocidad de un moévil.

El trabajo desarrollado por las parejas mostré6 compromiso e interés por las
tareas. Sus presentaciones evidenciaron creatividad y motivaciéon por hacer el
trabajo lo mejor posible. Se identificaron con facilidad los roles que se asumie-
ron al interior de las parejas: unos dedicados a la consulta de informacién, otros
dedicados a la elaboracidn de la presentacién y, en conjunto, dando solucién a
la tarea transversal.

Por lo anterior, podemos afirmar que los logros en las capacidades de los
estudiantes son consecuencia de la disposicion que se hizo de las nueve tareas.
Elsistema de evaluacidn, que se apoya en el analisis del logro de expectativas de
aprendizaje, tomando como indicadores las capacidades que el alumnado desa-
rrolla y manifiesta, es coherente con el resto de los analisis.

1. Reflexiones

El diseno e implementacién de la unidad representa un valioso crecimiento
profesional para los miembros del grupo. Este crecimiento se refiere especial-
mente a la posibilidad de realizar planificaciones basadas en dimensiones del
curriculo mas alla de los meros contenidos y en la posibilidad de establecer
coherencia entre los distintos objetivos y entre objetivos, tareas y el sistema de
evaluacion. Es también de gran satisfaccion haber logrado avances y aportes al
analisis didactico con el establecimiento de redes conceptuales como lo fueron
las subestructuras matematicas y la creacién de materiales y recursos para el
desarrollo de las tareas.

El disenio e implementacion de la unidad didactica permitié replantear di-
namicas en el proceso de ensenanza-aprendizaje. En particular, nos referimos a
aquellas relacionadas con cambios en algunos paradigmas. Es el caso de consi-
derar las situaciones matematicas asociadas a una tinica solucidn, asumir el rol
del maestro como el Gnico poseedor del saber y asociar el aprendizaje de las
matematicas con la mecanizacidon de algoritmos. En palabras de Skovsmose
(2000), “la educacion matematica critica enfatiza el hecho de que las mate-
maticas no son simplemente una materia que debe ensenarse y aprenderse. ..

Construir una critica a las matematicas como parte de la educacion matemitica
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es una preocupacion central de la educacién matematica critica. Parece que ta-
les preocupaciones se pueden manejar de una manera mas apropiada por fuera
del paradigma del ejercicio”.

Los estudiantes y profesores de matematicas de la Institucién Compartir
también manifestaron su satisfacciéon con la unidad. Ella representé una opor-
tunidad de aprendizaje y el reconocimiento de nuevas formas de ensenar y
aprender las matematicas escolares. Los maestros del area de matematicas perci-
bieron en los grafos de los caminos de aprendizaje la necesidad de considerar al
menos dos caminos de aprendizaje en el momento de abordar una tematica en
clase. Conocieron las bondades de una situaciéon problema abierta en la que la
informacidn esta en disponibilidad por fuera del maestro. Ademas, ellos pudie-
ron reflexionar sobre los limites que impone un modelo matematico a la reali-
dad percibida por el estudiante, como lo fue el concepto de velocidad desde un

sistema de ecuaciones lineales.
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Los anexos de este capitulo se encuentran disponibles en http://funes.unian-
des.edu.co/1893/
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