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LeoNARDO URRUTIA, PEDRO GOMEZ

1. Introduccién y formulacion del problema

Este documento es nuestro informe final de la unidad didactica sobre razones
trigonométricas. Es el trabajo final de MAD, la concentraciéon en Educacién
Matematica, de la maestria en Educacion, de la Universidad de los Andes.

Este trabajo nace de constatar que muchos profesores de matematicas de
grado décimo usan las razones trigonométricas como herramienta para solu-
cionar ejercicios de resolucion de tridngulos, aplicados a problemas, sin tener
en cuenta el contexto propio del estudiante. Por otro lado, la implementacién
en el aula de recursos o materiales para la ensenanza de la trigonometria se ha
restringido al uso de la calculadora de funciones para determinar angulos y lon-
gitudes en funcion de una razén trigonométrica particular. Desde esta proble-
matica, diseflamos, implementamos y evaluamos la unidad didactica de razones
trigonométricas como propuesta de innovacion en la Institucion de Educaciéon
Distrital (IED) José Joaquin Castro Martinez. Esta unidad didactica promueve la
construccion del concepto razones trigonométricas a partir de situaciones que
tienen sentido para el estudiante y que son cercanas a su propio contexto.

En el primer apartado presentamos la introduccién y formulamos el pro-
blema. En el segundo apartado, presentamos la fundamentaciéon de la unidad
didactica desde los contextos curricular, académico y socioeconémico. En el
tercer apartado, caracterizamos el analisis didactico como fundamento central
del disefio, implementacidn y evaluacion de la unidad didactica. En el cuarto
apartado, presentamos la descripcion general de la secuencia de tareas. En el
quinto apartado, justificamos el disefio de la unidad didactica desde dos pers-
pectivas: (a) las condiciones socioeconémicas de los estudiantes y (b) la con-
veniencia, pertinencia y coherencia de la unidad didictica desde el anilisis
del foco de contenido. En el sexto apartado, presentamos la descripcién de la



360 DI1SENO, IMPLEMENTACION Y EVALUACION DE UNIDADES DIDACTICAS...

implementacién. En el séptimo apartado evaluamos la implementacién a par-
tir de las modificaciones menores y significativas, y de un estudio de caso. En el
octavo apartado, realizamos el balance de la unidad didactica a partir del analisis
de debilidades, amenazas, fortalezas y oportunidades (DAFO), y presentamos
una nueva propuesta de la unidad didactica. En el Gltimo apartado, exponemos

algunas conclusiones.

2.Fundamentacion desde los contextos

Fundamentamos el disefio de la unidad didactica atendiendo a los contextos
curriculares, académicos y socioecondémicos. A continuacién se presenta cada
uno de los contextos, al caracterizar los documentos curriculares y la pobla-
cién de estudiantes con quienes se implementd la unidad didactica.

1. Contexto curricular

Para la planificacién del grado décimo se debe atender a los Lineamientos curri-
culares de Matematicas (Ministerio de Educacion Nacional [MEN], 1998), los
Estandares basicos de competencias en Matematicas (MEN, 2006) y el Decreto 1290
(MEN, 2009).

Los Lineamientos curriculares de Matematicas permiten organizar la planifi-
cacion a partir de tres aspectos: (a) los conocimientos basicos, (b) los procesos
generales que tienen que ver con el aprendizaje y (c) los contextos. De esta
manera, para nuestra planificacién tendremos en cuenta el pensamiento espa-
cial y los sistemas geométricos (para los conocimientos basicos); la resolucion
y planteamiento de problemas, la comunicacion, la ejercitacion de procedi-
mientos, la modelacién y el razonamiento (para los procesos generales); y las
situaciones problematicas que estén relacionadas con la vida diaria y las mate-
maticas mismas (para los contextos).

Los estandares “permiten evaluar los niveles de desarrollo de las competen-
cias que van alcanzando los y las estudiantes en el transcurrir de su vida escolar”
(MEN, 2006, p. 12). El estindar que abordaremos para el desarrollo de las razo-
nes trigonométricas es “‘Describo y modelo fendémenos peridédicos del mun-
do real usando relaciones y funciones trigonométricas” (MEN, 2006, p. 88).

Tendremos en cuenta tres competencias para organizar el estindar: (a) for-
mular, plantear, transformar y resolver problemas a partir de situaciones de la
vida cotidiana y de las matematicas mismas; (b) utilizar diferentes registros de re-
presentacion o sistemas de notacion simbolica para crear, expresar y representar
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ideas matemaiticas; y (¢) dominar procedimientos y algoritmos matematicos
(MEN, 2006, p.51).

El Decreto 1290 reglamenta la evaluaciéon y la promocion de los estudian-
tes de los niveles de educacion basica y media en las instituciones. Este decreto
permite establecer los criterios de evaluacidn, la escala de valoracion, el pro-
ceso de autoevaluacidn y las acciones para el seguimiento de los desempefios
de los estudiantes y los procesos evaluativos. Atendemos a estos criterios en el
disefio e implementacién de nuestra unidad didactica.

2. Contexto académico

El plan de estudios del IED José Joaquin Castro Martinez plantea una visién
de las matematicas fundamentada en los Lineamientos curriculares de Matemati-
cas (MEN, 1998), basada en seis propositos generales pensados alrededor del
fortalecimiento de los cinco procesos generales contemplados en ese docu-
mento. El proceso general del campo matematico busca desarrollar el pen-
samiento matematico por medio del establecimiento de las relaciones entre
los sistemas numérico, métrico, geométrico, algebraico y analitico, y de datos.
Como subproceso para el quinto ciclo (al que pertenece el grado décimo) se
plantea la modelacién de los conceptos matematicos a partir de la elaboracidon
de representaciones de la realidad. La estructuracion vy la distribucion del campo
especifica, para el quinto ciclo, una intensidad horaria semanal de cuatro horas,
dividida en cuatro sesiones de sesenta minutos cada una.

El diseno de nuestra unidad didictica aporta al desarrollo del primer lo-
gro promocional de grado décimo, en el que se busca que el estudiante com-
prenda la naturaleza y los campos de aplicacién de las matematicas. Cada uno
de los cuatro logros promocionales tiene el mismo valor porcentual dentro de
la evaluacién global del campo matematico. Esto quiere decir que el Sistema
Institucional de Evaluacién (SIE) del colegio establece que la promocion de un
estudiante a undécimo grado requiere que el estudiante haya dado buena cuen-
ta de los cuatro logros promocionales abordados durante todo el ano escolar.

Las sesiones de clase de matematicas generalmente se desarrollan en peque-
Nos grupos y sin contar con ningun libro de texto permanente como referencia.

Estos elementos se tuvieron en cuenta para el diseno de nuestra unidad didactica.

3. Contexto socioeconodmico

Nuestra unidad didictica se disend para ser implementada en el IED José
Joaquin Castro Martinez, ubicado en el suroriente de Bogota, en el barrio Bello
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Horizonte, de la localidad cuarta, San Cristobal. Los barrios de esta localidad
pertenecen a los estratos 1 y 2,y presentan unas condiciones socioecondmicas
bajas, con problemas de inseguridad, violencia y pobreza, entre otros.

Los estudiantes de grado décimo de esta institucion tienen entre 15y
17 afios. La gran mayoria de estos estudiantes ha hecho todos sus estudios de
bachillerato en la institucidn, porque viven en los alrededores del colegio, y
una minoria de ellos proviene de zonas rurales del pais en situaciéon de despla-
zamiento. Las caracteristicas individuales de los estudiantes afectan de distinta
forma su rendimiento académico. Pese a que existen notables diferencias de
tipo conceptual entre los estudiantes, ellos logran complementar su trabajo a
partir de la discusién y la argumentacidén que se da en los grupos que ellos
mismos organizan. La conformacién de estos grupos se basa en la idea que
sus integrantes manejan de la amistad, la confianza y la responsabilidad. Por
otro lado, sus motivaciones se centran en la idea de un ejercicio académico en
pro de una mejor vida que afecte de forma directa su estado socioeconémico
actual. Por tanto, el estudio de las matematicas, para un buen nimero de ellos,
es tan solo una meta en la extensa carrera de obtener un titulo que los acredite
como bachilleres académicos.

3. Analisis didactico de las razones trigonométricas

El anilisis didactico es un procedimiento de planificacion local (de una unidad
didactica o una hora de clase), compuesto por los analisis de contenido, cogni-
tivo, de instruccidn y de actuacion. El analisis didactico permite al profesor de
matematicas disefiar, implementar y evaluar actividades de ensehanza y apren-
dizaje (Gémez, 2007). Presentamos a continuacioén cada uno de estos analisis
como fundamentacién para el diseno de la unidad didactica sobre las razones

trigonomeétricas.

1. Analisis de contenido

El analisis de contenido es un procedimiento que permite al profesor de ma-
tematicas identificar, organizar y seleccionar los diferentes significados de un
concepto de las matematicas escolares. Se configura alrededor de tres organiza-
dores del curriculo: la estructura conceptual, los sistemas de representacion y la
fenomenologia (Gomez, 2007, p. 37). En este apartado describimos el analisis de
contenido de las razones trigonométricas. En la primera seccion, identificamos
y describimos la estructura conceptual. En la segunda seccidn, caracterizamos y



R AZONES TRIGONOMETRICAS 363

ejemplificamos los sistemas de representacion.Y, en la tercera, definimos la fe-
nomenologia a partir de los contextos, situaciones o problemas que pueden
dar sentido al concepto.

1. Estructura conceptual

La estructura conceptual de un concepto de la matematica escolar se caracteri-
za a partir de tres aspectos: (a) estructuras matematicas involucradas, (b) relacio-
nes conceptuales y (c) relaciones de representacion. De esta manera, al estudiar
un concepto matematico, se debe tener en cuenta tres tipos de elementos —los
objetos, los conceptos y la estructura matematica— y dos tipos de relaciones
—las verticales o conceptuales, que se refieren a la relacién de los objetos, los
conceptos y la estructura matemitica, y las relaciones horizontales o de repre-
sentacidn, que se refieren a las relaciones de los signos en sus diferentes sistemas
de representacion— (Gémez, 2007, p. 45).

En la figura 1 presentamos la estructura conceptual de las funciones tri-
gonométricas. Estd configurada por los objetos (angulos, triangulos, etc.),
conceptos (razones trigonométricas) y la estructura matematica (funciones
trigonomeétricas). Respecto a las relaciones, se presentan relaciones verticales
o conceptuales, porque la relacion horizontal o de representacidn se presenta
en el siguiente apartado. Se pueden distinguir dos focos principales. El prime-
ro hace referencia al desarrollo de las razones trigonométricas y el segundo,
a la construcciéon de las funciones trigonométricas desde los nimeros reales.
Seleccionamos el primer foco para realizar el disefio e implementacién de
nuestra unidad didactica.

Escogimos las razones trigonométricas como foco principal por dos razo-
nes: (a) en el plan de estudios se aborda inicialmente este tema y (b) quisimos
establecer un estudio de las razones trigonométricas a partir de las relaciones
proporcionales que se presentan en los tridangulos. Como mostramos en la fi-
gura 2, las razones trigonométricas se basan en la resoluciéon de dos tipos de
triangulos: los que son rectangulos y los que no lo son. La resolucion de trian-
gulos rectangulos establece la relacién con conceptos previos como angulos
(menores de 907, el teorema de Pitdgoras, las razones y proporciones, y el teo-
rema de Thales. Estos conceptos son necesarios para el desarrollo de las razo-
nes trigonomeétricas. La resolucion de los tridngulos no rectingulos incluye los
teoremas del seno y del coseno. Cabe aclarar que la resolucién de los triangu-
los también implica los conceptos de identidades trigonométricas, el dlgebra
de las razones y las ecuaciones trigonométricas. No abordaremos estos con-

ceptos en este trabajo.
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Figura 2. Mapa conceptual del foco de contenido

La estructura conceptual del foco de contenido que presentamos en la
figura 2 esta compuesta por un campo conceptual en el que se distinguen por
lo menos tres niveles: hechos, conceptos y estructuras conceptuales. El primero
se refiere a unidades de informacién —convenios, términos, entre otros— que se
relacionan con las razones trigonométricas; por ejemplo, los triangulos, la al-
tura de un triangulo y los elementos de un tridngulo rectingulo se clasifican
en este nivel. El segundo nivel se refiere a las relaciones del conjunto de los
hechos; por ejemplo, las razones trigonomeétricas de un angulo agudo se en-
cuentran en este nivel, ya que surgen de la relacién entre los triangulos y las re-
laciones existentes de sus elementos. El tercer nivel se refiere a la relacién entre
conceptos; en este se encuentran las razones trigonomeétricas.

Pero este no es el tnico campo que se presenta en esta estructura con-
ceptual. También, se establece un campo procedimental, que se organiza en
tres niveles: destrezas, razonamientos y estrategias. El primer nivel se refiere al
procesamiento de hechos y manipulaciones de los simbolos; por ejemplo, clasi-
ficamos en este nivel la identificacion de los catetos, la hipotenusa, el angulo de
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elevacion y depresiéon de un triangulo rectingulo. El segundo nivel se refiere
a los razonamientos que se ejecutan sobre los conceptos; por lo tanto, clasifi-
camos el razonamiento deductivo en este nivel. El tercer nivel se refiere a las
estrategias que se ejecutan sobre la estructura conceptual; por ejemplo, clasifi-
camos la resolucion de tridngulos rectangulos conociendo algunos datos (lados
y angulos) en este nivel. Debemos aclarar que los dos campos, conceptual y
procedimental, configuran el contenido y tienen el mismo grado de importan-
cia para el desarrollo de la estructura conceptual de las razones trigonométri-
cas, sin que uno esté supeditado al otro.

En la tabla 1 presentamos los campos conceptual y procedimental de las
razones trigonométricas organizados en sus diferentes niveles.

Tabla 1
Campos conceptual y procedimental de las razones trigonométricas

Campo conceptual Campo procedimental
Hechos Destrezas
Tridngulos Identificar los elementos geométricos de

un solido (vértices, aristas, caras, medidas

Altura de un tridngulo angulares diagonales, entre otros)

Elementos de un tridngulo rectingulo: catetos, | j.ntificar los catetos. la hipotenusa y el

hipétesis y angulos ingulo de elevacion y depresiéon de un

Semejanza y congruencia tridgngulo rectingulo

Medida del angulo: radianes y grados Construir las alturas de un triangulo

Medida de una magnitud Rcahza.r conve'rs1ones de unidades
de medida (radianes a grados)

Clase de angulos
Medir las magnitudes y el angulo

Clasificar los tridngulos a partir de sus
angulos y lados

Calcular las razones trigonométricas
de un ingulo agudo

Interpretar y relacionar los valores
numéricos obtenidos, como la solucién
de problemas trigonométricos

Usar los recursos tecnologicos
(calculadora, tablas entre otros)

Contintia
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Campo conceptual Campo procedimental

Conceptos Razonamientos

Razones trigonométricas de un dngulo agudo ~ Deductivo:Aplicacién de teoremas a partir
de la evaluacién de los datos conocidos y

Relaciones entre razones trigonométricas desconocidos de un triangulo rectingulo
Estructura Estrategias
Razones trigonométricas Resolucién de tridngulos rectingulos

conociendo algunos datos.
(lados y angulos)

Resolucién de cualquier triangulo
conociendo algunos datos.
(lados y angulos)

Resolucién de cualquier tridangulo,
usando la medida de la altura para realizar
triangulos rectangulos

2. Sistemas de representacion

En el anilisis de contenido se usan los sistemas de representacion para organi-
zar los simbolos presentes en el tema y establecer las distintas representaciones
que se le da a un mismo concepto, teniendo en cuenta un conjunto de normas.
En la estructura conceptual definimos las razones trigonométricas (resolucién
de tridngulos) como el foco de contenido para el disefio e implementacién de
la unidad didactica. En el desarrollo del foco, como muestra la figura 3, identi-
ficamos cinco sistemas de representacion que se hacen presentes en la relaciéon
entre hechos (términos) de la estructura conceptual. Los sistemas de represen-
tacidon que hemos establecido son el verbal, el simbodlico, el numérico, el grafi-
coy el manipulativo.

A continuacién mostramos coOmo estos sistemas de representaciéon per-
miten presentar las relaciones de los elementos de la estructura conceptual y
destacan propiedades importantes y particulares del tema.

Sistema de representacién verbal

El sistema de representacién verbal se caracteriza por el uso del lenguaje oral y
escrito, permitiendo enunciar hechos relacionados con el foco de contenido.
Este sistema de representacidn cobra relevancia porque permite expresar situa-
ciones de la vida real con mayor claridad que otros sistemas de representacion.
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Asi, por ejemplo, se puede decir ““la altura de un objeto, cuando la sombra mide
5 metros y el angulo de elevacién con la horizontal hasta la punta del objeto es
de treintay cinco grados”.

Sistema de representacién simbdlico

Elsistema de representacion simbolico se identifica por el uso de simbolos para
presentar los elementos y relaciones del foco de contenido. En este sentido, es
un requerimiento importante en el desarrollo de la estructura conceptual, por-
que permite representar contenidos como las razones trigonométricas para
cualquier dngulo. Por ejemplo, en el proceso de resolucién de tridngulos rec-
tangulos, se debe notar que los parametros e incognitas presentadas en el sistema
verbal y grafico se pueden relacionar por medio de una razén trigonométrica,
usando el sistema de representacion simbdlico para expresar la razon (figura 4).

Cateto opuesto

TanP =
Cateto adyacente

Figura 4. Representacién simbdlica

Sistema de representacién numérico

El sistema de representacion numérico desempefia un papel importante en la
presentacion de foco de contenido, al establecer las razones trigonométricas a
partir de los datos del tridngulo rectangulo. La representaciéon numérica per-
mite expresar los valores numéricos de los angulos y las longitudes de los la-
dos en la resolucion de tridngulos y ecuaciones. Ademas, permite tabular los
valores numéricos para la representacion cartesiana de las funciones trigono-
meétricas. Por ejemplo, la expresion verbal “en un tridangulo rectangulo uno de
los catetos mide veintinueve centimetros y el angulo adyacente es de treinta y
ocho grados, halle el cateto faltante”, se representa numéricamente como se
muestra en la figura 5.

a Cateto =29
l 38° Angulo = 38°
9 — a=Tan38° X 29

Figura 5. Representacién numeérica
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Sistema de representacién gréfico

La representacién grafica es un recurso fundamental en los temas de trigono-
metria, porque usa relaciones métricas y espaciales geométricas que son muy
dificiles de identificar sin la ayuda de una representacion apropiada. Las razones
trigonométricas requieren la representacion grafica, teniendo en cuenta que el
desarrollo de sus conceptos y nociones presentan una gran influencia del con-
texto geométrico.

En el sistema de representacion grafico podemos distinguir dos subsistemas:
el sistema de representaciéon grafico cartesiano y el sistema de representacion
grafico geométrico. El primero se presenta en el plano cartesiano y utiliza las
herramientas de tipo grafico y numérico, junto con las propiedades contenidas
en este sistema de referencia. Mientras que el segundo implementa el uso de los
procedimientos y el lenguaje propios de la geometria. Los dos sistemas tienen
relacion a partir de sus caracteristicas geométricas descritas en distintos lenguajes.

Por ejemplo, en la razén trigonométrica “coseno de 60° es igual a 1 sobre
27, la representacion geométrica considera el uso de un triangulo equilitero
de lado uno y el trazo de su respectiva altura para mostrar el valor de la razén
en funcion del angulo dado (figura 6). La representacién grafica cartesiana se
puede ver en la funcion coseno del circulo unitario a partir de la coordenada
cartesiana (n/3,1/2) (figura 7).

A

o—z—c

cos 60° =

N|H

Figura 6. Representaciéon geométrica

(/3,1/2)

\

Figura 7. Representacién cartesiana
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Sistema de representacién manipulativo

El sistema de representacién manipulativo permite hacer construcciones
geométricas de las razones trigonométricas con ayuda de recursos tecnologi-
cos, como el soffware Cabri Geometry. El uso de estas representaciones permite
ver algunas propiedades geométricas del tema y posibilita que los estudiantes
manipulen las construcciones hechas y visualicen nuevas propiedades que no

son evidentes en otras representaciones.
Relacién entre los sistemas de representacion

En los sistemas de representaciones encontramos dos relaciones importan-
tes: (a) la traduccion entre sistemas de representacion, que se caracteriza por
el transito entre los diferentes sistemas de representacion de un elemento del
foco de contenido, y (b) la transformacidn sintictica, que se caracteriza por
la transformacién de elementos del foco de contenido en el mismo sistema
de representacion. Para la primera relacién establecemos el siguiente ejemplo:
“Expresar la razén trigonomeétrica tan § = 4/3 a partir de la representacién
geométrica” (traduccion entre los sistemas de representacion grafica y numé-
rica). Para la segunda relacién proponemos el siguiente ejemplo, “El valor del
angulo a = 60° luego de la transformacion en el mismo sistema de representa-
cién (o = 60° - 1/180) es equivalente a o = 1/3”.

En la figura 8 mostramos las dos relaciones que se presentan en los sis-
temas de representacion. Por ejemplo, podemos evidenciar en el foco de
contenido la razdén trigonométrica “Tangente de beta igual a cuatro (cateto
opuesto) sobre tres (cateto adyacente)”. Esta razén cobra significado cuando
la representamos de distintas formas, usando los distintos sistemas de represen-
tacion. Inicialmente, tenemos la expresion de forma verbal “Tangente de beta
igual a cuatro sobre tres”. Es posible traducir esta expresion a la representacidon
simbdlica asi:

Cateto opuesto

TanP =
Cateto adyacente

y a partir de los datos dados (parametros e incognitas), se puede traducir

esta expresion simbolica en numérica:

TanB = i .
3
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Por Gltimo, establecemos la traduccion entre la representacion numérica 'y
la grafica donde se ubican, y se relacionan los valores numéricos en el tridngulo
rectangulo. El sistema de representacién manipulativo se usa cuando se hace la
representacién del tridngulo rectangulo en el soffware Cabri Geometry.

Respecto a la transformacion sintictica, presentamos un ejemplo del sis-
tema de representacion numérico, donde pasamos de la razén trigonométrica

tan § = 4/3 ala obtencién del angulo B (B = 53,13).

| Verbal | | Simbdlica | | Numeérico | | Grafica | | Manipulativa
Traducciéon Traduccion Traduccidon Traduccion
7T 77T R RN
TanB = 4
3 =]+ o

R

Tangente de

Beta igual a _
cuatro (cateto TanB = ?
opuesto) sobre

tres (cateto

adyacente)

N

-1

B=Tan —
=Tan — =
3

4

x-6m

Transformacidn sintdctica

B=53,13°

Figura 8. Relaciones de los sistemas de representaciones

4. Fenomenologia

Las matematicas permiten organizar y estructurar partes de la realidad (feno-
menos), haciendo que buena parte de los conceptos matematicos surjan por
medio de la abstraccion, organizacion y estructuracion de grandes familias de
fenémenos. En este sentido, la fenomenologia consiste en describir cuiles son
los fenémenos que son organizados por los conceptos matematicos y determi-
nar la relacién que tiene el concepto o la estructura con esos fendmenos.

La nocidn de contexto se usa para agrupar fendémenos teniendo en cuenta
caracteristicas estructurales que consideramos relevantes desde un punto de
vista matematico. Al trabajar con las razones trigonométricas y pensar para qué
se utiliza esta estructura matematica, es posible identificar una variedad de fe-
némenos asociados con ella. Algunos de estos fendémenos son la determina-
cién de la altura de un objeto, de las coordenadas polares de un punto, de la
direccién y del desplazamiento de un cuerpo en un sistema de coordenadas,
el rastreo de un satélite, el cilculo de distancias inaccesibles, el calculo de areas
y perimetros, el calculo de dngulos de elevacion y depresion, y la construccidon
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de componentes vectoriales. En la tabla 2 presentamos los contextos que he-
mos identificado para organizar los fendémenos. Estos contextos hacen referen-
cia a los elementos del tridngulo (lados y angulos) con los cuales se formulan

las razones trigonométricas.

Tabla 2
Relacién entre la subestructura matematica y los contextos que organizan los fendmenos
Subestructura Contexto Descripcion del contexto
1 Datos conocidos: el cateto opuesto

Cateto opuesto

sen = - la hipotenusa
Hipotenusa Y P
2 Datos conocidos: el angulo y el cateto opuesto
3 Datos conocidos: cateto adyacente
cosh = Cateto adyacente y la hipotenusa
Hipotenusa . ,
4 Datos conocidos: el angulo
y el cateto adyacente
5 Datos conocidos: cateto opuesto
_ Cateto opuesto
tan® = y el cateto adyacente

Cateto Adyacente
6 Datos conocidos: el angulo y el cateto opuesto

La identificacién de los contextos y la organizacién de una familia de fe-
némenos a partir de la relacién que tiene con una estructura matematica espe-
cifica contenida entre las razones trigonométricas permitieron definir como
subestructuras a cada una de las razones trigonométricas. En este sentido, la
razdn seno, como subestructura, organiza un grupo particular de fendmenos.

Por ejemplo, el contexto 1, que agrupa los fendmenos para los que se conocen
CO

- ’ h ’
mientras que el contexto 2, que agrupa los fendmenos para los que se conoce

el cateto opuesto y la hipotenusa, corresponde a la subestructura senf =

el angulo y el cateto opuesto, corresponde a la subestructura h = .De esta

“senf
manera, se establece que el grupo de fenémenos que organiza la subestructura
razén coseno o la subestructura razén tangente son diferentes.

Asi mismo, desde la perspectiva PISA, cada uno de los fendémenos se pue-
de reagrupar a partir de una nueva clasificacion: las situaciones de tipo perso-
nal, cientifica, pablica y educativa. Las situaciones organizan los fenémenos
desde el sentido que toman en un entorno especifico. Por ejemplo, el calculo
de distancias inaccesibles podria estar enmarcado en una situacioén cientifica si
esta hace referencia al cilculo de la distancia de la Tierra al Sol, mientras que

el calculo de angulos de elevacidn y depresion estaria caracterizada por una
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situacién personal, si se hace referencia al cilculo del angulo de elevacion de
una persona para observar una pantalla puesta a una distancia arbitraria. En la
tabla 3 mostramos esta organizacion, estableciendo las relaciones entre fend-

menos, subestructuras, situaciones y contextos.

Tabla 3
Relacién entre fenomenos, subestructuras, situaciones y contextos

Fenomeno Subestructura  Situacion Contexto

Determinacioén de
la altura de un poste

conociendo la distancia ~ cosO = b Personal Datos conocidos: CA'y h
de la sombra que ‘ Datos conocidos: el angulo y CA
proyecta en el suelo y el
angulo de elevacién
Angulo de referenci

NEHo deTeierenad tan0 = co . Datos conocidos: CO y CA
para la coordenada polar CA Educativa . ,
de un punto Datos conocidos: el angulo y CO
Cilculo de la

ial

componente Vecton‘a sen0 = €O ., Datos conocidos: CO y h
y,de un vector a partir h Cientifico

del Angulo director Datos conocidos: el angulo y CO

ylanorma

2. Analisis cognitivo

El anilisis cognitivo se centra en el aprendizaje del estudiante. Con este ana-
lisis “el profesor describe sus hipotesis acerca de como los escolares pueden
progresar en la construcciéon de conocimiento sobre la estructura matematica
cuando se enfrenta a las tareas que compondran las actividades de ensefianza y
aprendizaje” (Gémez, 2007, p. 29). Estas hipotesis se pueden desarrollar a partir
de la identificacidn y formulacidn de las capacidades que los estudiantes ponen
en juego para contribuir al logro del objetivo de aprendizaje que el profesor
se propone. En la primera seccion de este apartado, describimos los objetivos
de la unidad didictica; en la segunda seccidn, identificamos, formulamos y ca-
racterizamos las capacidades; en la tercera seccion, describimos los caminos de
aprendizaje; v, en la cuarta seccidn, identificamos, formulamos y caracteriza-
mos las dificultades y errores.
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1. Objetivos

Planteamos los objetivos teniendo en cuenta dos propodsitos: (a) que se desa-
rrollen las competencias formular y resolver problemas, y el dominio de pro-
cedimientos y algoritmos matematicos, para alcanzar el estandar “Describo y
modelo fenémenos periddicos del mundo real usando relaciones y funciones
trigonométricas” (MEN, 2006) y (b) que incluyan el desarrollo del foco de
contenido escogido (estructura conceptual), los sistemas de representaciéon y
sus dos relaciones (traducciones y transformaciones sinticticas), y que posibili-
ten el trabajo con las distintas familias de fendmenos de las razones trigonomé-
tricas (analisis fenomenoldgico).

Los objetivos propuestos para el desarrollo de la unidad didactica son los
siguientes:

Objetivo 1. Halla la medida de angulos y lados de un tridngulo rectingulo usan-
do las razones trigonométricas.

Objetivo 2. R econoce elementos, relaciones y aplicaciones de las razones trigo-
nométricas en un triangulo cualquiera, aplicandolas para resolver problemas.

Objetivo 3. Resuelve problemas reales usando las razones trigonométricas para
el cilculo de distancias y angulos.

En el primer objetivo se presentan procedimientos sobre la medida de angu-
los y longitudes, la identificacién de los elementos de un triangulo y el uso y
calculo de las razones trigonométricas. En el segundo objetivo se presentan
procedimientos sobre la identificacion y reconocimiento de los elementos de
un tridngulo, la clasificacion de tridngulos a partir de sus lados y angulos, y el
uso y calculo de las razones trigonométricas para resolver cualquier triangulo.
En el tercer objetivo establecimos los mismos procedimientos que para el pri-
mer y segundo objetivos. Estos procedimientos sustentan las capacidades que
los escolares deben activar para lograr los objetivos. Enumeramos y caracteriza-
mos esas capacidades en el siguiente apartado.

2. Caracterizacion de las capacidades

De acuerdo con los objetivos planteados, disefiamos una secuencia de tareas no
rutinarias que contribuyeran a su desarrollo. Caracterizamos las tareas no ruti-
narias como problemas o situaciones problema que se proponen en la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas escolares. Las tareas rutinarias son los ejerci-
cios. Tomamos las tareas no rutinarias, porque nos proporcionan condiciones

para un desarrollo cognitivo que permite: (a) construir nuevo conocimiento que
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tiene que comenzar de manera subjetiva, (b) reconocer y evaluar conocimien-
tos adquirido antes, (c) generar nuevas interpretaciones y nuevas relaciones, y
(d) reorganizar y reestructurar el conocimiento en un cuerpo mais amplio
y consolidado (Flores, Gémez y Marin, 2010). Consideramos que una tarea
no rutinaria se puede descomponer en una cadena de tareas rutinarias, cada
una de las cuales se puede asociar con una capacidad.

Definimos la capacidad como una expectativa del profesor sobre la ac-
tuacion exitosa de un estudiante respecto a una tarea de tipo rutinaria asociada
con un tema matematico. Las capacidades se manifiestan mediante conductas
observables de los estudiantes, por lo cual es importante que estén enunciadas
de forma que quede clara cuil es la informacién de partida y cudl es la infor-
macién que se genera al poner en juego la capacidad (Gonzalez, Gomez y
Lupianez,2010).

Clasificamos las capacidades que los estudiantes ponen en juego al mo-
mento de desarrollar las tareas en tres categorias, de acuerdo con el énfasis so-
bre el cual se concentra su accidén (tabla 4): (a) geométricas; (b) generales, que
incluyen las habilidades previas al desarrollo de la trigonometria e involucran
algunas destrezas algebraicas y métricas; y (c) trigonométricas.

Tabla 4
Capacidades

C. Definicion

Capacidades geométricas

C1  Construye las alturas de un tridngulo

C2  Comprende que para un paralelepipedo la longitud mixima es la que corresponde al
segmento que une un vértice con el opuesto al de la cara contraria

C3  Identificalos elementos geométricos de un sélido (vértices, aristas, caras, medidas
angulares, diagonales, entre otros)

C4  Conservalos elementos geométricos de un sélido al momento
de representarlo bidimensionalmente

C5  Usael teorema de la suma de los dngulos internos de cualquier tridngulo euclideo
C6  Clasificalos tridngulos segtin la longitud de sus lados y la medida de sus angulos

C7  Conoce y menciona los elementos del tridngulo rectingulo y los utiliza
en la aplicacién del teorema de Pitagoras

C8  Construye modelos geométricos rectangulares en tercera dimension en el soffware
Cabry Geometry, en funcién de la solucién del problema

Contintia
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C. Definiciéon
Capacidades generales
C9  Realiza conversiones de medidas
C10 Reconoce las propiedades necesarias en el despeje de ecuaciones (lineales, razones
trigonomeétricas, cuadraticas “‘sencillas”, entre otras)
C11 Enlaecuacién trigonométrica, asigna los datos dados (pardmetros) del problema
C12  Establece una representacién grafica del problema
C13  Ubica los datos conocidos y desconocidos dentro de la representacion grafica
C18 Ubicalos datos conocidos en la ecuacion del teorema de Pitagoras
C23 Representa visualmente un problema
C25 Calculalongitudes y dngulos a partir de instrumentos de medida
en situaciones concretas
Capacidades trigonomeétricas
C14 Expresa un problema como la razén trigonomeétrica tangente
(representacion simbolica)
C15 Reconoce que larelacién existente entre los pardmetros e incognitas
que aparecen en la representacion grafica del problema (el tridngulo),
es una relacién trigonométrica
C16 Reconoce el valor numérico de las razones trigonométricas
como longitudes de segmentos
C17 Halla dngulos teniendo en cuenta los valores numéricos obtenidos
en las razones trigonométricas y su inversa
C19 Identifica el cateto adyacente, el opuesto y la hipotenusa, a partir
del establecimiento del angulo
C20 Usalos recursos tecnoldgicos (calculadora, tablas, entre otros) en funcién
de la solucién de un problema trigonométrico
C21 Identifica angulos de elevacién y depresion de acuerdo a la informacién de la tarea
C22 Interpretay relaciona los valores numéricos obtenidos, como la solucién
de problemas trigonométricos
C26  Expresa un problema como la razén trigonométrica seno
(representacion simbolica)
C27 Expresa un problema como la razén trigonométrica coseno

(representacion simbdlica)

C.:Capacidad

El nivel de complejidad de algunas capacidades varia dependiendo del tipo

de accidn, lo cual genera la siguiente clasificacion: (a) basicas (C1, C2, C3, C4,
C6,C9,C12,C13,C19, C23, C25), (b) transitorias (C15), (c) basicas avanzada



378 DI1SENO, IMPLEMENTACION Y EVALUACION DE UNIDADES DIDACTICAS...

(C5,C7,C8,C10,C11,C16,C17,C19, C20, C21, C22) y (d) superiores (C14,
C26,C27).Por ejemplo, despejar la ecuacion trigonométrica es basica avanzada,
mientras que el despeje de la ecuacion con una sola incognita es basica.

Como se puede observar, las capacidades tienen una estrecha relaciéon con
la estructura conceptual. Las capacidades pueden ser descritas desde el cam-
po procedimental como estrategias o destrezas, y desde el campo conceptual
como un hecho o concepto. En la tabla 5 clasificamos las capacidades desde los
campos procedimental y conceptual, que configuran la estructura conceptual
del foco de contenido razones trigonométricas.

Tabla 5
Relacién de las capacidades y la estructura conceptual del foco de contenido
Campos
Procedimental Conceptual
C. Destreza Estrategia Hechos Conceptos
C1 v Altura de un tridngulo
C2 v Teorema Pitagoras
C3 v Sélidos
C4 v Sélidos
C5 v Teorema de la suma
de los angulos internos
C6 v Triangulos
Cc7 v v Teorema de Pitdgoras
C8 4 Sélidos
C9 v Conversién de medidas
C10 v Despeje de ecuaciones
C11 v Evaluacién de ecuaciones
C12 v
C13 v
C14 v Razones trigonométricas
C15 4 Razones trigonométricas
C16 v Razones trigonométricas
C17 v Razones trigonométricas
C18 v Teorema de Pitdgoras
C19 v Teorema de Pitagoras
C20 v
C21 v Angulos de elevacién
y depresién
C22 4 Razones trigonométricas
C23 v v

Contintia
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Campos
Procedimental Conceptual
C. Destreza Estrategia Hechos Conceptos
C24 4 Despeje de ecuaciones
C25 v Medida de angulos
y longitudes

C26 v Razones trigonométricas
C27 v Razones trigonométricas

C.:Capacidad

3. Caminos de aprendizaje

A partir de la identificacion, formulacidn y caracterizacion de las capacidades,
establecemos los caminos de aprendizaje de las tareas. Estos caminos de apren-
dizaje se caracterizan por la secuencia de capacidades que los estudiantes po-
nen en juego para resolver la tarea. El camino de aprendizaje permite prever el
desarrollo del aprendizaje del estudiante en la solucién de la tarea.

A continuacidén presentamos como ejemplo el camino de aprendizaje de
la tarea de la sombra. Esta tarea consiste en hallar la altura de un arbol a partir
de la distancia de la sombra que proyecta y la medida de su angulo de elevacion.
El camino de aprendizaje que los estudiantes pueden realizar es el siguien-
te: calcula la longitud y el angulo de elevacidn a partir de la cinta métrica y
el goniémetro (C25), y realiza la representacion grafica del problema (C12),
en la que clasifica el tridngulo (obtenido de la representacion grafica), segin
la longitud de sus lados y la medida de su idngulo (C6), para ubicar los datos
conocidos y desconocidos en la representacion grafica (C13). Identifica el an-
gulo de elevacion (C21) y establece el cateto adyacente, el cateto opuesto y la
hipotenusa (C19), reconociendo que la relacién existente entre los parimetros
e incognitas que aparecen en la representacion grafica es una relacién trigo-
nométrica (C15). La expresa como la razdn trigonométrica tangente (C14).
Después, asigna en la ecuacion trigonométrica los datos dados (parametros)
del problema (C11) y halla la incdgnita despejando la ecuacién trigonométrica
(C10), reconociendo que el valor numérico que va a obtener es la longitud
de un segmento (C16). Obtiene este valor numérico usando la calculadora de
funciones (C20). Lo interpreta y relaciona como la solucién del problema tri-

gonométrico. Por consiguiente, el camino de aprendizaje es el siguiente:

C25-C12-C6-C13-C21-C19-C15-C14-C11-C10-C16 - C20 - C22
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Este camino de aprendizaje se puede analizar a partir del grafo presentado en
la figura 9, en la que se establecen los énfasis y las relaciones de las capacidades
utilizadas. Ademas, se establecen las capacidades donde empieza y termina el
camino, y la cantidad de veces que se repite una capacidad. Este analisis no solo
sirve para este camino propuesto, sino para los posibles caminos de aprendizaje
que los estudiantes realicen al abordar las tareas. Podremos evaluar el proceso
de aprendizaje con base en este tipo de analisis.

Geométrico General
L e i e i i i B e e e e i e B B B |
1 1 1
1 c3 1 1
1 C1 1 1
1 C5 i 1
1 1 1
1 1 1
1 4/1 1
16— c9 1
1 1
1 Cc8 Cc7 1
1 1
1 1
o o oo e o o e e e e e o o e e e e - o o

/

C22

e (O

Trigonométrico

Entre corchetes: nimero de veces que la capacidad es origen. Entre paréntesis: niumero de veces que la capacidad es
final. El numero que aparece en cada flecha es la cantidad de veces que se produce esa relacion. El nimero que aparece
en cada cuadrito es la cantidad de veces que se pone en juego la capacidad.

Figura 9. Grato del camino de aprendizaje de la tarea de la sombra.

4. Dificultades y errores

Clasificamos las dificultades bajo dos lineas de profundizacién: la primera se
relaciona con la estructura conceptual de las razones trigonométricas de un
angulo y la segunda se refiere a la relacidn entre los sistemas de representacion.
En la primera linea de profundizacién, hacemos énfasis en los conceptos, pro-

cedimientos y destrezas que requiere un estudiante para llegar a la solucién de
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una tarea. Por lo tanto, se establece: dificultad para reconocer, construir y representar
propiedades y elementos geométricos asociados con problemas, en los que se involucran las
razones trigonomeétricas.

En la segunda linea de profundizacion se hace énfasis en las relaciones ge-
neradas en las distintas traducciones de los sistemas de representacion. De esta
manera, se consideran dos situaciones en las que el estudiante puede presentar
dificultades: una en el sentido de las traducciones entre las representaciones y
otra en la linea de las transformaciones sinticticas en una misma representa-
cidén. Por lo tanto, las dos dificultades que se establecen son: primero, dificultad
para realizar las traducciones entre las distintas representaciones de las razones trigono-
métricas, a partir de los datos dados en el problema. Segundo, dificultad para construir
transformaciones sintdcticas de las razones trigonométricas entre una misma representa-
cion, a partir de los datos dados en el problema.

Teniendo en cuenta las dificultades que se les pueden presentar a los es-
tudiantes en la solucién de las tareas y los posibles caminos de aprendizaje que
estos pueden llegar a realizar para la solucién de la tarea, identificamos una
serie de errores en los que el estudiante podria incurrir. Algunos errores estin
relacionados con datos mal utilizados, interpretacion incorrecta del lengua-
je, falta de verificacién en la solucidn y errores técnicos (Movshovitz-Hardar,
Zaslavksy e Inbar, 1987, citados por Rico, 1995), entre otros. De acuerdo con
el tipo de error, se hace una relacién con las dificultades descritas inicialmente.
Esta relacion (que también tiene en cuenta los posibles caminos de aprendizaje
para el desarrollo de la tarea) le permite al profesor planificar ayudas, de forma
que el estudiante logre superarlos. En la tabla 6 presentamos los errores orga-
nizados de acuerdo con las tres dificultades: estructura conceptual, traduccién
entre las representaciones y transformaciones sintacticas.

Tabla 6
Errores

E. Descripcion

Estructura conceptual
E1  No reconoce los tridngulos rectingulos
E2  No distingue correctamente la hipotenusa de los catetos
E3  Confunde el dangulo recto con los angulos agudos en un tridngulo rectingulo
E4  No traza correctamente las alturas en triangulos

E5  No reconoce que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a 180°

Contintia
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E. Descripcion

E6  No identifica correctamente los lados del tridngulo respecto a un dngulo,
impidiéndole construir las razones trigonométricas

E7  Representa en lo bidimensional figuras de tercera dimension sin
la perspectiva adecuada

E8  No asigna correctamente los dngulos en la representacion grifica
de un problema trigonométrico

E9  No identifica las longitudes dadas en un problema dentro
de su representacién grafica

Traduccion entre las representaciones

E10  Establece de forma equivocada la razén trigonométrica a partir
del modelo grifico del problema

E11 Establece de forma equivocada la razén trigonométrica a partir
del modelo grifico del problema

E12  Enlarepresentacion grifica del problema coloca equivocadamente
los datos conocidos

E13 No interpreta ni relaciona correctamente los valores numeéricos obtenidos
dentro de la solucién del problema

E14 A pesar de que el estudiante conoce la razén trigonométrica para encontrar
el angulo pedido en el problema, no determina su valor al hacer uso
de la herramienta tecnolégica

Transformaciones sintacticas

E15 Aldeterminar la razén trigonométrica que resuelve el problema,
no asigna correctamente los datos conocidos en ella

E16 No despeja correctamente las variables pedidas en las razones trigonométricas

E17 Hallalaamplitud de un angulo,afirmando que el valor obtenido
por una razén trigonométrica lo representa

E18 No utiliza de forma correcta las herramientas tecnologicas para resolver el problema

E.:Error

3.Analisis de instruccion

En este apartado describimos el analisis de instruccion. Este es el procedimiento
con el que “el profesor disefa, analiza y selecciona las tareas que constituiran las
actividades de ensefianza y aprendizaje objeto de la instruccion” (Gémez, 2007,
p-29). En la primera seccidn, presentamos el planteamiento general de las sesio-
nes de la unidad didactica; en la segunda seccidn, establecemos el papel y agrupa-

ci6n de los estudiantes; y en la Gltima seccion, describimos el papel del profesor.
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1. Planteamiento general de las sesiones de la unidad didactica

En la tabla 7 presentamos las tareas no rutinarias (de aqui en adelante las de-
nominaremos tareas) que hacen parte de la secuencia didactica, especificando
para cada una de ellas sus principales caracteristicas, en términos de la descrip-
cibén,la meta y el tiempo utilizado. En el tercer apartado se presentara en deta-

lle la secuencia y las tareas propuestas.

Tabla 7

Presentacion general de las sesiones de la unidad didactica

Tarea S. Tiempo Descripcion Meta

La medida 1 60min  Aplicacién delaconversion  Calcular longitudesy

del tridangulo de medidas (radianes angulos de los triangulos

Parte 1 aangulos), las razones rectangulos
trigonométricas y el teorema

La medida 2 ¢0min de Pitigoras,para calcular las

del tridngulo longitudes de los triangulos

Parte 2 rectangulos

Lasombra 3 60min  Aplicacion de medidas de Calcular longitudes 'y

Parte 1 magnitudes y de angulos, angulos en contextos
razones trigonométricas y inaccesibles, haciendo uso de

La sombra 4 80min Modelacion, para calcular las razones trigonométricas

Parte 2 longitudes y angulos en y en la parte 2, validar el
contextos inaccesibles problema de la sombra

usando el soffware Cabri
Geometry

La cometa 5 60min  Aplicacién de ecuaciones Calcular longitudes y
trigonométricas, sistema angulos en contextos
de ecuaciones, razones inaccesibles haciendo uso de

6  60min trigonomeétricas y las razones trigonométricas

modelacién, para calcular
longitudes y angulos en
contextos inaccesibles

Lasmoscas 7 60min  Aplicacién de razones Resolver un problema en
trigonomeétricas, un contexto real, usando las
modelacion, para hallar razones trigonométricas para
angulos en contextos hallar el angulo

8§ 80min  inaccesibles

S.:Sesidon
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El tiempo previsto para la mayoria de sesiones se distribuye de la siguien-
te manera:
1. Socializacién de criterios de logros especificos de la actividad (10 minutos).
2. Diligenciamiento del diario de grupo (10 minutos).
3. Discusion y solucion de la tarea no rutinaria (para algunas serd de 25 mi-
nutos; para otras sera de 35 minutos).
4. Socializacién de los grupos pequenos al gran grupo (de 15 a 25 minutos).

2. Papel y agrupamientos de los estudiantes

Los estudiantes resolveran la mayoria de las tareas de acuerdo con tres tipos de
agrupamiento. En una primera fase trabajarin de forma individual; después lo
harin en grupos pequenos; en la tercera fase se trabajara con el gran grupo. A
continuacion presentamos las acciones que realiza el estudiante en cada instante.

Individualmente. El estudiante debe prestar atencion a las indicaciones dadas por
el profesor (de forma verbal y escrita) y desarrollar las tareas propuestas.

En pequerios grupos. Se espera que el estudiante logre (a) involucrarse en uno
de los grupos realizados (G1 a G6); (b) participar activamente en su grupo con
la socializacién de lo hecho en la sesidn; (c) aportar elementos conceptuales y
procedimentales para la solucidn de la tarea;y (d) colaborar en la realizacion de

la exposicion para el gran grupo.

En gran grupo. El estudiante debe estar atento a registrar los datos y soluciones
establecidas por los otros grupos y participar en la discusién con los otros gru-
pos, realizando preguntas sobre las dudas, inquietudes o errores que presentan

los resultados de los otros grupos.

3. Papel del profesor

El profesor orientara las acciones de los estudiantes de la siguiente forma: pri-
mero, dard una breve instruccioén verbal de las tareas, asi como las condiciones
especificas que permiten su desarrollo; después, propondra de forma escrita el
problema; por tltimo, conformari los seis grupos pequefios que desarrollaran la
unidad didictica, y realizara el seguimiento y acompanamiento correspondiente.

El profesor deberd mantener una postura dinimica, con preguntas frente
a las acciones y discusiones de los diferentes grupos, de tal manera que sea ¢l
quien controle cuando y hasta donde debe dejar a los diferentes grupos de
estudiantes mediar con las dificultades que se presenten durante el desarrollo y
posible solucién de la tarea. La intervencidén del profesor debe proporcionar a
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los estudiantes una orientacion, siguiendo como ruta el camino de aprendizaje
previamente elaborado. Cuando los estudiantes se enfrenten a un error o a una
dificultad, el profesor debe redirigir a los estudiantes con preguntas que pro-
voquen una argumentacion de las acciones desarrolladas, para poder superar
el error. A continuacidn, el profesor debe gestionar el orden y las condiciones
para las exposiciones de los grupos pequenios. El debe indagar acerca del desa-
rrollo generado por los estudiantes durante el proceso de solucién de la activi-
dad y producir finalmente una institucionalizacidn a partir de las preguntas y
argumentos hechos por los estudiantes. En la tabla 8 presentamos las actuacio-
nes particulares del profesor para superar los errores en los que incurrieron los
estudiantes a la hora de resolver la tarea.

Tabla 8
Actuaciones del profesor frente al error

E. A Descripcion
E1 Al Elprofesor presenta a los estudiantes representaciones graficas de tridngulos
E2 (rectangulos y no rectangulos) para que ellos identifiquen los tridngulos
E3 rectangulos a partir de sus propiedades, los catetos y la hipotenusa. Estas

clasificaciones se realizan por escrito en el cuaderno del estudiante.

E4 A2 Elprofesorles pedird alos estudiantes que dibujen diferentes tipos de tridngulos y,
haciendo uso de la regla y el compas, construiran las tres alturas de cada tridangulo.
Esta actividad sera desarrollada individualmente en casa si el error se presenta con
un grupo pequeno de estudiantes o en el aula de clase si el error se presenta con
mas del 40% de los estudiantes.

E5 A3 Elprofesor presenta representaciones geométricas de tridngulos (rectangulos y
no rectangulos) y formula preguntas relacionadas con la medida de los angulos,
cuyas respuestas les permite concluir a los estudiantes que la suma de los angulos
internos de todo tridangulo siempre es igual a 180°. El profesor propone que
los estudiantes socialicen sus respuestas para que los grupos de estudiantes se
realimenten y se ayuden entre si.

E9 A5 Elprofesor pregunta sobre los elementos que se pueden identificar en el

E10 problema que permitan realizar un modelo grafico. Después propone la

El1 discusion y la socializacion de los modelos grificos construidos por cada uno de
los grupos,acordando, en conjunto, cudl de ellos se ajusta mas con las condiciones
requeridas por la tarea.

E6 A6  El profesor explica a los estudiantes a partir de la representacion grafica
E7 de un tridngulo rectingulo,los conceptos de cateto adyacente y cateto
E8 opuesto a un angulo.

Contintia
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E. A Descripcion

E12 A7 Elprofesor caracteriza cada uno de los elementos geométricos,
algebraicos y trigonomeétricos contenidos en la tarea, describiéndolos
a partir de cualidades propias de estos elementos, como un ejercicio que
propicie en los estudiantes establecer diferencias claras en cada uno de ellos
aluz de una representacién grafica.

E13 A8 Elprofesor,en conjunto con el grupo, establece una correspondencia entre los
valores obtenidos con aspectos propios de la tarea, descartando, con ayuda de los
estudiantes y mediante ensayo y error (por absurdo),aquellas que no muestran
ninguna relacién coherente con los datos suministrados en la tarea.

E14 A9 Elprofesor instruye a los estudiantes sobre el correcto uso de la herramienta

E18 tecnoldgica (calculadora y software Cabri Geometry) y propone ejercicios
de refuerzo, en los que los estudiantes deban determinar las razones de los
valores de las razones trigonométricas de diferentes angulos, haciendo uso
de la calculadora.

E15 A10 El profesor establece las relaciones respectivas entre los nombres de los elementos
trigonomeétricos involucrados en la tarea y el elemento fisico contenido en
la representacién geométrica de la razén trigonométrica, de modo que el
estudiante usa este modelo como referencia en la asignacién de los datos a una
razén trigonométrica contenida en un modelo geométrico.

E16 A1l Elprofesor propone una secuencia de ecuaciones en primer grado con
el proposito que el estudiante ejercite los algoritmos de despeje
y solucion de ecuaciones usando en un nivel superior expresiones
con variables trigonométricas.

E17 A12 Elprofesor formula preguntas con respecto a la amplitud de un angulo, cuyas
respuestas les permitan concluir a los estudiantes que el valor obtenido por
una razén trigonométrica es diferente a la amplitud del respectivo angulo. En
la explicacién el profesor demostrard que la suma de los angulos internos de
todo tridngulo,siempre es igual a 180°. El profesor permitira que los grupos de
estudiantes se ayuden entre si, socializando sus respuestas.

A.: Actuacion; E.: Error.

4. Analisis de actuacion

El analisis de actuacion es el procedimiento con el que “el profesor determina
las capacidades que los escolares han desarrollado y las dificultades que pueden
haber manifestado hasta ese momento” (Gémez, 2007, p. 29). El propésito de
la evaluacion en el analisis de actuacion esta relacionado con la valoracion del
nivel de resultados obtenidos y con la apreciaciéon de los procesos seguidos
que permitieron alcanzar estos resultados. A continuacién describimos el sis-
tema de evaluacidn aplicado en el disefio y la implementacién de la unidad
didactica. Identificamos los criterios de evaluacion adoptados, presentamos los
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instrumentos de evaluacion utilizados y describimos el modelo de evaluaciéon
para la unidad didactica.

1. Criterios de evaluacién

Los criterios de logro tienen como propdsito principal obtener informacién
concreta respecto al nivel de consecucién y desarrollo alcanzado por los es-
tudiantes frente a los objetivos de aprendizaje. Hemos clasificado los criterios
de logro generales en tres categorias, segiin se refieran a: (a) las actitudes; (b) la
aplicacion y el uso de la competencia comunicativa; y (c) la evolucién y de-
sarrollo progresivo de los procesos. En la tabla 9 presentamos los criterios de
logro generales, de acuerdo con las categorias propuestas.

Tabla 9
Criterios de logros generales
C. Descripciéon
Actitudinales

AT1  Muestra cohesidn e interactia con cada uno de los miembros de su grupo.

AT2  Desarrolla un interés visible por algunos de los elementos conceptuales
descritos en una o mas tareas.

AT3  Respetalos tiempos establecidos para la entrega y elaboracién de las tareas.

AT4  Valoray respeta con su silencio los aportes realizados por sus companeros durante
los espacios de discusién y socializacidn,a nivel de grupo y gran grupo.

AT5  Desarrolla las tareas en los espacios sugeridos y con el uso de los recursos
requeridos para las mismas.

Competencia comunicativa

CM1 Participa activamente en discusiones y socializaciones logrando
expresar de forma apropiada sus ideas.

CM2 Registra en forma ordenada y clara, los procesos abordados
en el desarrollo de una tarea.

CM3 Interpretay explica una situacién dando un enfoque propio sin distorsionar
aspectos trascendentales de la situacién.

CM4  Argumenta de forma claray comprensiva el uso de conceptos dentro
del desarrollo de una tarea haciendo uso de ayudas comparativas como
ejemplos u otros elementos.

CM5  Esta en condiciones de explicar y justificar las razones que produjeron el desarrollo
de un procedimiento en la solucién de una tarea haciendo registros escritos y
argumentando oralmente.

CM6  Produce graficos o esquemas representativos para interpretar
y modelar situaciones.

Contintia
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C. Descripcion
Evolucion de procesos
EP1  Muestra un avance evidente comparado con el desarrollo primario de la tarea.
EP2  Propone e investiga recursos y conceptos que le posibilitan superar un obstaculo.
EP3  Muestra interés por superar sus dificultades proponiendo preguntas al profesor con
las cuales pueda reorientar su proceso.
C.: Criterio

tos del foco de contenido estan caracterizados teniendo en cuenta relaciones

Los criterios particulares que hacen referencia al desarrollo de los elemen-

con una o mas capacidades; por tanto, el desarrollo de un logro podria implicar

la activacién de un grupo de capacidades o de una capacidad especifica. En la

tabla 10 presentamos el conjunto de logros descritos, de manera que sea posi-

ble comprender las acciones que son capaces de realizar los estudiantes al cierre
de la unidad didactica.

Tabla 10
Criterio de logros particulares
C. Descripcion
CL1  Identifica el triingulo rectangulo a partir de un dngulo recto y dos agudos, sus
catetos y la hipotenusa
CL2  Reconoce que lasuma de los dngulos internos de cualquier tridngulo es de 180°
CL3  Establece las partes del tridngulo rectangulo a partir de los angulos
(elevacion y depresion)
CL4  Utiliza correctamente, los instrumentos de medida, las tablas y la calculadora
cientifica, en la solucién del tridngulo rectingulo
CL5 Reconoce,identifica e interpreta los elementos geométricos de figuras planasy de
los sélidos (vértices, aristas, caras, medidas angulares, diagonales, entre otros)
CL6  Construye y verifica la construccion de las alturas de un tridngulo cualquiera
CL7  Identificalos datos conocidos y desconocidos en el problema propuesto
CL8  Reconoce propiedades necesarias en el despeje de ecuaciones (lineales, razones
trigonomeétricas, cuadraticas “sencillas”)
CL9  Interpretay establece los valores numéricos obtenidos,

como la solucién del problema

Contintia
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C. Descripcion

CL10 Pasa de grados a radianes y de radianes a grados

CL11 Establece la razén trigonométrica (seno, coseno y tangente) necesaria
para resolver el tridngulo rectingulo

CL12 Reconoce larelacion trigonométrica entre los pardimetros e incognitas
en la representacion grafica

CL13 Reconoce la relacion trigonométrica entre los pardimetros e incognitas
en la representacion grifica

CL14 Realiza una representacion grafica del problema y ubica los datos
conocidos y desconocidos

CL15 Realizalarepresentacion grafica del problema, conservando los elementos
geométricos de las figuras planas y de los sélidos (problema de las moscas) y ubica
los datos conocidos y desconocidos en ésta

CL16 Modela el problema con el software Cabri Geometry, en funcién
de la solucién del problema

C.: Criterio

Estos logros concretan de algin modo el camino para el desarrollo del
conjunto de objetivos de aprendizaje que se han descrito en el anilisis cogniti-
vo, al cubrir todo el desarrollo del foco de contenido. Los primeros seis hacen
referencia a los elementos de tipo geométrico que se relacionan con el uso de
las razones trigonométricas en la solucidon de un tridngulo rectingulo. Los tres
siguientes tienen que ver con aspectos generales de la solucion y evaluacién de
ecuaciones, asi como con la interpretacion de resultados. Les siguen a estos, tres
logros que tienen que ver con la representacién de los problemas como situa-
ciones de uso trigonométrico. Por tltimo, cierran aquellos que hacen referen-
cia directa a elementos de uso trigonométrico, relacionados con la aplicacion

de las razones trigonométricas en el desarrollo de un triangulo rectangulo.

2. Instrumentos de evaluacion

Hemos previsto el uso de diferentes instrumentos para facilitar la recogida de
la informacion, teniendo en cuenta que el nimero de las capacidades propues-
tas para la implementacién de la unidad es considerable y que, para su evalua-
cidn, es necesaria la observacion del nivel de complejidad en el cual se activan.
Estos instrumentos son el diario del profesor, las actividades de correccion de
las tareas, el diario del grupo y la evaluacién final. Los describimos brevemente

a continuacion.
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Los registros del diario del profesor

Los descriptores actitudinales del diario del profesor permiten registrar el
comportamiento de los estudiantes, al evaluar el interés puesto en la solucion
de una tarea, sus actuaciones, la participacién durante la sesién de clase, asi como
las sugerencias y los aportes que hace para la solucion de esta. Su diseno cons-
ta de una tabla que, al ser diligenciada por los profesores, les permitira regis-
trar una variada informacion relacionada con tres aspectos principales; a saber:

Diseiio metodoldgico. Este aspecto hace referencia a todos los pasos, fases, partes o
apartados en los que se divide y ejecuta la tarea. Se incluye ademas el tiempo de
cada paso o fase en las que se divide, se ejecuta y se desarrolla una tarea.

Aspectos relacionados con la ensefianza. Con esta parte del instrumento se busca
consignar aquella informacién que de cuenta de los aspectos particulares de
la presentacion y las caracteristicas de la comunicacién de la actividad, la dis-
tribucion de los estudiantes en grupos, y las previsiones sobre la funcién de la
tarea en la secuencia didictica y su complejidad cognitiva. Estos aspectos se
evaltian en términos del cumplimiento, cumplimiento parcial o el no cumpli-

miento del mismo.

Aspectos relacionados con el aprendizaje. La intencidn de esta parte del diario es
consignar aquella informacion que de cuenta de los aspectos particulares rela-
cionados con la dimensidn cognitiva del contenido; es decir, los tipos de conte-
nido y el desarrollo de la estructura conceptual, los sistemas de representaciéon
y las relaciones que la actividad promueve, asi como los niveles de complejidad
en las competencias MEN (2006). Estos aspectos se evallan en términos del
cumplimiento, cumplimiento parcial o el no cumplimiento del mismo.

Informe escrito contenido en la carpeta y el diario de grupo

Cada uno de los grupos debe realizar una carpeta donde se presenten todas las
tareas que desarrollaron en grupo. Ademas, deben anexar al final de las tareas
el diario de grupo. El profesor realizard una revision periodica de la carpeta
para establecer el desarrollo y la solucion de cada una de las tareas, permitién-
dole establecer y corroborar el camino de aprendizaje utilizado por el grupo.
El profesor evaluard la carpeta utilizando como criterios de evaluacién la ve-
rificacion de los procedimientos registrados, la elaboracion de las graficas con
criterios geométricos, la construccion detallada de los algoritmos y, en gene-
ral, la presentacion final de la carpeta (presentacidn de todas las soluciones de
las tareas y los diarios de grupo resueltos).
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El diario de grupo es un instrumento que nos permite establecer los mo-
mentos tenidos en cuenta por los estudiantes para solucionar la tarea. Estos
momentos caracterizaran las dificultades y los grados de satisfaccion de los es-
tudiantes al momento de solucionar la tarea. Proponemos dos tablas y un grafo
para el diario de grupo. En la primera tabla, pedimos a los estudiantes que ca-
ractericen entre 4 y 10 momentos tenidos en cuenta para la soluciéon de la
tarea y que mencionen cada uno de ellos usando una marca representativa
(nombre o frase); ademas, describir las razones para llamarlo de esa manera en
un parrafo que no exceda 40 palabras. En la segunda tabla, los estudiantes de-
ben ordenar cada uno de los momentos construidos, teniendo en cuenta en
forma descendente el nivel de satisfaccion o agrado que les produjo durante
la solucién de la tarea, y describir alli las razones que dan lugar a esta clasifi-
cacién. Después, los estudiantes se remiten al grafo (figura 10) y sefialan con
puntos el nivel de dificultad que se les present6 en cada momento. Al terminar
la evaluacion de momentos por grados de dificultad, unen los puntos con un
segmento de recta, estableciendo la variacion de los grados de dificultad en
los momentos. Nuevamente, recurren al grafo y sefialan en cada uno de los
momentos el nivel de satisfacciéon o agrado producido en cada uno de ellos
al momento de resolver la actividad. Al terminar la evaluacién de momentos por
niveles de satisfaccidn, los estudiantes deben unir los puntos con un segmento
de recta usando un color distinto al del nivel de dificultad. Por altimo, deben
describir las razones que los llevaron a establecer los niveles de variacién en el
grafo de dificultad, argumentado las causas, dificultades o comprensiones que
han producido una variacién en estos grados. De no haber variaciones, deben
presentar las razones que produjeron tal situacidn.

Niveles
A

= N W A~ U
|

T T T T T T T T T —» Momentos

Figura 10. Grafo del diario de grupo
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Evaluacién escrita al cierre de la unidad

La evaluacidn escrita es una prueba que pretende establecer el nivel adquirido
por los estudiantes en la aplicacién de sus conocimientos y destrezas en una
situacién particular. Esta evaluacion se realizara al final de la secuencia de ac-
tividades y pretende evaluar especificamente el desarrollo de los tres objetivos
propuestos en la secuencia de actividades. La evaluacion tiene tres items, y en
cada uno se desarrolla un objetivo de la secuencia. Su descripcién se presenta
en el siguiente apartado.

Parrilla de observacion

El uso de la parrilla de observacién como un instrumento de evaluacién tiene
que ver con la verificacion de las capacidades activadas en un camino de apren-
dizaje. También, permite establecer con claridad cuales son los errores mas fre-
cuentes en los que incurren los estudiantes, asi como identificar cuales son
las capacidades que requieren un mayor tratamiento. Su proposito consiste en
construir estrategias y tareas de correccién que nos permitan hacer énfasis en
estos aprendizajes. En la figura 11, presentamos una hipétesis de dos caminos
de aprendizaje. El primero se presenta con la linea gris para establecer el cami-
no previsto por el docente (posible camino de aprendizaje que los estudiantes
pueden realizar al resolver la tarea de manera correcta) y el segundo se presenta
con la linea negra para establecer el camino que el grupo de estudiantes realiza
al resolver la tarea.

En el caso del ejemplo de la figura 11, el punto de inflexion muestra que
el grupo de estudiantes generd un camino alternativo de solucion o que incu-
rrieron en un error. El analisis posterior del camino de aprendizaje realizado
por los estudiantes le permitira al profesor determinar cual de estas dos opcio-
nes es la que se presentd. En el caso de ser un error, este podra ser facilmente
constatado en el grupo de dificultades que estan categorizadas para la tarea; asi,
serd mas certera la asignacion de la actuacidn del profesor, la cual hara que el
grupo de estudiantes retome el camino de aprendizaje correcto para la solu-
cidén de la tarea y, por tanto, supere el error.

La verificacién continua de los indicadores, junto con el uso reiterado de
los instrumentos de evaluacion durante la implementacién, hace que conside-

remos la evaluacién como un proceso dinamico y permanente.



R AZONES TRIGONOMETRICAS 393
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Figura 11. Parrilla de observacién de la tarea La sombra

4. Descripcion de la unidad didactica

En este apartado presentamos la descripciéon de la unidad didictica. Inicial-

mente describimos la secuencia didictica, con sus fases, objetivos y sesiones;

después, exponemos las tareas que componen la secuencia didactica.
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1. Secuencia didactica

En la tabla 11 presentamos de forma general la secuencia de tareas, atendiendo

alarelacién entre la fase, el objetivo, la sesion, la tarea y el contenido.

Tabla 11
Distribucion de fases y sesiones de clase de la unidad didactica
Tarea S. Funcion Objetivo Contenido
Fase inicial
Diagnoéstica 1 1.Averiguar los Halla la medida Propiedades
. conocimientos previos de angulos cométricas de
Lamedida de P gHiosy seome
g de los alumnos lados de un los tridngulos
los tridngulos - , - .
tridngulo rectingulo  (bidimensional)
Parte 1 2. Presentarcl usando las razones
arte .
tema de razones . L Medida de los
oAt . L. trigonométricas , )
Diagnéstica 2 trigonomeétricas angulos (amplitud)
. lados (distancia
Lamedida de ¥ ( )
los tridngulos Conversion de
medidas
Parte 2
Sistemas de
ecuaciones
Razones
trigonomeétricas
Fase de desarrollo
Lasombra 3 1.Fomentarla Reconoce Medida de los
Parte 1 interrogaciény el elementos, relacio-  dngulos (amplitud)
arte . . S . .
cuestionamiento nesy aplicaciones vy lados (distancia)
de las razones .
Lasombra 4 2.Elaborary cons- . o Sistemas de
. S trigonomeétricas .
truir el significado - ecuaciones
Parte 2 en un tridngulo
de las razones .
i 0 cualquiera, Razones
trigonomeétricas, a o . L.
- ., aplicandolas para trigonométricas
partir de la traduccion
. resolver problemas
de las distintas
La cometa 5 representaciones y Resuelve Longitudes
la transformacion problemas reales (distancia)
sintactica entre una usando las razones .
. . . o Amplitudes
misma representacion trigonometricas ,
. (angulos)
. para el cilculo de
3. Aplicar sus . S
o distancias y angulos  Razones
conocimientos . L
6 trigonometricas

construidos, con

problemas similares
o mas complejos al

desarrollado

Sistemas de
ecuaciones

Contintia
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Tarea S. Funcion Objetivo Contenido
Fase de cierre

Las moscas 7  1.Fortalecerlos Resuelve Propiedades
aprendizajes que se han  problemas reales geométricas
construido usando las razones  de figuras

trigonométricas tridimensionales
- Analizar la tarea a partir - para el calculo de
8 del analisis conceptual  {istancias y dngulos Medida de los
angulos (amplitud)
3.Realizar una y lados (distancia).
evaluacién, que
permita establecer Sistemas de
silos estudiantes ecuaciones
cumplieron con los
objetivos propuestos Razones
en la secuencia de trigonomeétricas
. actividades de razones

Evaluacion 9 . L Evaluar los tres Evaluar los

trigonomeétricas o .
objetivos contenidos
S.: Sesién
2.Tareas

Después de caracterizar de forma general la secuencia de tareas, presentamos a

continuacion la descripcion en detalle de cada una de ellas.

1. Prueba diagnostica: la medida de los triangulos (parte 1)

La formulacién de la prueba diagndstica es la siguiente.

Problema 1

Uno de los catetos de un tridngulo rectangulo mide 30 metros. Su angulo opues-

to mide 0,5 radianes. Determine la medida de los dngulos (expréselos en grados)

y los lados faltantes del triangulo.

Problema 2

Se tiene un tridngulo rectingulo cuya medida de uno de sus angulos es de 61,35°

y la medida del cateto adyacente es de 30 metros. Determine la medida de los an-

gulos (expréselos en radianes) y los lados faltantes del tridngulo.

Los estudiantes contarin con lapiz, borrador, hoja de diagnéstico y calculadora

de funciones, y realizaran la actividad de forma individual (véanse acciones
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en el analisis de instruccion). El desarrollo de esta tarea permite que los es-
tudiantes (indiferentemente del camino de aprendizaje recorrido para su so-
lucidén) establezcan las longitudes y ingulos de un tridngulo rectingulo. El
profesor orientara las acciones dando inicialmente una breve instruccidn ver-
bal de la prueba, asi como las condiciones especificas que permiten su desarro-
llo. Después, propondra que, de forma escrita, realicen la prueba diagnostica.

El camino de aprendizaje que los estudiantes pueden realizar de los pro-
blemas 1 y 2 es el siguiente. Realiza la representacion grifica del problema
(C12), ubica los datos conocidos y desconocidos en la representacion grafica
(C13), pasa el angulo de radianes a grados (C9), utiliza la calculadora para hallar
la medida (C20), usa el teorema de la suma de los angulos internos de cualquier
triangulo euclideo (C5) para hallar el angulo restante, realiza un despeje de la
ecuacion establecida anteriormente (C10) y halla el angulo. Después, establece
el cateto adyacente, el cateto opuesto y la hipotenusa (C19) en la representa-
cibén grafica, y reconoce que la relacion existente entre los pardmetros e incog-
nitas que aparecen en la representacion grafica es una relacién trigonométrica
(C15). Expresa la relaciéon como la razén trigonométrica seno (C26), le asigna
ala ecuacidn trigonométrica los datos dados (pardmetros) del problema (C11),
halla la incognita despejando la ecuacidn trigonométrica (C10), obtiene un
valor numérico usando la calculadora de funciones (C20), reconociendo que
el valor numérico que va a obtener es la longitud de un segmento (C16). De
esta manera, relaciona dicho valor como una de las soluciones del problema
trigonométrico (C22). Después de haber obtenido dos lados del triangulo, uti-
liza el teorema de Pitdgoras (C7) para hallar el tercer lado, ubicando los datos
conocidos en la ecuacion del teorema de Pitagoras (C18), halla la incognita
despejando la ecuacién (C10). Obtiene, de esta manera, un valor numérico
usando la calculadora de funciones (C20) y relaciona este valor como la solu-
cién final del problema trigonométrico (C22). Las figuras 12 y 13 presentan
los caminos de aprendizaje (tablas 4,6y 8).

E5 E2 E15 El6
C12-C13-C9-C20-C5-C10-C19-C15-C26-C11-C10-C20-C16-C22-C7-C18-C10-C20-C22

E11 E12 E18 El6 E10 El6 El

Figura 12. Camino de aprendizaje del problema 1
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ES E2 E15 E16

\ \ \ A

C12-C13-C5-C10-C20-C22-C9-C20-C22-C19-C15-C26-C11-C10-C20-C16-C22-C7-C18—-C10-C20-C22

E11 E12 E16 E16 E10 E16 E1l E16 E18

Figura 13. Camino de aprendizaje del problema 2

2. La medida de los triangulos (parte 2)

La formulacién de esta tarea es la siguiente:

Siun estudiante tiene dos cuerdas de distinta longitud

(o, a

(o, a

Construya un tridngulo rectangulo y halle el perimetro y la amplitud de cada uno

de sus angulos teniendo en cuenta las siguientes especificaciones:

La cuerda a es opuesta al angulo recto (90°) y su medida es de 35,5 cm.
La cuerda b mide 30 cm.
No se conoce la medida de la cuerda c.

No se conocen las amplitudes de los otros dos angulos del triangulo rectingulo.

Los estudiantes contaran con lapiz, papel, compas, la calculadora de funciones,
la calculadora grafica TI 92 plus y el software Cabri. Esta parte de la prueba
diagnostica sera resuelta por cada estudiante en casa. Para la segunda sesion de
la prueba diagndstica, el profesor recogeri los trabajos de todos los estudiantes
y socializard algunos de ellos. A lo largo de la socializacidn, el profesor les re-
cordara a los estudiantes lo que “tienen que saber y saber hacer”, en relacion
con los problemas planteados a lo largo de toda la prueba diagndstica e incluira
algunos ejemplos en forma de ejercicios tipo. Segun sus respuestas, planificara
ayudas individuales para los que las necesiten. El desarrollo de la tarea impli-
ca que los estudiantes (indiferentemente del camino de aprendizaje recorrido
para su solucidén) hallen las longitudes y angulos de un tridngulo rectingulo y
establezcan diferentes relaciones entre los datos dados en la tarea y los resulta-
dos obtenidos.
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La figura 14 presenta el camino de aprendizaje que los estudiantes pueden
realizar al abordar esta tarea (tablas 4,6 y 8).

A7 A3 Al Al10 A9 Al10 A9
v vy vy v v
E12 E5 E2 E15 E18 E15 E18

C12-C13-C9-C20-C5-C10-C19-C15-C27-C11-C10-C20-C16-C22-C15-C14-C11-C10-C20-C16 - C22

E11 E18 E16 E10 E16 E16 E10 E16
b : : Lo
A5 A9 A5 All All A5 All

Figura 14. Camino de aprendizaje de la tarea La medida de los tridngulos (Parte 2)

3. La sombra

La formulacién de esta tarea es la siguiente.

Parte 1

Se desea conocer la altura del arbol mis alto del patio.

Instrucciones

Elige un arbol del colegio para determinar su altura.

1. Utiliza una cinta métrica para medir la sombra proyectada del arbol.

2. Utiliza el goniémetro casero para medir el angulo de elevacién del sol.

3. Registra los datos que toma cada grupo en unas horas determinadas en la
tabla dada. En el caso del grupo 1,2 y 3 toman los datos en las horas de la ma-
fana,y los grupos 4,5 y 6 toman los datos en la tarde.

4.  Determina la altura del arbol.

5. Resuelve la tarea.
6. Presentay discute los resultados obtenidos en la tabla de cada grupo con sus
companeros.
Medida
Grupo 1 Grupo 2
Hora a.m. ! > > ! > >

9:00 10:00 | 11:00 9:15 10:15 | 11:15

Longitud de la sombra

Angulo de elevacion del sol
Altura del arbol

Tabla A
Parte 2

Cada grupo debe hacer una grafica que represente el problema en Cabri Geo-

metry, donde se pueda variar el angulo y la longitud de la sombra proyectada del
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arbol, y donde se establezca la longitud de la altura del arbol invariante. Teniendo
en cuenta estas especificaciones y los datos tomados en la tabla, realice las siguien-
tes acciones:

Varie el angulo de elevacién en la representacion hecha en Cabriy establez-
calarelacién entre la longitud de la sombray el arbol.

En cada una de las variaciones hechas al angulo aplique la razén trigonomé-

trica para verificar la altura del arbol.

Los estudiantes contaran con el goniémetro casero, la cinta métrica, lapiz, pa-
pel, la calculadora de funciones, la calculadora grafica TT 92 plus y el soffware
Cabri. Con la intencidén de que el estudiante se familiarice con la tarea y que
tenga claro como debe desarrollarla, se le daran unas instrucciones de forma
oral, para que ellos realicen preguntas sobre (a) los materiales (recursos didac-
ticos), (b) la planeacién del tipo de tarea a la que se va a enfrentar y (c) la for-
mulacién de preguntas al profesor. Estas preguntas buscan orientar el tipo de
conocimiento matematico que deberan poner en juego los estudiantes. Las
acciones (las instrucciones y las preguntas) que se realizan en esta tarea también
las haremos con la tarea de La cometa y Las moscas.

Los estudiantes realizaran la actividad en un primer momento de forma
individual y en un segundo momento en grupos pequefos y en el gran grupo
(véanse acciones en el anilisis de instruccidn). Teniendo en cuenta que uno
de los papeles principales del profesor es orientar a los estudiantes en la cons-
truccién de los procesos requeridos para el desarrollo del tema, se establecen
dos actuaciones del profesor para enfrentar dificultades y errores presentados
en esta actividad: (a) preguntas orientadoras y (b) diseno de tareas extraclase,
sustentadas desde la ruta que proporciona la construccion de los caminos de
aprendizaje disenados previamente.

La figura 15 presenta el camino de aprendizaje que los estudiantes pueden
realizar de esta tarea (tablas 4,6y 8).

AS A5 A1 A10 A8

vy v v v

F11 E9 E2 E15 £13
X X X X X

C25-C12-C6-C13-C21-C19-C15-C14-C11-C10-C16-C20-22

AoA A4 A

El E8 E10 E16 E18
Lo boor
Al A6 A5 All A9

Figura 15. Camino de aprendizaje de la tarea La sombra
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4. La cometa

La formulacion de esta tarea es la siguiente:

Dos estudiantes que juegan ftbol en la posicion de arqueros observan una come-

ta que se desplaza justo encima de ellos, mientras se encontraban ubicados cada

uno a una distancia de 30 metros en la linea de gol de las porterias de la cancha del

colegio. Al determinar los angulos de elevacion en un momento preciso respecto

ala cometa, se encontrd que estos median 87° desde la visual de un arquero y 84°

desde la visual del otro arquero.

a) ;A qué altitud sobre el nivel del suelo estd la cometa en el momento en que
son medidos los angulos de elevaciéon?

b) ;A qué distancia se encuentra la cometa respecto a cada uno de los es-
tudiantes?

Los estudiantes contaran con regla, papel, lipiz, transportador, compas, calcu-
ladora de funciones, la calculadora grafica TI 92 plus y el soffware Cabri. La
resolucidn de la tarea serd grupal (donde cada grupo de estudiantes asume la
responsabilidad de dar cuenta de la tarea). El papel del profesor durante la re-
solucion de la tarea debe ser el siguiente: presentar la tarea en hojas, previendo
que la primera produccién del estudiante sea una visualizacién y posterior-
mente un desarrollo algebraico y geométrico de la tarea; estimular en los estu-
diantes el uso de materiales previstos para el desarrollo de la tarea; y proponer
un estado en el cual se socialicen los métodos por los cuales los estudiantes
resolvieron la tarea.

La figura 16 presenta el camino de aprendizaje que los estudiantes pueden
realizar del literal a (tablas 4,6 y 8).

A5 Al A5 All
v v v v
E1l E1-2-3 E10 El6

LR | X X

C23-C12-C1-C7-C5-C15-C14-C11-C10-C20

A ”

E4 E5 E15
- t
A2 A3 Al0

Figura 16. Camino de aprendizaje de la parte a) de la tarea La cometa

La figura 17 presenta el camino de aprendizaje que los estudiantes pueden
realizar del literal b (tablas 4,6 y 8).
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Al Al Al Al
VoY oy v
E11 E5 E15 E18

X X X |

C23-C12-C13-C5-C6-C15-C11-C10-C20-C22

A A A
E9 E1-2-3 E16
TS A
Al Al Al

Figura 17. Camino de aprendizaje de la parte b) de la tarea La cometa

5. Las moscas

La formulacién de esta tarea es la siguiente:

Dos moscas estan a una distancia maxima en una caja, cuyas dimensiones son: 80
centimetros de largo, 60 centimetros de ancho y 20 centimetros de alto. Si una

mosca observa a la otra:

;Cudl es el angulo de elevacion cuando una mosca debe observar a la otra?

Los estudiantes contaran con lapiz, cuaderno de apuntes, calculadora de fun-
ciones, la calculadora grafica T 92 plus y el soffware Cabri. La tarea se desarro-
llard y resolvera de forma grupal (donde cada grupo de estudiantes asume la
responsabilidad de dar cuenta de la tarea), aplicando el conocimiento matema-
tico, asi como los recursos didacticos con los que cuente. Una vez los grupos de
estudiantes hayan dado cuenta de la tarea, expondran a sus demas companeros
su solucion. El profesor orientara la resolucién de la tarea y estimulara en los
estudiantes el uso de materiales previstos para el desarrollo de la tarea. Ademas,
propondra una socializacién de la tarea para establecer los métodos por los
cuales los estudiantes la resolvieron.

La figura 18 presenta el camino de aprendizaje que los estudiantes pueden
realizar al abordar esta tarea (tablas 4,6y 8).

A9 A5 Al A6 A5 All A9
E18 E11 E1-2-3 E8 E10 E16 E18
X X NN NN
C23-C20-C8-C3-C4-C12-C13-C2-C6-C7-C21-C19-C15-C14-C11-C10-C17-C20-C22
p A A A A A
E7 E9 E9 E9 E15 E17
) ! b b
A5 A5 A5 A5 Al0 Al2

Figura 18. Camino de aprendizaje de la tarea Las moscas
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6. Evaluaciéon

El examen es el siguiente:

1. Calcule el lado, los angulos y la altura del tridngulo, sabiendo que dos de sus la-
dos miden 80 metros y 130 metros,y forman entre ellos un dngulo de 70°.

ov]

70°

130m
Figura A

2. Un acrdbata desea caminar por un cable tensionado entre las terrazas de dos
edificios que tienen 100 metros de altura. Se sabe que el ingulo de elevacién
producido por la altura de uno de los edificios hasta el extremo maximo del otro
es de 65°. Determine la distancia aproximada que tendra que recorrer el acrobata
para desplazarse de un extremo de uno de los edificios al otro.

/\
e
| —=
—\
P e

11111/

Figura B
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3. Dos barcos pesqueros estan separados 120 metros entre si; se extiende desde
cada barco una linea de pesca hasta la boya y cada una de las lineas de pesca mide

212 metros. ;Cual es el angulo que forman las lineas de pesca en la boya?

£ -2

C——
.
(\/f\.—/

) [}
N A D

N ——

Figura C

Los estudiantes contaran con hoja de evaluacion, lapiz, regla, transportador,
compas, calculadora de funciones y calculadora grafica TI 92 plus. Los estu-
diantes realizaran la actividad de forma individual (véanse acciones en el ana-
lisis de instruccidn). Los estudiantes, al desarrollar la tarea, tendrin que usar
las razones trigonométricas para el cilculo de distancias y angulos. El profesor
orientara las acciones de los estudiantes dando inicialmente una breve instruc-
ci6n verbal de la evaluacion, asi como las condiciones especificas que permiten
su desarrollo. Después, entregara la hoja de la evaluacion a cada estudiante para
que la desarrolle; ademas, estara atento a dar respuesta a las preguntas, dudas e
inquietudes que tengan los estudiantes.

La figura 19 presenta el camino de aprendizaje que los estudiantes pueden
realizar al abordar la pregunta a de esta evaluacidn (tabla 4).

C6-Cl1-C6-C19-C15-C26-C11-C10- Cl6-C22

Figura 19. Camino de aprendizaje de la parte a) de la evaluaciéon
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La figura 20 presenta el camino de aprendizaje que los estudiantes pueden
realizar al abordar la pregunta b (tabla 4).

C23-C12-C13-C19-C15-C14 - C11 - C10 - C20 - C16 - C22

Figura 20. Camino de aprendizaje de la parte b) de la evaluacion

La figura 21 presenta el camino de aprendizaje que los estudiantes pueden
realizar al abordar la pregunta ¢ (tabla 4).

C12-C13-C6 - C1- C15-C26 - C11 - C10 - C17 - C20 — C22

Figura 21. Camino de aprendizaje de la parte b) de la evaluacién

5. Justificacion del disefio

Justificamos el disefio de nuestra unidad didactica con base en las condiciones
curriculares, académicas y socioecondémicas de los estudiantes, y en la con-
veniencia, pertinencia y coherencia de su diseno, a partir del anilisis del foco
de contenido.

1. Condiciones curriculares, académicas
y socioeconomicas de los estudiantes

Nuestro diseio de la unidad didactica se basa en los Lineamientos curriculares de
Matematicas (MEN, 1998), los Estandares basicos de competencias en Matemadticas
(MEN, 2006), el Decreto 1290 (MEN, 2009) y el plan de estudios del IED José
Joaquin Castro Martinez.

Los Lineamientos curriculares de Matemdticas permitieron organizar la pla-
nificaciéon atendiendo a los conocimientos basicos —con el estudio y desa-
rrollo del pensamiento espacial y los sistemas geométricos—, a los procesos
generales y las situaciones problematicas que estan relacionadas con la vida
diaria. Esta planificacion nos permitid evaluar el estindar “Describo y modelo
fenémenos periddicos del mundo real usando relaciones y funciones trigono-
métricas” (MEN, 2000, p. 88),a partir de los criterios de evaluacién que cons-
truimos con base en los objetivos y las capacidades que se desarrollan en las
tareas que componen la unidad didactica. Estas disposiciones legales sustentan
el plan de estudios del IED José Joaquin Castro Martinez; de esta manera, se
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genera una coherencia entre las condiciones curriculares y el disefio de la
unidad didactica.

Para el disefio e implementacion de la unidad didactica se tuvo en cuenta
la diversidad de la formacién académica de los estudiantes, que se establecid
a partir de sus niveles de competencias especificas en el area de matematicas.
Estos niveles se relacionan especificamente con la formacién previa de los es-
tudiantes. Por lo tanto, se categorizaron en niveles alto y medio a los estudian-
tes que han hecho todos sus estudios de bachillerato en el IED José Joaquin
Castro Martinez —que son la gran mayoria—, mientras que los estudiantes
que provienen de zonas rurales del pais en situacion de desplazamiento se en-
cuentran en niveles medio y bajo. Este hecho nos llevo a realizar la medida de
los tridingulos como la primera actividad en la secuencia de la unidad didictica,
con el propdsito de que los estudiantes alcanzaran los conocimientos previos
necesarios para abordar el estudio de las razones trigonométricas.

Para promover la construccion de los conceptos y procedimientos, pla-
nificamos las discusiones y argumentaciones de cada una de las actividades en
los pequetios grupos y en el gran grupo. Planteamos este tipo de interaccion
aprovechando el modelo de trabajo al que los estudiantes estin acostumbrados
en la clase de matematicas. La conformacién de los grupos se basé en la amis-
tad, la confianza y la responsabilidad. Estas condiciones previas fueron tenidas
en cuenta al momento de disenar el diario de grupo y el diario del profesor, ya
que respondian al modelo de sesion de clase habitual para los estudiantes.

Debemos destacar que esperabamos que el gusto por las actividades de
tipo matematico en funcién de un reto personal propiciara resultados de un
nivel superior en la clase de matemiticas y, en general, en el desarrollo habitual
de las competencias escolares.

2. Conveniencia, pertinencia y coherencia de la unidad didactica

En este apartado justificamos el disefio de la unidad didactica desde dos pers-
pectivas: la primera se basa en la contribucién de las tareas a las expectativas
de aprendizaje (capacidades, objetivos y competencias) y la segunda se refiere
a la coherencia de la secuencia de las tareas con base en su complejidad. En la
tabla 12 presentamos la contribucién de las tareas a cada objetivo. Para cada
tarea, identificamos las capacidades que pueden ser activadas y las organizamos
por énfasis. Realizaremos un seguimiento a la capacidad 15 en los diferentes
caminos de aprendizaje. Esta es capacidad clave para el desarrollo de las razo-

nes trigonomeétricas.
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Tabla 12
Contribucién de las tareas a los objetivos
Capacidades
Tareas Geomeétricas Generales Trigonométricas
Objetivo 1
Medida de los C5,C7 C9,C10,C11,C12,C13 C15,C16,C19,C20,
tridngulos, parte 1, C22,C26
problema 1
Problema 2 C5,C7 C9,C10,C11,C12,C13 C15,C16,C19,C20,
C22,C26
Medida de los C5 C9,C10,C11,C12,C13 C14,C15,C16,C19,
triangulos parte 2 C20,C22,C27
Objetivo 2
Lasombra Co6 C10,C11,C12,C13,C25  C14,C15,C16,C19,
C20,C21,C22
La cometa C1,C5,C7 C10,C11,C12,C23 C14,C15,C20,C22
Pregunta a)
La cometa C5,C6 C10,C11,C12,C13,C23  C15,C20,C22
Pregunta b)
Objetivo 3
Las moscas C2,C3,C4, C10,C11,C12,C13,C23  C14,C15,C17,C19,
C6,C7,C8 C20,C21,C22

En la tabla 12 se aprecia que existe un gran desarrollo en las tareas de las
capacidades del énfasis trigonométrico (C14, C15,C16,C17,C19, C20, C21,
C22, C26, C27), que son nuestro propdsito fundamental para el desarrollo de
la unidad didictica. La capacidad C15 (“Reconoce que la relacion existente
entre los parimetros e incognitas que aparecen en la representacion grafica del
problema [el tridngulo], es una relacién trigonométrica”) es crucial para el de-
sarrollo de las tareas y el cumplimiento de los objetivos.

Desde la perspectiva del cubrimiento del contenido, observamos que
hay unos conceptos previos que se abordan inicialmente: (a) teorema de la
suma de los angulos internos (C5), (b) teorema de Pitagoras (C2,C7,C19) y
(c) conversion de medidas (C9). Las razones trigonométricas son el concepto
por desarrollar (C14, C15, C26, C27). Los hechos conceptuales que se abor-
dan son: (a) altura de los tridngulos (C1), (b) propiedades de los triangulos (C6,
C21), (c) propiedades de los sdlidos (C4, C3, C8), (d) despeje de ecuaciones
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(C10, C24) y (e) evaluacion de las ecuaciones (C11). Por Gltimo, se destacan
los procedimientos de medida (C23), de representaciéon (C12,C13,C23) y de
calculo (C20).

Justificamos la contribucién de las tareas a los objetivos con base en su
camino de aprendizaje. La reunién de esos caminos de aprendizaje permite
construir el grafo de cada uno de los objetivos. A continuacién, presentamos
los grafos de los tres objetivos. En la figura 22 presentamos el grafo del primer
objetivo, que incluye los caminos de aprendizaje de la tarea Las medidas de los
triangulos partes 1y 2.

El analisis de la informacién que arroja el grafo a partir de los tres ca-
minos de aprendizaje que resuelven estas tareas permiten concluir que (a) los
tres caminos de aprendizaje incluyen capacidades que hacen parte de los tres
énfasis (geométrico, general y trigonométrico); (b) los caminos de aprendizaje
parten de C12, que esta incluida en el énfasis general; (c) la capacidad que les
da sentido a los tres caminos de aprendizaje planteados es la C15, porque es
justo el reconocimiento de la relacion existente entre los parametros (datos
conocidos) e incognitas (datos por hallar) que aparecen en la representacion
grafica del problema (el tridngulo), lo que permite hacer un buen uso de la
razdn trigonométrica especifica; (d) las capacidades que posiblemente usaria el
estudiante al querer resolver la tarea y que describen la razén trigonomeétrica
son C14, C26 y C27; (e) las capacidades mas frecuentes son C10 y C20 (9 ve-
ces), C22 (6 veces), C11 y C15 (4 veces),y C5,C9,C12,C13,C14, C16,C19,
C26 y C27 (3 veces); () la secuencia mis frecuente es C11-C10, C20-C16 y
C16-C22 (4 veces); (g) las secuencias C20-C16 y C16-C22 estan en el énfasis
trigonométrico, mientras que la secuencia C11-C10 esta en el énfasis general;
y (g) los tres caminos de aprendizaje terminan en la C22, que esti en el énfasis
trigonomeétrico.

Los analisis anteriores permiten justificar que los caminos de aprendizaje
y las capacidades activadas para la solucion de las tareas son los pertinentes para
lograr el primer objetivo. Las capacidades que mas se desarrollan son las que se
encuentran en el énfasis trigonométrico (C14,C15,C16,C19,C20,C22,C26
y C27) y que se refieren especificamente a las razones trigonomeétricas.

En la figura 23 presentamos el grafo del segundo objetivo, que incluye los
caminos de aprendizaje de las tareas La sombra y La cometa. El anilisis de la
informacidén que arroja el grafo, a partir de los tres caminos de aprendizaje que
resuelven tales tareas, permite concluir que (a) los tres caminos de aprendizaje
incluyen capacidades que hacen parte de los tres énfasis (geométrico, general
y trigonométrico); (b) los caminos parten de C23 —énfasis general— y C25
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—+énfasis trigonométrico—; (¢) nuevamente la capacidad que le da sentido a
los tres caminos de aprendizaje planteados es la C15, porque es justo el re-
conocimiento de la relacién existente entre los parimetros (datos conocidos)
e incognitas (datos por hallar) que aparecen en la representacion grafica del
problema (el tridngulo), lo que permite hacer un buen uso de la razén trigo-
nométrica; (d) las capacidades que posiblemente usaria el estudiante al querer
resolver la tarea y que describen la razén trigonométrica son C14, C26 y C27;
(e) las capacidades mas frecuentes son C10, C11, C12, C15 y C22 (3 veces),
C5,C6,C13, C14, C23 y C26 (2 veces); (f) las secuencias mas frecuentes son
C11-C10 y C20-C22 (3 veces), y C23-C12 y C10-C20 (2 veces); (g) las se-
cuencias C15-C14 y C20-C22 estan en el énfasis trigonométrico, las secuen-
cias C11-C10 y C23-C12 en el énfasis general, y la secuencia C10-C20 realiza
un transito entre el énfasis general y trigonométrico;y (h) los tres caminos ter-

minan en la C22, que esta en el énfasis trigonométrico.

Geométrico General

Trigonométrico

Entre corchetes: nimero de veces que la capacidad es origen. Entre paréntesis: nimero de veces que la capacidad
es final. El nimero que aparece en cada flecha es la cantidad de veces que se produce esa relacion. El nimero que se
encuentra en el cuadro pequefio es la cantidad de veces que se pone en juego la capacidad.

Figura 22. Grafo de los caminos de aprendizaje del primer objetivo
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Geométrico General
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Trigonométrico

Entre corchetes: nimero de veces que la capacidad es origen. Entre paréntesis: nimero de veces que la capacidad
es final. El nimero que aparece en cada flecha es la cantidad de veces que se produce esa relacion. El nimero que se
encuentra en el cuadro pequefio es la cantidad de veces que se pone en juego la capacidad.

Figura 23. Grafo de los caminos de aprendizaje del segundo objetivo

El analisis anterior permite justificar que los caminos de aprendizaje y las
capacidades activadas para la solucion de las tareas son los pertinentes para lo-
grar el segundo objetivo. Las capacidades que mas se desarrollan son las que se
encuentran en el énfasis trigonométrico (C14, C15, C16, C20, C21, C22 y
C25) y se refieren especificamente a las razones trigonométricas. Es importan-
te resaltar que la secuencia C10-C20 realiza un transito entre el énfasis general
y trigonométrico, que seria el mismo transito que el estudiante puede hacer de
una capacidad a otra en los distintos énfasis.

En la figura 24 presentamos el grafo del tercer objetivo, que incluye el ca-
mino de aprendizaje de Las moscas. El analisis de la informacién que arroja el
grafo, a partir del camino de aprendizaje que resuelve la tarea, permite concluir
que: (a) el camino de aprendizaje incluye capacidades que hacen parte de los tres
énfasis (geométrico, general y trigonométrico); (b) el camino de aprendizaje
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parte de C23, que esta incluida en el énfasis general; (c) la capacidad C15 le da
sentido al camino de aprendizaje planteado, porque es justo el reconocimiento
de la relacidn existente entre los parametros (datos conocidos) e incognitas
(datos por hallar) que aparecen en la representacion grafica del problema (el
tridngulo), lo que permite hacer un buen uso de la razén trigonométrica; (d) la
capacidad que posiblemente usaria el estudiante al querer resolver la tarea y
que describe la razon trigonométrica es la C14; (e) todas las capacidades y se-
cuencias se repiten una vez; (f) las secuencias C23-C20 y C10-C17 realizan un
transito entre el énfasis general y trigonométrico, y la secuencia C7-C21 reali-
za un transito entre el énfasis geométrico y el trigonométrico; (g) el camino de
aprendizaje termina en la capacidad C22, que esti en el énfasis trigonométrico.

Geométrico General
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Trigonométrico

Entre corchetes: nimero de veces que la capacidad es origen. Entre paréntesis: nimero de veces que la capacidad
es final. El nUmero que aparece en cada flecha es la cantidad de veces que se produce esa relacion. El nimero que se
encuentra en el cuadro pequefio es la cantidad de veces que se pone en juego la capacidad.

Figura 24. Grafo de los caminos de aprendizaje del tercer objetivo

El analisis anterior permite justificar que los caminos de aprendizaje y las
capacidades activadas para la solucion de la tarea son los pertinentes para lograr
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el tercer objetivo. Las capacidades que mas se desarrollan son las que se en-
cuentran en el énfasis trigonométrico (C14,C15,C19,C20,C21,C22 y C25)
y que se refieren especificamente a las razones trigonométricas. Es importante
resaltar que las secuencias que realizan un transito entre el énfasis general y tri-
gonomeétrico (C23-C20 y C10-C17) y un transito entre el énfasis geométrico
y trigonométrico (C7-C21) son muy importantes, porque permiten establecer
como el estudiante puede activar las capacidades desde los distintos énfasis.

Las conclusiones que establecemos desde los tres analisis de los gratos per-
miten justificar las relaciones existentes entre los objetivos, las tareas y las capa-
cidades, que son propuestos en esta unidad didactica. Por tltimo, abordaremos
las competencias que se desarrollan al cumplir los objetivos, para terminar de
justificar el diseno de la unidad didactica desde las expectativas de aprendizaje.

En la tabla 13 relacionamos los objetivos y las tareas con las competen-
cias de formulacion, tratamiento y resolucion de problemas, de sistemas de
representacién y de formulacion, comparacion y ejercitaciéon de procedimien-
tos. Ademas, establecemos unos descriptores —construidos desde los linea-
mientos (MEN, 1998)— para cada competencia. Para la competencia de
formulacién, tratamiento y resolucién de problemas, los descriptores son:
(a) desarrollar habilidad para comunicarse matematicamente; (b) provocar pro-
cesos de investigacion; (c) comprender los conceptos y procesos matematicos,
y (d) proponer diversas estrategias. Para la competencia de sistemas de repre-
sentacidn, los descriptores son: (a) pasar del lenguaje de la vida diaria al lengua-
je de las matematicas; (b) comprender e interpretar las ideas matematicas de
forma oral, escrita y a partir de la descripcion visual; (¢) construir y relacionar
varias representaciones, y (d) hacer informes orales y escritos por medio de las
representaciones. Para la competencia de formulacién, comparacioén y ejerci-
tacién de procedimientos, los descriptores son: (a) procedimientos aritméticos,
(b) procedimientos métricos, (c) procedimientos geométricos, (d) procedi-
mientos analiticos y (e) uso de recursos y materiales.

En la tabla 13 se aprecia el conjunto de descriptores que son activados a
partir de una o mas tareas especificas, y se establece la medida en que las tareas
contribuyen a las competencias. Los totales medidos en porcentajes permiten
establecer el grado de profundidad con el cual una competencia es potenciada
a partir del conjunto de tareas. La formulacién, comparacién y ejercitaciéon de
procedimientos es la competencia que presenta un mayor porcentaje (94,3%);
por lo tanto, es la que tiene un mayor nivel de complejidad. Aunque la com-
petencia formulacidn, tratamiento y resolucién de problemas presenta un por-
centaje de 71,5% y la competencia de sistemas de representaciéon presenta un
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porcentaje de 89,3%, estos porcentajes permiten establecer un nivel de comple-
jidad medio para el desarrollo de las competencias. Es muy importante consta-
tar que las tres competencias presentan descriptores muy significativos para el
desarrollo de los objetivos. Justificamos la pertinencia y coherencia de la uni-

dad didictica con base en esta relacion entre tareas, objetivos y competencias.

Tabla 13
Relacién entre objetivos, tareas y competencias
Competencias
FTRP SR FCEP
Tareas a b ¢ d a b ¢ d a b ¢ d e
Objetivo 1
Medida de los
tridngulos parte 1, v v v v v v v v v
problema 1
Problema 2 ' 4 v v v v v v v
Medida de los v v v v v VoV v v v
triangulos parte 2
Objetivo 2
Lasombra v v v v v v v v v v v v
Lacometa v v v v v v vV v Vv v vV
Pregunta a
Pregunta b v 4 v v v v v v v v
Objetivo 3
Las moscas v v v v v v v v v v v v v
Total por descriptores 20 de 28 25de 28 33de 35
Total por competencia 71,5% 81,3% 94,3%

FTRP:formulacion, tratamiento y resolucién de problemas; SR :sistemas de representacion;
FCEP:formulacion, comparacién y ejercitacién de procedimientos.

1. Complejidad de las tareas

Tendremos en cuenta dos aspectos: el primero se refiere a la relacién estable-
cida de las tareas, objetivos y competencias (tabla 13),y el segundo, al nivel de
complejidad establecida por Ponte (2004).

Respecto al primer aspecto, se puede establecer que en las tareas de la
medida de los tridngulos parte 1 y 2 no se desarrollan los descriptores (b) y (d)
de la competencia formulacidn, tratamiento y resolucién de problemas, el des-
criptor (a) de la competencia sistemas de representacion y el descriptor de la
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competencia formulacion, comparacidn y ejercitacidon de procedimientos. En
este caso, las tareas de La medida de los tridngulos se encuentran en un nivel
bésico, porque no activan todos los descriptores propuestos para las competen-
cias. Las tareas La sombra y La cometa no activan los descriptores (b) y (d) de
la competencia formulacion, tratamiento y resolucién de problemas, ni el des-
criptor (e) de la competencia formulacién, comparacién y ejercitaciéon de pro-
cedimientos. Por lo tanto, estas tareas se encuentran en un nivel medio. La tarea
de Las moscas activa todos los descriptores propuestos en las tres competencias.
Por lo tanto, presenta un nivel alto de relacion.

Desde el segundo aspecto, justificamos la eleccion de las tareas que hacen
parte de la secuencia didactica a partir de la coherencia interna que tiene cada
una de ellas en torno al nivel de complejidad que presentan. Tal complejidad se
basa en la propuesta de dimensiones de Ponte (2004). La determinacion de las
tareas pretende llevar a los estudiantes a resolver diversos tipos de situaciones que
estan basadas en las razones trigonométricas. Teniendo en cuenta que los factores
clave que determinan el aprendizaje son la actividad que realizan los estudiantes,
asi como la reflexion que ellos mismos efectian sobre sus acciones, a continua-
ci6n describiremos cada tarea en términos de su complejidad.

En la tarea de La medida de los tridngulos (parte 1) se presenta una acti-
vidad que, respecto a su complejidad, es de tipo “problema accesible abierto”.
Esta tarea le plantea al estudiante desafios cuando se le solicita expresar una
situacidn particular en una situacién matematica. En este caso, lo estimula a ha-
cer transformaciones sintacticas en el sistema de representacion verbal, usando
expresiones verbales para resolver la tarea.

La tarea de La medida de los tridngulos (parte 2) presenta una complejidad
tipo problema, cerrado y desarrolla el raciocinio. Esta complejidad se establece
porque las respuestas que da el estudiante a las preguntas incluidas en la tarea
implican respuestas cerradas, pero entranando un grado medio de dificultad.
Por otra parte, el desarrollo de la tarea implica (independientemente del cami-
no de aprendizaje recorrido para su solucidn) hallar las longitudes y angulos de
un tridangulo rectangulo, y establecer diferentes relaciones entre los datos dados
en la tarea y los resultados obtenidos por los estudiantes.

De las dos dimensiones de las tareas descritas por Ponte que hacen refe-
rencia al grado de dificultad y al grado de estructura, consideramos que la tarea
de La sombra presenta una complejidad tipo problema, cerrado y desarrolla
el raciocinio. Esta complejidad se da porque la respuesta que debe dar el es-
tudiante a las dos preguntas incluidas en la tarea implican respuestas cerradas,
pero entranando un grado medio de dificultad.
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Las tareas La cometa y Las moscas presentan una complejidad tipo proble-
ma, cerrado y desarrollan el raciocinio. Este tipo de complejidad se da porque
la respuesta que debe dar el estudiante a las preguntas incluidas en la tarea im-
plican respuestas cerradas, pero entrafiando un grado elevado de dificultad. Por
otra parte, el desarrollo de la tarea implica (independientemente del camino de
aprendizaje recorrido para su solucion) establecer diferentes relaciones entre
los datos dados en la tarea y los resultados obtenidos por los estudiantes.

Consideramos que el planteamiento de las actividades que hacen parte
de la secuencia didactica ofrecen a todos los grupos de estudiantes las mismas
oportunidades de aprendizaje. Somos conscientes de que el éxito o fracaso que
tenga la implementacion depende, entre otros aspectos, de la actitud de los
estudiantes, asi como de la actuacion del profesor, del modo como se ejecute
cada tarea, del modo de agrupar a los estudiantes y de los roles asumidos por los
estudiantes y el profesor, entre otros. Consideramos que la eleccion de las tareas

de la secuencia didactica es apropiada en términos de la complejidad.

6. Descripcion de la implementacion

En este apartado presentamos la descripcidn general de la implementacion de
la unidad didactica, a partir de cada una de las sesiones realizadas, y un analisis
del trabajo en grupo realizado por los estudiantes al abordar las tareas. La uni-
dad didactica se implement6 entre el 5y el 26 de abril de 2011.

1. Implementacion de la unidad didactica

En la primera sesion, el profesor present6 a los estudiantes inicialmente todo
el esquema de la unidad didactica. Después, expuso el primer objetivo y logro
—Iles entreg6 fotocopia—,y ejemplifico los criterios de logro (figura 25).

A continuacidn, el profesor les dio una guia con la primera tarea, La medi-
da de los tridngulos. Los estudiantes empezaron a resolver el primer problema,
para ello realizaron la representacion del problema y establecieron en la grafica
los datos dados en la tarea. Una primera pregunta o problema que se les pre-
sentd a algunos grupos fue la de pasar de radianes a grados, pero se les indico
que esta accion se habia estudiado previamente a este tema, por lo que los estu-
diantes empezaron a revisar los apuntes y recordaron el proceso para aplicarlo
al desarrollo del problema. Después de obtener el angulo en grados empezaron
a hallar las longitudes aplicando las razones trigonométricas. Con esta aplica-

ci6n, dieron solucién al problema.
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5. Establecer la razdn trigonométrica (seno, coseno y tangente) necesaria para resolver el
triangulo rectangulo.

Establecer las razones trigonométricas respecto al angulo B del triangulo.

C
a
b
B

c A
cateto opuesto b cateto adyacente ¢ cateto opuesto b
SenBo=————— = — CosBo= ——— = — TanB°= ———— =—
hipotenusa a hipotenusa a cateto adyacente ¢

Figura 25. Quinto criterio de logro del primer objetivo

Cuando los grupos terminaron el primer problema, el profesor les entre-
g6 (en una guia) y explico las instrucciones del diligenciamiento del diario de
grupo. Luego les propuso empezar a llenarlo con el problema que habian desa-
rrollado. La gran mayoria de grupos hicieron la primera tabla del diario de
grupo al terminar el tiempo de la clase. El profesor les dejo de tarea terminar
de resolver el diario de grupo y realizar el segundo problema.

En la segunda sesion, el profesor revisé inicialmente el diligenciamiento
del diario de grupo y les propuso socializar la solucién de los dos problemas.
El grupo 3 present6 la solucién del primer problema comentando que la di-
ficultad que se les habia generado era pasar de radianes a grados, pero que fue
solucionada al revisar los apuntes. Este grupo present6 la grafica y los procesos
matematicos correctos para la solucién del problema. Los otros grupos no tu-
vieron preguntas frente al desarrollo ni grandes correcciones. Lo mismo pasé
con la exposicidn realizada por el grupo 5, ya que presentaron correctamente
la solucidn del segundo problema. Después de la socializacion, el profesor les
entregd las calculadoras TI-92 plus y les dio una breve introduccidn a las herra-
mientas que podian utilizar para hacer las representaciones geométricas de los
problemas propuestos. Inicialmente, los estudiantes graficaron los triangulos
del problema 1 y 2,y rectificaron las medidas halladas en estos; asi se terminé

esta sesion.
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En la tercera sesion, el profesor les presento el segundo objetivo y logro,
y les entregd (en fotocopia) y ejemplificéd los criterios de este logro. Por el
clima, no les pudo entregar la tarea La sombra. En cambio, les entreg6 la guia
de la tarea La cometa. Los estudiantes empezaron a resolverla, pero algunos
grupos tuvieron problemas al representarla, ya que no podian establecer la
representacion tridimensional en bidimensional, razén por la cual el profe-
sor les explicé los elementos que debia tener la representaciéon bidimensional
(figura 26). Después, los estudiantes empezaron a ubicar los datos en la repre-
sentacién grafica para las longitudes del tridingulo, como la altura y los lados
restantes del tridngulo, pero a la hora de hallar los valores numéricos de las
longitudes pedidas, los grupos no pudieron hacerlo, por dos razones: (a) no
reconocieron en los tres tridngulos el uso del teorema de la suma de los angu-
los internos de cualquier triangulo euclideo y (b) no aplicaron los sistemas de
ecuaciones de razones trigonométricas de dos incognitas para hallar la altura
del triangulo (se justifica y explica en el apartado 7). Como consecuencia, el
profesor les dio la medida numérica de la distancia de un arquero hasta la co-
meta, debido a que no se tenia suficiente tiempo para que los estudiantes inves-
tigaran o aprendieran el desarrollo y solucion de los sistemas de ecuaciones de
razones trigonométricas de dos incognitas. Al tener esta medida, los estudiantes
resolvieron el primer tridngulo. El segundo quedé de tarea, porque el tiempo

de la clase se habia acabado.

87,0°

30-x

84,0°

Figura 26. Representaciéon bidimensional de la tarea La cometa

En la cuarta sesion se revisé la solucidn de la tarea La cometa y el profesor
escogid el grupo 2 para que presentara la solucién de la tarea, aplicando ele-
mentos como las grificas y los procesos matematicos. En esta sesion, los estu-
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diantes volvieron a utilizar la calculadora TI-92 plus y trabajaron con el soffware
Cabri Geometry, para establecer y representar geométricamente el problema.
Por Gltimo, el profesor les dio la guia del diario de grupo para que fuese dili-
genciada y devuelta a él.

En la quinta sesidn, las condiciones climaticas fueron las apropiadas para
trabajar la tarea La sombra. Por lo tanto, el profesor entregd a cada uno de los
grupos las guias de la actividad, en la que se presentaba una tabla que permitia
registrar las medidas de la longitud de la sombra del drbol y del angulo de ele-
vacién. También, se les entregaron los gonidmetros y las cintas métricas que los
estudiantes habian llevado al colegio para el desarrollo de la actividad. Después,
realizaron la lectura de la tarea, que se socializd con el grupo de estudiantes.
Surgieron dudas como “Si algunos grupos no tenemos cinta métrica, ;pode-
mos usar regla para medir la distancia de la sombra?”. La respuesta del profesor
fue:“Pueden utilizar cualquier elemento para medir (regla, pasos, palmas...); lo
importante es que esa unidad de medida la tengan en cuenta en todo el pro-
cedimiento del desarrollo de la tarea”. También, hicieron otras preguntas, por
ejemplo: scomo se utiliza el gonidmetro? y ;como determinamos el angulo de
elevacion con gonidmetro? Para estas dudas el profesor les explico el uso del
instrumento (figura 27).

Figura 27. Explicacién del uso del goniémetro

En un parque cerca al colegio, el profesor pidi6 a los estudiantes que esco-
gieran un arbol cualquiera y midieran la longitud de la sombra que proyectaba
en el suelo. En el momento no habia sol. Por lo tanto, el profesor les dio una
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medida de seis metros (suponiendo que esa era la longitud de la sombra del
arbol). Con esa medida y con ayuda del gonidémetro, el profesor les pidié medir
el angulo de elevacion. Empezd el trabajo en grupo. Los estudiantes delegaron
funciones para la toma de datos: uno se encargaba de registrar los datos en la
hoja guia de la tarea, mientras los otros dos, con ayuda de la cinta métrica y re-
gla, median la longitud de la sombra y el angulo de elevacion. A pesar de haber
socializado con el curso previamente el uso del gonidmetro, los estudiantes
hicieron las siguientes preguntas:
e ;Qué namero del gonidmetro tomamos?
e ;Ponemos el instrumento desde la altura de los ojos o desde el piso? (fi-
gura 27).
En los grupos surgieron discusiones sobre los datos del dngulo de elevacidn,
porque cuando cada uno de ellos tomaba la medida con el goniémetro, les da-
ban medidas diferentes; la orientacién por parte del profesor fue que tomaran
una medida aproximada del angulo, dependiendo de la ubicacién de la sombra
proyectada. Los estudiantes reflexionaron sobre la relacion de la longitud de
sombra con el dngulo de elevacién en cada uno de los momentos de la mana-
na, reconociendo que la altura del arbol tenia que ser la misma, independiente
de que la longitud de la sombra y el angulo de elevacién cambiaran (en hojas
borrador, con ayuda de las razones trigonométricas, verificaban si la altura del
arbol no cambiaba con los datos recopilados). En caso de que la altura cambiara
mucho, procedian a medir de nuevo. Los resultados obtenidos se socializaron
en el curso para que todos los estudiantes tuvieran por lo menos datos iguales en
cada hora del dia para aplicar la razén trigonométrica y hallar la altura del ar-
bol. De esta manera se termind esta sesion.
En la sexta sesion, el profesor dio las siguientes instrucciones sobre el de-
sarrollo de la segunda parte de la tarea.
e Con los datos recopilados en el parque de la sombra y angulo de eleva-
ci6n, encontrar la altura del arbol.
*  Observar la relacion de los datos en la tabla (longitud de sombra, angulo
de elevacion, altura del arbol).
Los estudiantes identificaron la razén trigonométrica como objeto de estudio
principal de la tarea. También, identificaron acertadamente propiedades de tipo
algebraico, como despeje de ecuaciones, y las construyeron en funcién de la
solucion. Se discutid sobre la invariancia de la altura del arbol. Cuando obtu-
vieron una altura diferente en los momentos de la mafnana (recogida de datos),
se argumentd que no obtenian el mismo resultado porque era dificil calcu-
lar exactamente la medida de los angulos de elevacién. Después, los grupos
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utilizaron la calculadora TI-92 plus y el soffware Cabri Geometry para poder
modelar las diferentes respuestas que ellos le dan a la situacién problema. Los
estudiantes reconocieron la importancia del uso de las herramientas tecnolo-
gicas para poder verificar sus respuestas. En términos generales, manifestaron
confianza y seguridad en el uso de las calculadoras graficadoras TI-92 Plus y el
software Cabri Geometry. Por altimo, el profesor les entregd el diario del grupo
y les pidi6 que lo diligenciaran para esta tarea (figura 28); también, les solicito
a los grupos que no alcanzaron a terminar de diligenciar el diario de grupo que

lo terminaran para la siguiente sesion.
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En la séptima sesion, el profesor present6 a los estudiantes el tercer objeti-
vo y logro, y les entregd (en fotocopia) y ejemplifico los criterios de este logro.
El profesor entregd y explicd a los estudiantes la guia con la tarea Las moscas.
Los estudiantes construyeron inicialmente una caja con hojas de papel para
simular la situacion y después empezaron a establecer la distancia maxima de
las moscas. Este modelo tridimensional les sirvié para realizar la representacién
bidimensional, aunque algunos grupos tuvieron que realizarla mis de una vez,
porque no conservaban los elementos geométricos de una figura tridimensio-
nal. Después de realizar la representacion, empezaron a ubicar los datos dados
en el problema y a analizar lo que tenian que realizar para dar respuesta a la
pregunta. Establecieron que la medida que tenian que hallar era el angulo, pero
primero tenian que hallar las medidas de los lados que hacian falta. Hallaron la
medida de los lados aplicando las razones trigonométricas y después aplicaron
la razén trigonomeétrica tangente y despejaron la ecuacion para hallar la medi-
da del angulo. La gran mayoria de grupos llegaron hasta esta accidn. El profesor
les dejé para la siguiente sesion que dieran respuesta a la pregunta.

En la octava sesion se revisé la solucidn dada a la tarea Las moscas y se de-
signd al grupo 3 para que socializara los resultados con sus companeros. Ellos
establecieron que lo mis dificil fue despejar el angulo en la ecuacion trigo-
nométrica para hallar su valor numérico. No obstante, con la investigaciéon
que realizaron y las indagaciones a los profesores pudieron hallar la medida
del angulo. Después, los diferentes grupos empezaron a utilizar la calculadora
TI1-92 plus y el software Cabri Geometry para modelar la situacion. Por tltimo,
el profesor les dio el diario de grupo, que fue diligenciado por la totalidad de
los grupos.

En la novena sesion, el profesor entregd a los estudiantes las guias de la
evaluacidn final. Los estudiantes tuvieron un tiempo de 110 minutos para rea-

lizar su evaluacidn.

2.Trabajo en grupo

El trabajo en grupo posibilité la creaciéon de un ambiente de aprendizaje
confortable en el que los estudiantes se sintieron cdmodos para expresar sus
desempenos y dificultades sin prejuicio alguno. Se observaron roles en los estu-
diantes al momento de dar solucion a cada una de las tareas. Destacaron aque-
llos que abordaron la construccion grafica de la situacion, teniendo en cuenta
las observaciones verbales del grupo; otros, lideraron el proceso de solucién a

partir de sus destrezas en el ambito matematico, mientras otros mostraron una
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especial atencién al dominio del recurso (calculadora), elaborando representa-
ciones y modelos que contribuian con la interpretaciéon grifica del problema.
Esto posibilitd que los equipos de trabajos se complementaran, activando la
totalidad de las capacidades previstas.

Por otro lado, este tipo de organizacion permitié la discusion sobre estra-
tegias de solucion en cada una de las tareas, que, de forma conjunta, fueron eva-
luadas por los integrantes del grupo a partir de un ejercicio de argumentacion.
Ello les permitid seleccionar procedimientos especificos, teniendo la aproba-
ci6n de la mayoria del grupo. Por consiguiente, los registros escritos fueron el
producto de un consenso dentro del grupo.

7.Evaluacion de la implementacion

En este apartado describimos las modificaciones realizadas al disefio de la uni-
dad didactica y evaluamos las razones que las originaron durante la imple-
mentacion. Para ello, hemos clasificado las modificaciones en significativas y
menores. También, presentaremos la evaluacion del disefio y la implementa-

ci6n a partir de un estudio de caso.

1. Modificaciones al disefio de la unidad didactica

Clasificamos las modificaciones al disefio de la unidad didactica en significati-
vas y menores. Consideramos como significativas aquellas modificaciones que
alteraron considerablemente el disefo inicial de la unidad. Las modificaciones
menores se refieren a los cambios realizados a la unidad didactica que no afec-

taron de forma directa el diseflo anterior a la implementacion.

1. Modificaciones significativas

Estas modificaciones implican cambios profundos en la unidad didictica, que
llegan a alterar sustancialmente su disefio original. En este sentido, la primera
modificacion significativa que hicimos en la secuencia didactica fue la permu-
tacion entre las tareas La sombra (que originalmente se implementaria en las
sesiones 3 y 4) y La cometa (que se implementaria en las sesiones 5 y 6). Esta
modificacion fue necesaria debido a las condiciones desfavorables del clima
presentes para esa época. Este hecho impididé implementar bajo las expectativas
disefadas la tarea La sombra. Sin embargo, este cambio no afectd el cumpli-
miento de los objetivos de aprendizaje disenados para la secuencia, ya que las
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tareas La cometa y La sombra formaban parte de la fase de desarrollo propuesto
para la unidad didactica. Por tanto, las dos tareas tenian como propdsito coman
el cumplimiento del objetivo de la fase de desarrollo formulado para la unidad,
bajo unos criterios de logro comunes.

Otra de las modificaciones significativas que realizamos tiene que ver con
la asignacion de una medida para evaluar una distancia en la tarea La cometa.
Luego de representar graficamente la tarea, los estudiantes identificaron que
la representaciéon no correspondia a un tridngulo rectangulo. Por tanto, lo di-
vidieron, trazando una de las alturas para formar dos tridngulos rectangulos.
Sin embargo, ellos no realizaron el cilculo del valor numérico de la altura a
partir de la aplicacidén de las razones trigonométricas. Esto, entre otras posibles
razones, tiene que ver con la dificultad que tienen los estudiantes para aplicar
los sistemas de ecuaciones con razones trigonométricas de dos incognitas en el
calculo de la altura del triangulo.

El siguiente esquema muestra este desarrollo:

x
tan6°=? -+ x=tan 6"k

30-x

tan 3" = -+ x=30-tan 3"k

Solucién del sistema de ecuaciones.

tan 6"k =30 -tan 3° k
30 =tan 6" + tan 3" k
30 = (tan 6° + tan 3°) k

3%
(tan 6° + tan 3)
k=190,46

Decidimos asignar la medida de la distancia de un arquero hasta la cometa,
porque los estudiantes no utilizaron el procedimiento anterior con el sistema
de ecuaciones con razones trigonométricas para hallar esta medida. Después de
haberles dado a los estudiantes esta distancia, ellos usaron las razones trigono-
métricas para encontrar la altura del tridngulo (pregunta a), junto con la dis-
tancia del otro arquero a la cometa (pregunta b). En este sentido, la falta de una
tarea de transicién que evidenciara el trabajo con los sistemas de ecuaciones de
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razones trigonométricas pudo ser la causa que produjo esta modificacion. Por
tanto, dentro del nuevo disefio pretendemos construir una tarea que potencie
esta habilidad, con anterioridad a la solucién de la tarea La cometa.

2. Modificaciones menores

Las modificaciones menores hacen referencia a cambios en el disefio o la im-
plementacion de la unidad didactica que no afectan los objetivos de aprendiza-
je formulados para una tarea o, en general, para la secuencia de tareas. Teniendo
en cuenta lo anterior, la Ginica modificacién menor que hicimos fue asignar
unas medidas especificas dentro de unas horas determinadas a las sombras pro-
yectadas por los arboles en la tarea La sombra, con el fin de obtener las alturas
de los arboles por medio de la aplicacion de las razones trigonométricas. El
cambio en la tarea se debid a las condiciones desfavorables del clima para ese
dia. La fuerte nubosidad y la lluvia habian hecho que se aplazara en reiteradas
ocasiones. Por esto, con anterioridad, decidimos establecer unas medidas para
las sombras, como una estrategia que permitiera desarrollar la tarea, sin consi-
derar las condiciones del clima. El cambio en el diseno y la implementacion
de la tarea no alter6 el orden en ninguna de las capacidades formuladas para
el camino de aprendizaje. Los estudiantes usaron la regla y cinta métrica para
establecer las medidas de la sombras, tomando como referencia estos puntos
para determinar la amplitud del angulo a partir del gonidémetro. Esta habilidad
se describe en la capacidad C25, la primera en hacer parte del camino de
aprendizaje formulado para la tarea.

Pese a la modificacion, el camino de aprendizaje no sufrié cambio alguno,
pues mantuvo en su estructura el orden establecido, de modo que la capacidad
C25 atin se conserva como la primera en activarse. Por otro lado, debido a que
los datos propuestos en la modificacién menor no alteran la altura de los arbo-
les, la modelacién en Cabri se dio sin problema alguno bajo las expectativas de
aprendizaje disefiadas. Nada de esto impidié el cumplimiento efectivo del ob-
jetivo de aprendizaje formulado para la tarea.

2. Evaluacion del disefio y la implementacion.
Estudio de caso de un grupo

En este apartado presentamos un analisis del cumplimiento de las expectativas
de aprendizaje de un grupo y los resultados encontrados al cierre de la im-

plementacion:
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1. Contraste entre las expectativas de aprendizaje
y los resultados de la tarea La sombra

En el apartado 3 presentamos el camino de aprendizaje previsto para la tarea
La sombra. Nuestro propdsito es comparar esta prevision con el camino de
aprendizaje realizado por un grupo de estudiantes. Para ello, nos basamos en la
informacién que recogimos con la parrilla de observacién.

En la figura 29 presentamos el camino construido por los estudiantes en
la solucidn de la tarea, resaltando con las flechas diagonales sus diferencias con
el camino de aprendizaje previsto inicialmente. Por ejemplo, el grupo activd la
capacidad C19 en el momento en el que nosotros previmos que activarian
la actividad C21.

Cc19 Cl4 C10 C22

X X X X

C25-C12-C6-C13-C19-C15-C14-C11-C10-C20-C16-C7-C12-C23

A T R

c21 C15 C11 Cc20 Nueva
Error

Figura 29. Camino de aprendizaje realizado por el grupo

Este camino de aprendizaje presenta notorias diferencias con el camino
de aprendizaje previsto. Las diferencias son consecuencia del uso de una capa-
cidad no considerada en un tramo del camino de aprendizaje (C21). En este
sentido, los estudiantes identificaron los angulos de elevacion y depresion de
acuerdo con la informacidn de la tarea, antes de identificar los elementos del
triangulo rectingulo a partir del reconocimiento del angulo. Pese a ello, los ob-
jetivos de aprendizaje no se vieron afectados, y llegaron a buen término bajo las
expectativas formuladas inicialmente. Aunque la agrupacién de las capacidades
a partir de caracteristicas comunes no las hace equivalentes, si las hace simila-
res en elementos especificos. Para este caso en particular, las capacidades estan
contenidas en el grupo de capacidades que potencian directamente el conoci-
miento trigonométrico. Por tanto, el uso anterior de una de estas capacidades
en un camino de aprendizaje no implica una modificacién considerable del
camino de aprendizaje establecido.

Teniendo en cuenta lo anterior, a pesar de que el disefio de la tarea preten-
dia el desarrollo estratégico de un grupo de capacidades, la tarea en si misma
no solo contribuy6 con aspectos considerados previamente por nosotros, tam-
bién lo hizo con elementos que no habian sido establecidos con anterioridad
en las expectativas formuladas. Esto es probablemente una consecuencia de la
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construccion elaborada de una tarea que potencia muchos mas elementos que
los puestos en discusién por nosotros como grupo. Seguramente descuidamos,
en algin nivel, la caracterizacion especifica de los caminos de aprendizaje,y no
tuvimos en cuenta todos los elementos que podrian considerar los estudiantes.

Al abordar la tarea La sombra, los miembros del grupo desplegaron, con
mayor o menor precisién, conocimientos en términos de conceptos, proce-
dimientos y estrategias de resolucién. Ellos comenzaron reconociendo pre-
viamente los elementos del tridngulo rectangulo a partir de la identificacién
del angulo. Sin embargo, los resultados en el examen reflejaron un nivel de
desarrollo superior respecto al mostrado en la prueba diagnostica. Por tanto,
podemos afirmar que, por lo menos en este grupo, el desarrollo de la tarea La

sombra contribuy6 a su capacidad para abordar la pregunta del examen final.

8.Balance y propuestas

Hemos organizado este apartado a partir del analisis de las debilidades, amena-
zas, fortalezas y oportunidades (DAFO) encontradas al cierre de la implemen-
tacién de la unidad didactica. Este analisis nos permitira proponer un nuevo
diseflo para implementaciones futuras de la unidad didactica.

1. Analisis DAFO

Para desarrollar el analisis DAFO, hemos clasificado cada uno de sus cuatro ele-
mentos en generales y particulares. Los generales tienen que ver con aquellos
que, a pesar de tener incidencia en nuestra unidad didictica, podrian llegar a
estar relacionados con aspectos atribuibles al disefio y a la implementacion de
otras unidades didacticas. Los particulares son aquellos que tienen una relacién

directa con nuestra unidad didactica.

1. Debilidades

Presentamos como debilidades aquellos aspectos de la unidad didactica que

ocasionaron dificultades en su implementacion.
Generales

Planificamos el tiempo para cada una de las sesiones de forma ideal. Pensamos
unicamente en aquellos aspectos relacionados con la solucidén de la tarea: su or-
ganizacion y lectura, las discusiones en torno a su solucidn, la construccién de
modelos y representaciones, entre otros. Sin embargo, no consideramos tiempos
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necesarios para el diligenciamiento de los instrumentos de registro (por ejem-
plo, el diario del grupo y la parrilla de observacion). El diligenciamiento del
diario del grupo por parte de los estudiantes requirié mucho mas tiempo que
el planificado por nosotros. Construir acuerdos, verificar las soluciones, expli-
carlas y comentarlas eran algunas de las acciones que los estudiantes realizaron
con anterioridad al diligenciamiento del instrumento. Por tanto, para la totali-
dad de los grupos, estas acciones hicieron que los tiempos no fuesen suficien-
tes, modificando los considerados por nosotros para cada una de las sesiones.

Por otro lado, el disefio de la secuencia de las tareas fue pensado tenien-
do en cuenta los analisis de contenido y cognitivo. Sin embargo, en la imple-
mentacion realizamos cambios respecto a esta organizacion, debido a factores
externos al diseno de la unidad didactica (clima). Ademas, para abordar satis-
factoriamente la tarea La cometa, los estudiantes requerian la activaciéon de una
capacidad en particular (C10: “reconoce las propiedades necesarias en el des-
peje de ecuaciones lineales, trigonométricas, cuadraticas sencillas, entre otras”).
Sin embargo, no propusimos una tarea que tuviera como énfasis el desarrollo
de sistemas de ecuaciones de razones trigonométricas. Por tanto, la permuta-
ci6n de una tarea dentro de la secuencia, asi como la falta de una tarea especi-
fica que permitiera el desarrollo de un contenido concreto, son aspectos que
originaron una de las debilidades encontradas.

Particulares

Al proponerse como tarea extraclase y no tener la supervisiéon del profesor, la
construccién del gonidémetro causd buena parte de las dificultades en la so-
lucién de la tarea La sombra. El disefio del instrumento por parte de algunos
grupos no permitié establecer con claridad los angulos buscados, mientras que
otros grupos pudieron establecer con precision el valor de los angulos. Esto
influy6 directamente en la solucion de la tarea, puesto que algunos grupos rea-
lizaron calculos con medidas angulares inapropiadas. Del mismo modo, la uti-
lizacion del gonidémetro generd dificultades a la hora de resolver la tarea. Los
grados que se establecian para la medida del angulo fueron expresados Gnica-
mente en cantidades enteras, dejando de lado medidas aproximadas mis cer-
canas, que tuvieran en cuenta valores decimales. Esto hizo que el valor para la

altura del arbol se modificara considerablemente.

2. Amenazas

Las amenazas incluyen aspectos que podrian generar riesgos en el desarrollo de
la implementacién de la unidad didactica. Al igual que las debilidades, algunas
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tienen que ver con el diseno especifico de nuestra unidad, mientras que otras
estan en el orden general descrito para la implementacion de cualquier uni-

dad didactica.
Generales

Pese a que el colegio cuenta con un cronograma de actividades institucionales,
concertado con base en una programacion al inicio del afio escolar, existen
actividades de altimo momento (reuniones, capacitaciones, salidas pedagdgi-
cas, entre otras) que no estan incluidas en este cronograma. Estas actividades
no planificadas nos obligaron a modificar la organizacién de las sesiones. Asi
mismo, al ser un establecimiento publico, el cronograma de actividades se ve
afectado por movimientos externos no programados por la institucion, como

jornadas sindicales y paros, que impiden el desarrollo habitual de las clases.
Particulares

En el desarrollo de algunas de las tareas se requeria el uso de recursos tecnolo-
gicos (por ejemplo, el soffware Cabri). Aunque el colegio se comprometid a te-
ner el programa disponible en la sala de informatica, no fue posible contar con
¢l durante la implementacidén. Esto generd una amenaza en el desarrollo de las
actividades vy, por tanto, debimos solicitar en préstamo las calculadoras TI-92
Plus del proyecto curricular de la Licenciatura en Educacién Basica con énfasis
en matematicas de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas.

Por otro lado, las condiciones del clima durante la implementacién no fa-
vorecieron el desarrollo de una de las tareas. Las constantes lluvias y la ausencia
de sol para el dia programado hicieron que se cambiara el dia de realizacién de
la tarea, hasta tanto el clima fuese apropiado para su realizacién.

3. Fortalezas

Las fortalezas describen los aspectos fuertes encontrados en la implementacién
de la unidad. Algunas de ellas se refieren a su disefio, mientras otras surgieron
durante la implementacién, sin que se hubiesen tenido en cuenta dentro de las

expectativas del diseno.
Generales

El trabajo en grupo ha sido una de las principales fortalezas encontradas. Este
tipo de agrupamiento posibilitd un ambiente de aprendizaje en el que los es-
tudiantes se sintieron comodos al expresar sus desempenos y dificultades. Cada
uno de los grupos desarrolld una dindmica de trabajo particular, en la que sus
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integrantes asumieron roles especificos a la hora de resolver las tareas. Unos
abordaron la construccidn grafica de la situacién teniendo en cuenta las obser-
vaciones verbales del grupo; otros lideraron el proceso de solucidn a partir de
sus destrezas en el ambito matematico;y otros mostraron una especial atenciéon
al dominio del recurso (calculadora), elaborando representaciones y modelos
que contribuyeron con la interpretacion grafica de los problemas. Esta organi-
zacién permitié también elaborar discusiones alrededor de estrategias de solu-
cién en cada una de las tareas. Los procedimientos fueron evaluados de forma
conjunta por los integrantes del grupo partiendo de un ejercicio de argumen-
tacidn, que les llevo a optar por una técnica de solucidn especifica, a partir de
acuerdos consensuados. Estos acuerdos se convirtieron después en los registros

escritos consignados en la carpeta de los grupos de estudiantes.
Particulares

La parrilla de observacion que disenamos nos permitié establecer las capaci-
dades que los estudiantes activaron al abordar las tareas. Con esta informacién,
pudimos contrastar los caminos de aprendizaje realizados por los grupos con
los que nosotros previmos inicialmente. Este era el propdsito del instrumento.
Sin embargo, su disefio habria sido insuficiente si no hubiésemos considerado
unos criterios para el diligenciamiento de la informacidn. El éxito del instru-
mento se debid, entonces, a la distribucidn de los miembros del grupo en dos
equipos de trabajo: un equipo de observacién y otro de ensefianza. Cada equi-
po tuvo unos propdsitos especificos y diferentes. El primero, en su funcién de
observador, tomd los registros escritos de los procedimientos desarrollados por
los estudiantes en la parrilla de observacion. El segundo mantuvo su rol de pro-
fesor, resolviendo las dudas e inquietudes de los estudiantes.

4. Oportunidades

Las oportunidades hacen referencia a los aspectos externos, no relacionados
de forma directa con el diseno y la implementacion de la unidad, que podrian

contribuir con su desarrollo.

Generales

Los documentos curriculares en los que nos basamos para el diseno de la uni-
dad didactica hacen mencion directa a los beneficios y las ventajas que pro-
mueve la metodologia de resoluciéon de problemas organizada por unidades
didacticas o moédulos de aprendizaje. En este sentido, el desarrollo de la unidad
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didactica tiene un soporte en las politicas de desarrollo curricular y, por consi-
guiente, puede ser implementada como un proyecto de innovacién sostenible
en cualquier contexto escolar del pais.

La publicaciéon de la unidad didactica en escenarios de investigacidon
(como coloquios y reuniones académicas), en versiones futuras de MAD y en
las instituciones de los profesores integrantes del grupo, es una oportunidad
que permite poner en discusion y reproducir la unidad didictica en otras insti-
tuciones educativas.

Particulares

El uso de las TIC como recurso de aprendizaje en el aula es una politica nacio-
nal que tiene respaldo en el Plan Decenal de Educaciéon consignado en el 2009,
y supone, a futuro, que todas las aulas de informatica han de considerar recursos
tecnologicos especificos para cada una de las areas. Por tanto, la utilizacion del
software Cabri Geometry se respalda bajo esta politica.

Los profesores y directivos docentes del IED José Joaquin Castro recono-
cieron la implementacién de la unidad didactica como una experiencia sig-
nificativa para el disefio de los planes de area por ciclos de la institucion. Ellos
aprecian los beneficios de que estudiantes dispersos por diferentes condiciones
académicas puedan llegar a trabajar sobre los mismos conceptos, potenciando
su aprendizaje.

2. Propuestas para un nuevo disefio

En el apartado anterior hemos identificado, con base en el analisis DAFO, las
debilidades, amenazas, fortalezas y oportunidades de la unidad didactica. A
continuacidn, proponemos estrategias para abordarlas. A partir de ese analisis,

proponemos un nuevo disefno para la secuencia de tareas.

1. Debilidades

Proponemos las siguientes mejoras para abordar las debilidades de la uni-

dad didactica:

1. Realizar una sesioén de introduccion en que se muestre de forma general
el niimero de tareas por realizar, la metodologia propuesta para la imple-
mentacion, las diferentes herramientas que se van a usar (soffware Cabriy
gonidémetro), la presentacién del instrumento diario de grupo vy las pautas
para su diligenciamiento, y las condiciones para el registro de la soluciéon a

cada una de las tareas en la carpeta.
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Destinar tiempo suficiente para el diligenciamiento del diario de grupo du-
rante las sesiones y motivar para que la informacién del diario de grupo se
registre paralelamente con el desarrollo de las tareas.

Incluir una tarea extraclase orientada a la solucion de sistemas de ecuacio-
nes lineales con énfasis en el analisis y resolucion de ecuaciones lineales
con razones trigonomeétricas.

Suministrar los gonidémetros a los grupos de estudiantes.

2. Amenazas

Proponemos la siguiente mejora para abordar las amenazas:

1.

Garantizar con anterioridad la instalacion del soffware Cabri en la sala de
informatica de la institucion. Si el colegio no cuenta con los recursos eco-
némicos para adquirirlo, descargar la version libre de internet por tiempo
limitado, teniendo en cuenta la organizacidn de las tareas y el nimero

de sesiones.

3. Fortalezas

Proponemos aprovechar las fortalezas con las siguientes estrategias:

1.

Buscar que los grupos de trabajo se consoliden, teniendo en cuenta afini-
dades de amistad para garantizar que los integrantes aporten significativa-
mente al trabajo de su equipo.

Identificar los roles generados de los integrantes de los grupos para eva-
luar las dificultades y errores en los que podrian incurrir al momento de

abordar una tarea.

4. Oportunidades

Proponemos abordar las oportunidades con las siguientes estrategias:

1.

Socializar la experiencia del disefo y la implementacion de la unidad di-
dactica en reuniones con pares académicos y encuentros de profesores de
colegios publicos.

Presentar la unidad didactica en eventos académicos.

Implementar la unidad didactica en los colegios donde trabajan los inte-
grantes del grupo.

Aprovechar los resultados que hemos obtenido con la implementaciéon de
la unidad didictica y la politica de las TIC para justificar el desembolso
de recursos en proyectos de infraestructura tecnoldgica y compra de softiware

en las instituciones.
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3. Propuesta del nuevo disefio

En la figura 30 mostramos nuestra propuesta para la organizacién de las sesio-
nes en la unidad didactica, teniendo en cuenta las consideraciones hechas en el
analisis DAFO.

Sesion 1
Introduccién y diagndstico

"""""""""""""""" Sesion 2
Extra clase Los triangulos

Ejercitacion en la solucién

de ecuaciones lineales Sesién 4

......................... La cometa

Sesion 3
La sombra

Sesion 5
La mosca

Sesion 6
Evaluacién

Figura 30. Nueva secuencia de la unidad didactica

Debido a las condiciones del clima, proponemos que la ubicacién de la
tercera sesiéon no sea rigida dentro de la organizacién. La tarea La sombra se
puede realizar entre las sesiones dos y seis, teniendo en cuenta el clima. Ademas,
hemos agregado una tarea extraclase entre las sesiones dos y cuatro, con el pro-
posito de ejercitar a los estudiantes en la solucion de ecuaciones lineales. Esta es
una actividad que no hace parte del diseno de la secuencia de tareas, debido a
que su contenido no esta relacionado de forma directa con el foco de conteni-
do propio de la unidad didictica. Sin embargo, su solucién debera ser anexada
en los registros escritos de la carpeta de los grupos.

Los goniémetros que se utilizaran en la tarea La sombra seran verificados
por el profesor con anterioridad. Del mismo modo, se debe verificar la dispo-
nibilidad del programa Cabri Geometry en el aula de informatica, de modo
que sea posible gestionar la instalacién del programa con el recurso del soffware
libre de internet.

Hemos destinado la primera sesion a la explicacién de la forma de dili-

genciar el diario de grupo y al manejo de algunas de las herramientas (como



432 DI1SENO, IMPLEMENTACION Y EVALUACION DE UNIDADES DIDACTICAS...

el gonidmetro y el programa Cabri Geometry). Esta sesion también incluye la
presentacién general de las tareas y la metodologia que se utilizarin a lo largo
de la unidad didactica.

9. Conclusiones

En este apartado presentamos un resumen de nuestro trabajo y destacamos las
cuestiones que fueron clave para la implementacion de la unidad didactica. De
igual forma, mostramos algunas de las reflexiones con motivo de nuestra ex-
periencia. Estas reflexiones dan cuenta de algunos de nuestros logros en MAD.
También, presentamos algunas observaciones de clase posteriores a la imple-
mentacion de la unidad didactica.

1.Resumen

La estructura del informe de la unidad didactica tiene como fundamento el
desarrollo de una secuencia de tareas orientadas por la formulacién de unos
objetivos de aprendizaje especificos. Para ello, hemos planteado un problema
relacionado con el uso de las razones trigonométricas, teniendo cuidado de jus-
tificarlo a partir de una descripcidon general y de la presentacion concreta de la
forma en que fue abordado.

Hemos fundamentado el disefio de la unidad en el analisis didactico. Para
ello, desarrollamos el estudio de los analisis de contenido, cognitivo, de ins-
trucciéon y de actuacion. En el analisis de contenido establecimos como foco
de estudio las razones trigonométricas que estructuramos conceptualmente
desde los hechos (por ejemplo, angulos, triangulos rectangulos y cualesquiera,
lados), los conceptos (seno, coseno, tangente, razdn, proporcidn, teorema de
Pitagoras) y la estructura matematica (razones trigonométricas). Establecimos
relaciones verticales entre estos. También, instauramos relaciones horizonta-
les —traduccidn entre sistemas de representacion y transformaciones sintacti-
cas—. Ademas, establecimos las estructuras, los contextos y las situaciones que
organizan los diferentes fenémenos relacionados con las razones trigonomé-
tricas. En el analisis cognitivo, mostramos la descripcién y caracterizacién del
estandar, los objetivos de aprendizaje y las capacidades. Clasificamos las capaci-
dades de acuerdo con su énfasis.

En este analisis, también establecimos los caminos de aprendizaje, a partir
de las capacidades que pueden ser activadas por los estudiantes al abordar las
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tareas. La no activacién de las capacidades propuestas o la activaciéon de otras
capacidades nos llevo a identificar los errores en los que los estudiantes pueden
incurrir al abordar las tareas. Agrupamos estos errores en tres dificultades, que
hacen referencia a la linea de profundizacion de la estructura conceptual, la tra-
duccidn entre las representaciones y las transformaciones sintacticas.

En el analisis de instruccion, disenamos la secuencia de tareas a partir de
seis componentes y sus respectivas relaciones —fase, funcion de la tarea, obje-
tivo, sesidon, nombre de la tarea y contenido—. Describimos las tareas a partir
de su enunciado, los recursos o materiales por utilizar, el agrupamiento de los
estudiantes, las actuaciones del profesor en el desarrollo de la clase y su camino
de aprendizaje. Desarrollamos todos los aspectos del disefio de la secuencia de
tareas y describimos los diferentes elementos que intervienen en la dinimica
de clase. Por tltimo, presentamos los criterios de logro organizados en genera-
les y particulares; también, expusimos la descripcién y establecimos la finalidad
del diario del profesor, del diario del grupo, de la evaluacién final y de la parri-
lla de observacién, como instrumentos de evaluacién para recoger y analizar la
informacién de la secuencia de actividades propuesta.

Justificamos el disefio de la unidad didactica desde dos perspectivas: las
condiciones curriculares, académicas y socioecon6émicas de los estudiantes, y
la conveniencia, pertinencia y coherencia de la unidad didactica con las ex-
pectativas de aprendizaje. Destacamos el énfasis trigonométrico de las tareas,
que se aprecia en el analisis de los grafos de los caminos de aprendizaje de los
objetivos y los resultados del analisis de la complejidad de las tareas, y su contri-
bucidn al desarrollo de las competencias.

Finalmente, presentamos la descripcién y evaluacion de la implementa-
cién. En la evaluacién de la implementacidén nos basamos en la revision de
las modificaciones significativas y menores, y presentamos los resultados del
analisis DAFO. Con base en ese analisis, propusimos una reestructuracion
del disefio de la unidad didactica.

2.Reflexiones

Una de las principales contribuciones de MAD a nuestro desarrollo profe-
sional tiene que ver con el desarrollo de una visién mas compleja de los
elementos de tipo didactico con los que trabajamos a diario. El disefio y la
planificacién de tareas eran aspectos que antes de MAD no presentaban nin-
guna posibilidad de discusion, mas alld de cuestiones puntuales propias de te-
mas concretos, que se encontraban inmersos en planes de estudios que ahora
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consideramos débiles en su fundamento didactico. Los anilisis de contenido,
cognitivo, de instruccion y de actuacién nos han abierto la posibilidad de con-
siderar nuevas herramientas conceptuales y metodologicas que nos permiten
mejorar nuestra actuacién como profesores en el aula.

Hemos desarrollado nuestra capacidad para lograr coherencia entre los
objetivos de aprendizaje, las tareas que disefiamos para lograrlos y las actuacio-
nes del profesor y los estudiantes en el aula. Por ejemplo, cuando los estudiantes
abordaron la tarea La sombra, reconocieron los elementos, relaciones y aplica-
ciones de las razones trigonométricas en un tridngulo cualquiera, aplicandolos
para la solucidn de la tarea. Esto se hizo evidente en el analisis realizado con
la parrilla de observacion.

Por otro lado, ha sido muy satisfactorio escuchar las reacciones de los
estudiantes a la propuesta de implementacién de la unidad didactica. Ellos
destacan, por ejemplo, como el uso de la calculadora y del goniémetro les
permiti6 descubrir escenarios distintos a los convencionales y observar algu-
nas de las aplicaciones de las razones trigonométricas fuera del aula, con tareas
no rutinarias.

10. Referencias

Flores, P., Gémez, P, & Marin A. (2010). Analisis de instruccion. Apuntes de MAD.
Bogota: Universidad de los Andes.

Goémez, P. (2007). Desarrollo del conocimiento didactico en un plan de formacién inicial de
profesores de matematicas de secundaria. Granada: Departamento de Didactica de la
Matemaitica.

Gonzilez, M. ]., Gémez, P, & Lupianez,]. L. (2010). Analisis cognitivo. Apuntes de MAD.
Bogota: Universidad de los Andes.

Ministerio de Educaciéon Nacional (MEN) (1998). Lineamientos curriculares de matemati-
cas. Bogota: Cooperativa Editorial Magisterio.

Ministerio de Educacién Nacional (MEN) (20006). Estandares basicos de competencias en
matematicas. Bogota: Cooperativa Editorial Magisterio.

Ministerio de Educacién Nacional (MEN) (2009). Decreto 1290. Recuperado de
http://www.mineducacion.gov.co/1621/article-187765.html.

Movshovitz-Hadar, N., Zaslavsky, O., & Inbar, S. (1987). An empirical classification
model for errors in high school mathematics. Journal For Research in Mathematics
Education, 18(1),3-14.



R AZONES TRIGONOMETRICAS 435

Ponte,]J. P. (2004). Problemas e investigaciones en la actividad matematica de los alum-
nos. En J. Jiménez, L. Santos, & J. P. Ponte (Coords.) La actividad matematica en el
aula (pp. 25-34). Barcelona, Grad.

Rico, L. (1995). Errores y dificultades en el aprendizaje de las Matematicas. En J.
Kilpatrick, L. Rico, & P. Gémez. Educacién Matematica (pp. 69-108). México DF:

Grupo Editorial Iberoamérica y una empresa docente.



