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Resumen

En el paso de la educacién basica y media a la universitaria se manifiestan diversos
problemas de la Educacion Matematica Hay mdltiples tensiones entre el analisis real,
el calculo escolar, la geometria escolar, la geometria analitica escolar, el algebra
abstracta, el algebra de bachillerato, la aritmética de los reales, la aritmética de los
racionales, la aritmética de los enteros, la aritmética de los naturales, entre lo discreto
y lo continuo (y en la mitad, lo denso), entre lo finito y el infinito actual (y en la mitad,
el infinito potencial). Hay aspectos en los que la notacion del calculo parece la misma
del algebra escolar, pero no lo es, como se ve ante todo por la ausencia de la
composicion, por el entendimiento del exponente (-1) como reciproco, no como inverso
de la funcion, por el uso del apéstrofe para la derivada, por la manera de entender las
igualdades que empiezan por “y =...” como funciones, por la yuxtaposicion de letras
sin indicar multiplicacion en los nombres de las funciones (como “Inx”).
Documentaremos que se trata de un registro semiético diferente para un sistema
conceptual diferente. Problematica fundamental para profesores en ejercicio y la
formacidn de futuros profesores.

Curricularmente el modo en que ocurre la instruccion en la escolaridad institucional® es
dos cursos de algebra en 8°y 9° grado y un curso de calculo en grado 11, es decir se
presenta el algebra como un dominio, unas préacticas, anteriores al calculo, y no solo
anteriores sino como pre-requisito para entrar a él posteriormente. En la universidad en
primer semestre de ingenieria, el estudiante debe tomar un curso de calculo diferencial
para el cual es necesario, aunque no suficiente, un buen dominio del algebra. Incluso
hay universidades que han incluido un curso de Fundamentos de matematica o
matematicas basicas, repaso del algebra y de las funciones, para suplir los vacios que
puedan presentarse antes de entrar a un curso formal de calculo. Histéricamente
también se desarrollé primero el algebra y posteriormente el calculo. Asi que en este
primer acercamiento, paso 0 transicion significa el camino que ha dado tanto la

humanidad como la escuela en la adquisicion y ordenamiento de ciertos contenidos

! Asi es en nuestro pais y guardando las proporciones la organizacion curricular es similar en la mayoria
de paises del mundo, por lo menos en cuanto al orden en los cursos de algebra y el célculo.
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aceptados universalmente como basicos en la educacion, particularmente en el algebra 'y

el calculo escolar.

En la practica pedagdgica de organizacion escolar actual, lo que se da es una separacion
de un afio (trigonometria y geometria analitica). De facto se encuentra un 10° grado que
configura un elemento o estadio de transicion escolar, que no tiene ninguna razon ni
matematica ni pedagdgica, sino solo de tradicién escolar. Nos interesa la transicion del
algebra al célculo en el sentido de lo que cambia, con respecto al algebra, semantica,
sintactica, semidticamente para el estudiante una vez que entra al mundo del célculo,
tanto en grado 11 como en el primer semestre de universidad. Pero no solo
cronoldégicamente, sino también en qué momentos, en qué tematicas, con cudles
situaciones se esta presentando ya una irrupcién de elementos constitutivos del calculo.

Y se asumird como supuesto inicial que hay un paso o transicion, y no por ejemplo una
ruptura, que si es un término que instaura una postura radical de entrada, para que la
investigacién misma arroje mas claridad acerca de ese camino, de ese transito. Voy a
decir paso, ni curricular, ni cognitivo, sino entendiendo que curricularmente se pone
primero algebra y después calculo, que el algebra se considera pre-requisito para el
calculo, que para compartir las practicas del calculo se requiere en gran medida manejar
las del algebra. Hay un paso que algunos lo dan de una vez, otros se devuelven, otros
permanecen un poco ambiguos por un tiempo y otros tal vez nunca pasen, pero
cualquiera de las situaciones confirma que esta bien llamado también transicion. Esa
transicién puede ser cognitiva, linglistica, curricular, semidtica, pero no se esta
trabajando ni desde el punto de vista antropoldgico, ni desde el punto de vista del

analisis del discurso.

Tensiones

Hay multiples tensiones entre el analisis real, el calculo escolar, la geometria escolar, la
geometria analitica escolar, el algebra abstracta, el algebra de bachillerato, la aritmética
de los reales, la aritmética de los racionales, la aritmética de los enteros, la aritmética de
los naturales, entre lo discreto y lo continuo (y en la mitad, lo denso), entre lo finito y el

infinito actual (y en la mitad, el infinito potencial).

Hay algunos aspectos en los que la notacion del calculo parece la misma del algebra
escolar, pero no lo es, como se ve ante todo por la ausencia de la composicion, por el

entendimiento del exponente (-1) como reciproco, no como inverso de la funcién, por el
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uso del apostrofe para la derivada, por la manera de entender las igualdades que
empiezan por “y =...” como funciones, por la yuxtaposicion de letras sin indicar
multiplicacion en los nombres de las funciones (como “Inx”). La idea es documentar

que se trata de un registro semidtico diferente para un sistema conceptual diferente.

Tenemos la conjetura de que la notacion para la geometria analitica de décimo grado no
es la misma que la del algebra escolar ni la del célculo. En geometria analitica los
términos “no significan nada”, sélo las igualdades, que Ilamamos “ecuaciones”
significan aunque en ellas no se trata de averiguar una raiz. No importa que sean
funcionales o no. No se usa la composicién ni la derivada. Podria pues haber otra
transicion del algebra escolar a la geometria analitica y otra al calculo, nos interesa la
que va del algebra al calculo, entre otras cosas porque en el calculo de la universidad, la
geometria analitica es una unidad mas o una herramienta para las llamadas funciones

trascendentes.

La principal operacion binaria analitica es la composicién de funciones, operacién que
no figura en el &lgebra de bachillerato. Los elementos u objetos del anélisis no son los

nameros racionales y reales, sino las funciones reales de valor real. En noveno grado
; . 20,3 P .
cuando vieron X“°X” |y el resultado es x°,6,x® ? Son pues muy diferentes de los

objetos de la aritmética generalizada.

Respecto a la relacion continuo-discreto (al interior de la aritmética, del algebra y del
calculo), en la mitad hay una zona gris: lo denso, o la densidad. En lo discreto estan los
conjuntos finitos, los nimeros naturales y los enteros; luego se llega a los racionales
positivos Q+, que son densos, y de alli se llega a los racionales Q. Luego se trata de

capturar el continuo (linea, region) a través de lo discreto y lo denso.

Generalmente se viene trabajando en el algebra de bachillerato con ciertas funciones
muy limitadas: la funcion cuadrado, la funcion cubo, las funciones lineales y las
funciones afines o de gréfica lineal (que se confunden frecuentemente con las lineales).
No se consideran las funciones constantes como funciones, sino como constantes. La
funcion idéntica no se utiliza como funcion, talvez “porque no hace nada”. La X se
considera como incognita, como variable, o0 como indeterminada, pero no como

funcioén.
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No es conveniente confundir la funcion, tomada como operacion o transformacion, que
es un objeto activo, con su grafo, que es un objeto pasivo propio de la teoria de
conjuntos. Se perderia el aspecto activo de la funcion y no se podria hablar de la
diferencia entre el conjunto de salida y el dominio, ni de la diferencia entre el conjunto
de llegada y el recorrido, rango o codominio. No habria diferencia entre funcién parcial
vs. funcion totalmente definida, ni entre funcién en vs. funcién sobre o sobreyectiva.
Menos conveniente todavia es confundir la funcién con su gréfica cartesiana. La una es

un elemento u objeto analitico, y la otra es un elemento u objeto geométrico.

Al preguntarnos: ¢Qué elementos conceptuales trae el estudiante para trabajar las
nociones intuitivas del calculo? o ¢Sobre qué predica el calculo?, o, {Qué requiero
para acceder al calculo? las posibles respuestas involucran entidades como:
funciones, numeros reales, infinito, aproximaciones, continuidad, vecindades,
entre otras, conceptos que como tales tienen sus propios problemas de

conceptualizacion y de representacion.

Con respecto a las funciones, vale la pena anotar aqui las dificultades que tienen los
estudiantes para pasar de un registro semidtico de representacion a otro, y para
articular los distintos registros de representaciones semidticas (Duval 1992,1998) y
reconocer en todos el mismo objeto matematico. Por ejemplo, se rechaza la funcion
real constante de valor 4 si se presenta en la forma y=4, porque lo que existe en el
estudiante es una asociacion de la funcién con su formula dependiente de x; o de
funcién como variacion, en cambio si se presenta graficamente por la asociacion

recta= funcion se presentan menos errores.

En cuanto a los Numeros Reales, algunas investigaciones [Artigué, 1995], muestran
la tendencia de los estudiantes a asociar el numero real con la aproximacion que de él
nos da la calculadora, y también han detectado situaciones arraigadas en los
estudiantes de college y de primeros semestres de universidad, como que entre 3,25 y
3,26 no hay ningin namero, o que 3,138 es mayor que 3,4, o que (3,4) 2 = 9,16;

situaciones que muestran la complejidad de estos referentes.

Respecto a los limites hay algunas justificaciones interesantes de los estudiantes.

Por ejemplo la concepcion de que el limite de la sucesion 0.9, 0.99, 0.999,...debe
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ser menor que 1 ; que 0.9, 0.99, 0.999 no tiende a 1 pero tiene limite 1 (porque tiende

a tener la propiedad de 0.9999 que nunca puede pasar del limite 1).

Se desarrollaran también algunas consideraciones acerca del “paso”, transicion”,
“ruptura”,... del algebra al calculo, teniendo en cuenta que cada una de estas categorias
estd cargada semantica y tedricamente y ha generado diversas tendencias, se trata de
hacer una apertura para la lectura del problema y no cerrar definiendo cada término, de
construir un marco explicativo inicial que permita hacer interpretaciones y tomar

decisiones para caracterizarlas.

Para entrar en el mundo del calculo es necesario enriquecer la vision de los estudiantes
sobre la nocion de igualdad y desarrollar nuevos métodos para probar igualdades. En
este punto, es interesante notar que una reconstruccion similar de la nocion de igualdad
fue puesta en evidencia por la investigacion didactica, en la transicion del pensamiento

numérico al pensamiento algebraico.

En el algebra, para demostrar que dos expresiones son iguales, se razona por
equivalencia: se transforma la escritura a(x) = b(x) en una sucesién de escrituras
ai(x)=bi(x) hasta obtener dos expresiones idénticas. Lo mismo se hace en el tratamiento de
las ecuaciones y de las inecuaciones. Mientras que en el calculo, se hace un encaje
con la proposicién V ¢ >0, la-b /< & , Lo cual ha de llevar a comprender que para
demostrar que en la vecindad de un punto a, f(x) < g(x), no hay que resolver la
inecuacion, sino encontrar un intervalo de centro a donde tal desigualdad se pueda
garantizar, mediante aproximaciones y estimaciones. Se pasa de razonamientos por

equivalencias sucesivas a razonamientos por condiciones suficientes.

La entrada en el mundo del calculo obliga también a los estudiantes a reconstruir
objetos matematicos ya familiares pero en otros mundos: la nocion de tangente nos
proporciona un caso prototipico de tal reconstruccion. En la ensefianza bachillerato, los
alumnos encuentran primero esta nocion en el contexto del circulo. La tangente es un
objeto geométrico que posee propiedades especificas: * no corta al circulo, * Lo toca en

solo un punto, * en el punto de contacto es perpendicular al radio.

Todas estas propiedades son globales y no tienen nada que ver con la idea de direccion
comudn. Ademas, para ayudar a los alumnos a darse cuenta del caracter abstracto de los

objetos geométricos, los profesores subrayan que incluso si perceptivamente el circulo y
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la tangente parecen coincidir localmente, en realidad tienen solo un punto comun. Esta
concepcion geométrica se puede generalizar aplicAndose a otras curvas, por ejemplo
pardbolas, y conduce a la concepcién algebraica de la nocion de tangente como recta
que tiene una interseccion doble con la curva, que resulta operativa con las curvas

algebraicas.

Claramente, no hay una filiacion directa entre esta tangente y la definida en célculo,
caracterizada por una propiedad local: la recta con que la curva tiende a confundirse
localmente (aproximacion afin al orden uno) y cuya pendiente esta dada por el valor de

la derivada de la funcion asociada.

Conclusiones

El paso de las matematicas de Secundaria a las matematicas de la Universidad plantea
un problema complejo. Como lo afirma Gascon et al (2004), su esclarecimiento
requerird el desarrollo de la investigacion didactico-matematica y ésta necesitara la

participacion ineludible de toda la comunidad matematica.

La formacion de profesores reflexivos en la disciplina matematica y en la
epistemologia de las matematicas, sobre la naturaleza de los objetos de estudio de las
diferentes especialidades es fundamental, la capacitacion, actualizacién e innovacion
son necesarias pero no suficientes para cualificar cada vez mas la practica profesional
docente: se requiere la vigilancia epistemoldgica de la que han hablado varios
pensadores, volvernos maestros investigadores del hacer presente, cada clase, cada
estudiante, lo cual a su vez requiere un cambio profundo de la estructura curricular de

nuestro sistema educativo.

Finalizo citando ideas de Brousseau (1994), quien postula que para ampliar y mejorar
su tarea, los investigadores en matematicas deberan interesarse por aquella parte de su
actividad relativa a como las matematicas se comprenden, se comunican y se prueban.
Basandose en esta nueva concepcion de las matematicas (que incluye como actividades
matematicas las relativas a la comprension y a la comunicacién), Brousseau formula la
tesis de que la didactica de las matemaéticas llegara a ser plenamente parte de las
“matematicas”.

... jQueda abierta la discusion!
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