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RESUMEN

En los ultimos arios, el uso de simuladores computacionales y sus bondades para el desarrollo de
actividades de modelacién matemdtica ha sido un tema de gran interés en el campo de la Educacion
Matemadtica. Cenidos a esta temdtica, desde el Grupo TEM: Tecnologias en la Educacion Matemadtica
hemos comenzado a interesarnos por las relaciones entre la simulacién con GeoGebra y el conocimiento
matemadtico que subyace de esta actividad. Un aspecto de estas relaciones lo constituye el aprendizaje
matemadtico logrado por los estudiantes de Educacién Media que se involucran en experiencias de
simulacién con GeoGebra. Al respecto, centramos la atencién en los mecanismos cognitivos a través de
los cuales tal aprendizaje es producido, por lo tanto, en este trabajo asumimos una perspectiva cognitiva
de la modelacién para analizar el proceso de “matematizaciéon” de un grupo de estudiantes de un Club
GeoGebra que se dedicaron a representar una pieza que compone al mecanismo de una mdquina de
vapor tipo Newcomen. La perspectiva cognitiva en cuestion tiene que ver con el “ciclo de modelacion” de
Blum & LeifB (2007), especificamente en lo que respecta al trdnsito por las fases modelo real y modelo
matemadtico. La representacién de la pieza en el software se traté durante una sesién de trabajo que fue
video grabada y en la cual participaron tres estudiantes de 5to afio de Educacién Media que integraban
el Club GeoGebra de una institucién educativa oficial durante el ano escolar 2014-2015. El andlisis del
proceso de matematizacion nos permitié identificar tres episodios que revelan cémo los participantes
generaron un modelo matemadtico til para representar la cadena en el GeoGebra. La obtencion de este
modelo matemdtico se basé en ciertos andlisis sobre las formas geométricas asociadas por los
participantes al contorno de la pieza sobre ciertas imdgenes de referencia.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Hoy en dia la modelacién matematica se plantea como un tema recurrente en el campo de
la Educacién Matematica (Kaisser, 2014). Prueba de ello lo constituyen tanto el
establecimiento de grupos de discusidén sobre diferentes perspectivas de la modelacién en
eventos cientificos nacionales e internacionales (entre ellos, el COVEM, CIAEM, CNMEM,
CIBEMy RELME), como el notable incremento en el nimero de estudios sobre esta tematica
que ano tras ano son publicados en revistas especializadas, actas y libros procedentes de
América Latina (Borba & dos Santos, 2014; Gongalves, 2015; Salett & Hein, 2004; Serres, 2015;
Stillman, Kaiser, Blum & Brown, 2013). En estos espacios, profesores, investigadores y
responsables de las politicas educativas coinciden en la importancia que la modelacién
reviste para el desarrollo de una Educacion Matematica socialmente pertinente, inclusiva y

041



Modelacion y tecnologias. Un andlisis del proceso de matematizacion
en la simulacion con GeoGebra
Rafael E. Gutiérrez y Juan Luis Prieto G.

conectada con la realidad y otras disciplinas cientificas (Villa-Ochoa, Bustamante, Berrio,
Osorio & Ocampo, 2009).

Un aspecto a destacar en varios trabajos relacionados con la modelaciéon en la
Educacién Matematica tiene que ver con las bondades de integrar tecnologias digitales en
las experiencias de resolucion de problemas matematicos con cierto realismo (Confrey,
Hoyles, Jones, Kahn, Maloney, Nguyen, Noss & Pratt, 2010; Daher & Shahbari, 2015; Luvezute,
Salett, Machado, Viali & Lahm, 2014). Dentro de la gama de tecnologias que son integradas
al desarrollo de las actividades de modelaciéon en los ultimos afos, queremos destacar el
auge que han tenido los simuladores y juegos de video en las aulas de clase (Gonzélez,
Molina & Sanchez, 2014; Greefrath, 2011). En lo que respecta a los simuladores, los
investigadores dan cuenta del potencial de estos recursos para desarrollar las capacidades
de visualizacion y experimentacion de los estudiantes a través de la manipulacion de las
variables y pardmetros asociados a los fendmenos de la realidad que son representados por
medio de modelos computacionales (Clark, Nelson, Sengupta & D'Angelo, 2009; Pugnaloni,
2008).

Desde el ano 2013, el Grupo TEM: Tecnologias en la Educacion Matematica se ha
dedicado a conformar clubes GeoGebra en distintas instituciones educativas oficiales en
Venezuela y acompanar el desarrollo de la actividad central en estos espacios: la elaboracion
de simuladores con GeoGebra. A lo largo de esta experiencia, los estudiantes de un club se
involucran, junto a su promotor o promotora, en una dindmica de construccién de modelos
geométricos que representan aspectos de la realidad, utilizando para ello al GeoGebra
(Prieto & Gutiérrez, 2015). En un intento por comprender las implicaciones de esta actividad
en el aprendizaje matematico de los estudiantes que participan en ella, hemos dado a
conocer algunos vinculos entre la simulacién con GeoGebra y el conocimiento matematico
subyacente (Cervantes, Rubio & Prieto, 2015; Rubio, Prieto & Ortiz, 2016). Sin embargo, para
avanzar en este abordaje vemos necesario centrar la atencion en los mecanismos a través de
los cuales los participantes de un Club GeoGebra desarrollan su conocimiento matematico
durante la simulacién y, en este sentido, la modelacion matematica representa un referente
tedrico que puede ser de gran utilidad para el logro de este propésito.

OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

El objetivo de este trabajo es analizar, desde una perspectiva cognitiva de la modelacién, el
proceso de matematizacién de un grupo de estudiantes de un Club GeoGebra que se
dedican a simular una de las partes que conforman a una maquina de vapor tipo Newcomen.
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MARCO TEORICO

Para analizar el proceso de matematizaciéon antes mencionado nos apoyaremos en la nocion
de “ciclo de modelacién” de Blum & Leif3 (2007), el cual ha sido util por diversos autores para
analizar la manera en que los estudiantes resuelven un determinado problema mediante el
establecimiento de vinculos entre la realidad y la matematica (Blum & Borromeo, 2009;
Borromeo, 2006; Kaisser, 2014). En la figura 1 se muestran las seis fases y siete procesos
cognitivos que tienen lugar en este ciclo.

I, Compremder
2. Simplificar/
3 S3uCTIras
T 3 »
Modelo Madelo ‘ ::(zfcr?\altu.
el Y muslemdlico « Arabxjur
= matemdtickmente
S : 2 1o d 3. Indcrpretar
20 Ay Msdelo de 6, Valids
I . Validar
reul r}u’ Z}hﬂuﬁn 4 ’ F'lc)scnur
'&
Rassltndos Resukodos
ek D\ _/ ralematicon
Mundo Mundo
real mutemdtico

Figura 1. Ciclo de modelacién matematica desarrollado por Blum & Leif3 (2007).

En este ciclo, el proceso de matematizacién tiene lugar cuando se transita por las
fases modelo real y modelo matemdtico. De esta manera, en este trabajo colocamos la
atencién en la manera como un grupo de estudiantes generan un modelo matematico
asociado a un modelo propio de la realidad mientras dan respuesta a una tarea de simulacion
con GeoGebra. Una explicacion amplia y detallada sobre la simulacién con GeoGebra y, en
particular, sobre las tareas de simulaciéon con GeoGebra se encuentra en Rubio, Prieto & Ortiz
(2016).

Segun Blum & Leif (2007), la matematizacion consiste en traducir el modelo real
(representacion externa de la realidad abordada) en términos matematicos para llegar a un
modelo util en la resolucion del problema dado (Goémez & Flores, 2013). En este proceso, las
interpretaciones, descripciones, conjeturas, explicaciones y justificaciones que conducen al
modelo se hacen cada vez mas al nivel de la matematica y menos al nivel de la realidad
(Borromeo, 2006). Para el caso de la simulacidn con GeoGebra, la matematizacion se
caracteriza por un “cambio” en la interpretacion del modelo real (dibujo o boceto alusivo al
aspecto del fenémeno a simular) que comienza a ser traducido en términos geométricos. Este
cambio se ve influenciado tanto por el conocimiento matematico de los sujetos que participan
en la simulacién, como por las funcionalidades técnicas del GeoGebra.
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MARCO METODOLOGICO

En lainvestigacion participaron tres estudiantes de 5to afio de Educacién Media (16-17 afhos)
que integraban el Club GeoGebra de una institucién educativa oficial en la ciudad de
Cabimas, Venezuela, durante el afo escolar 2014-2015. Para mantener el anonimato, los
estudiantes han sido nombrados con los seudénimos de Sara, Rebeca y Fabiola. Por un
tiempo, estos estudiantes se dedicaron a resolver tareas de simulacion con GeoGebra bajo
la direccién del primer coautor de este trabajo, quien actuaba en calidad de promotor de los
aprendizajes y responsable de este club. La tarea de simulacion seleccionada para este
estudio consistia en representar la cadena que une al balancin con el pistéon de una maquina
de vapor tipo Newcomen (ver Figura 2). En adelante nos referimos a esta pieza como “la
cadena”.

1- Recpxente 000 cguce

2-Valodea

- Spray deoava

a- Clindee,

% Terey s (arcdenwexder cdn
aguo.

A~ Bnldea.

T- Pesc,

e- Bala-dn.

Figura 2. Maquina de Newcomen con sus partes sefialadas.

La representacion de la cadena en el GeoGebra se traté durante una sesion de
trabajo que fue registrada en formato de video. Este registro revela episodios de la
experiencia de simulacion en los cuales los estudiantes reflexionan y discuten entre siy con
el promotor, en un intento por responder a las demandas de la tarea de representacion de
la cadena. Denominamos “episodios” a cada uno de los momentos significativos en los que
se divide la sesidon de trabajo, de acuerdo a los cambios en el desarrollo de la discusiéon
realizada en cada instante (Mufoz-Catalan, Carrillo & Climent, 2010; Powell, Francisco &
Maher, 2003).

RESULTADOS

El proceso de matematizacion en la sesion tuvo la finalidad de construir un modelo
matematico para la cadena que facilitara su representacién posterior con el GeoGebra. Para
la construccion de este modelo, los estudiantes y el promotor se involucraron en una
discusion sobre la forma geométrica de la cadena en la maquina de Newcomen, siendo
necesario apoyar las ideas en algun referente grafico. Esta discusion se desarrollé en tres (03)
episodios que revelan la manera en que estos sujetos construyen una interpretacion
geométrica de la forma de la pieza a partir de sus propiedades espaciales.
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Episodio 1: Reconocer la cantidad de objetos geométricos en el modelo

En el primer episodio los participantes se dedicaron a identificar una cantidad de objetos
geométricos que modelaran a la cadena. Esta identificacion se apoyé en la forma
geométrica de la pieza, realizada sobre una imagen animada del mecanismo en formato
GIF'. En un principio, la discusion fue dirigida hacia notar si la forma de la cadena se
correspondia o no con alguna figura geométrica conocida. Al respecto Sara, en una de sus
participaciones, reconoce que la pieza no podia ser modelada a través de un Unico objeto
geométrico debido a la “curvatura” presente en su parte superior, como se muestra a
continuacion.
Sara (00:01:05-00:01:30): Este movimiento [de la cadena] estd simulado por una circunferencia.
Entonces, si se coloca una recta, al momento de que la cadena se enganche con esa pieza [el balancin
de la maquina], la recta no va a tener esa curvatura.

El promotor aprovechd el momento para hacer notar a los estudiantes que la
cadena podia representarse a través de dos objetos geométricos, lo que ocurrié con
Rebeca.

Promotor (00:03:04-00:03:10): Entonces, si esa cadena no se puede representar por un tnico objeto
geométrico, ;qué conclusién vamos a sacar de eso?

Rebeca (00:03:10-00:03:12): Que [la cadena] se puede representar con dos figuras.

Promotor (00:03:12-00:03:42): Puede ser. Parece ser que esa figura [el modelo matematico] viene
dada por la composicion de dos objetos geométricos, o sea una figura mixta, porque la cadena no es
rectilinea tnicamente ni curvilinea.

Episodio 2: Identificar los objetos geométricos en el modelo

El segqundo episodio consistié en la identificacion de los objetos geométricos que
conformaban a la “figura mixta” mencionada por el promotor. Los objetos en cuestion
fueron un arco de circunferencia y un segmento. La identificacion de ambos objetos se
apoy6 nuevamente en un analisis realizado sobre la imagen GIF del mecanismo en
movimiento. Tras responder a unas preguntas del promotor, el arco de circunferencia fue
el primer objeto geométrico identificado por los estudiantes. En su intervencion, este
sujeto declara la importancia de identificar el arco de circunferencia con miras a su
posterior construccion en el software.

Promotor (00:04:05-00:04:15): ;Qué pueden decir de la cadena en cuanto a su forma durante el
movimiento? Siempre pensemos en reconocer, al menos, dos figuras.

Sara (00:04:18-00:04:20): Hay un arco de circunferencia.

Promotor (00:04:21-00:04:46): Muy bien pues, indudablemente, una parte de la cadena debe ser
curva [....] Entonces, ;con cudl figura podemos representar a esa parte curva?

Fabiola (00:04:49-00:04:50): Con un arco [de circunferencial.

! La imagen se muestra en: https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A1quina _de Newcomen.
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Promotor (00:05:59-00:06:14): Excelente. Esto es importante tenerlo en cuenta ya que, si hablamos
de arco de circunferencia, tenemos que pensar cdmo construir este objeto en el software, qué
elementos tiene este objeto para poder construirlo en el GeoGebra.

Luego de identificar al arco de circunferencia como parte del modelo matematico
asociado a la cadena, los participantes procedieron con el segmento. La identificacion del
segmento se logré a partir de un analisis geométrico realizado al arco de circunferencia
en movimiento. Durante el analisis, la atenciéon fue colocada sobre la longitud del arco de
circunferencia y, en particular, sobre las condiciones en las que esta longitud alcanzaba
un valor maximo o minimo cuando el mecanismo estaba en marcha. En un primer
momento de esta discusién, el promotor aprovechd una intervencion de Rebeca para
centrar la atencién de los presentes en la relacion de dependencia entre la longitud del
arcoy de la altura del pistén, la cual se hacia evidente en laimagen animada. Vale recordar
que este piston habia sido construido en la interfaz del GeoGebra durante sesiones de
trabajo anteriores a ésta.

Promotor (00:06:53-00:06:55): ;En qué zona de la cadena se ubica el arco?
Rebeca (00:06:56-00:06:59): Cuando el pistén llega al limite superior.

Promotor (00:07:14-00:07:38): Rebeca, has mencionado algo que puede ser importante y que tiene
que ver con la longitud del arco de circunferencia. ;Qué le sucede a este arco cuando el pistén alcanza
sumdxima altura?

Rebeca (00:07:58-00:07:59): Llega hasta un limite.

En un segundo momento, la intervencion del promotor fue dirigida hacia la declaracién
de las relaciones entre la longitud del arco y la altura del piston. A través de la discusion
sobre lo visto en la imagen GIF, los estudiantes se percataron de que el arco de
circunferencia lograba su mayor (o menor) longitud cuando el pistén alcanzaba su mayor
(0o menor) altura, y viceversa. Mas aun, en esa misma discusion se llegé a concluir que el
arco de circunferencia “adquiria una forma recta” cuando el pistén se localizaba en esta
posicion.

Promotor (00:08:11-00:08:29): Bien. Fijense que cuando el pistén alcanza su mdxima altura, el arco

de circunferencia alcanza su mdxima longitud. Ahora bien, si el arco tiene una mdxima longitud
cuando la cadena se mueve, ;tendrd una minima longitud?

Rebeca (00:08:30-00:08:35): Si, [esto pasa] cuando el piston llega al limite inferior.
Promotor (00:08:36-00:08:37): Bien, ;y cdmo es el arco en ese momento?
Rebeca (00:08:38-00:08:39): Estd recto.

Una vez que surgid la idea de que el arco de circunferencia adquiria una forma recta a
medida que el pistén disminuia su altura, en un tercer momento el promotor pregunté a
los estudiantes cudl objeto geométrico podia representar esa parte recta de la cadena. Al
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final, el segmento surgié en la discusién como ese objeto geométrico que podia modelar
mejor a esa parte de la cadena.

Promotor (00:10:31-00:10:40): Bien. Entonces, si esa parte de la cadena es recta, ;con qué objeto
geométrico podemos representar a esa parte?

Rebeca (00:10:41-00:10:42): Con una recta.

Promotor (00:10:42-00:10:44): Con una recta... ;Qué opinan Sara y Fabiola al respecto? [...]

Sara (00:11:07-00:11:08): No, es con un segmento.

Vale resaltar que todas las conclusiones generadas hasta el momento fueron anotadas en

el pizarrén por el promotor.

Episodio 3: Elaborar un boceto de la cadena

Este ultimo episodio de la matematizacion gir6é en torno al modelo real de la cadena y
tuvo como propdésito elaborar un boceto de esta pieza sobre el cual sefialar los objetos
geométricos antes identificados. Con este modelo real se buscaba valorar la importancia
de su elaboraciéon como un insumo que facilitaria los futuros procesos de matematizacion
que tuvieran lugar en la simulacién. El episodio inicié con la intervencién del promotor,
quien sugirié a los estudiantes apoyar la identificacion de los objetos geométricos en un
boceto de aquella parte del mecanismo que se esté simulando. Este boceto fue dibujado
en la pizarra por el propio promotor. Asimismo, esta intervencion se acompand de una
justificacion del porqué es conveniente apoyarse en un boceto, como se muestra a
continuacion.

Promotor (00:14:48-00:15:58): Como hemos visto, la cadena tiene una forma extrafia porque no
siempre es recta ni curva. A través de nuestro andlisis pudimos concluir que esta pieza se podia
representar mediante una figura mixta, compuesta por un segmento y un arco de circunferencia. Sin
embargo, este proceso de identificacion de objetos geométricos no es algo sencillo niinmediato, como
pudieron notar. Para hacer mds fdcil el reconocimiento de estos objetos geométricos, les aconsejo
elaborar un boceto de la imagen GIF de su fendmeno, como si de una fotografia se tratara. Para este
caso, el boceto de la cadena puede ser el siguiente (ver Figura 7). ;Qué parte de la cadena es curva o
recta? Eso es algo que en este boceto podemos visualizar directamente, cuestion que en la imagen GIF
del mecanismo no es tan sencillo de ver.

Figura 7. Modelo real de la cadena realizado por el promotor.

047



Modelacion y tecnologias. Un andlisis del proceso de matematizacion
en la simulacion con GeoGebra
Rafael E. Gutiérrez y Juan Luis Prieto G.

Tras dibujar el modelo real en la pizarra, el promotor pidié a los estudiantes sefalar
los extremos del arco de circunferencia y el segmento directamente sobre el dibujo, como
se muestra a continuacion.

Promotor (00:16:03-00:16:05): ;De dénde a dénde se encuentra la parte recta de la cadena?

Rebeca (00:16:06-00:16:17): Desde el extremo del piston hasta el borde de esa pieza [balancin de la
maquinal.

Promotor (00:16:18-00:16:54): Muy bien. Podemos decir que la parte recta de la cadena termina
cuando ésta toca al balancin de la mdquina [...]. El resto de la cadena es, por tanto, la parte curva de
la pieza.

Con esta ultima intervencién se dio por culminado el proceso de matematizacion.

CONCLUSIONES

En esta investigacion hemos analizado, desde una perspectiva cognitiva de la modelacién,
el proceso de matematizacién llevado a cabo por un grupo de estudiantes de Educacion
Media que resolvian una tarea de simulacion con GeoGebra. Esta tarea consistié en
representar la cadena que une al balancin con el pistén de una maquina de vapor tipo
Newcomen. El andlisis de este proceso cognitivo nos permitié identificar tres (03) episodios
que revelan cémo los participantes generaron un modelo matematico util para la
representacion de la cadena en la interfaz gréfica del GeoGebra.

En cuanto a los resultados obtenidos resaltamos la posibilidad que tuvieron los
estudiantes de traducir la realidad en términos geométricos, a pesar de haber usado una
imagen de referencia (imagen GIF) de la cadena que no era un boceto como tal. Pese a ello,
el movimiento de la cadena en la imagen GIF dificulté la identificacion de las formas
geométricas asociadas a la pieza, lo que conllevé a elaborar un boceto en la pizarra que se
utilizé en el resto de la simulacion de la cadena. Consideramos importante lo anterior ya que,
entre otras cosas, el modelo real elaborado por un sujeto da cuenta de su comprensién de
ese aspecto de la realidad que trata de ser modelado, como lo sefala Borromeo (2006) en
una investigacion con estudiantes de secundaria (15-16 afos). A través de nuestra
investigacion podemos concluir que la matematizacion, en determinadas experiencias de
simulacion con GeoGebra, puede apoyarse en imagenes dindmicas (GIF) y estaticas (boceto)
de la pieza que se simula. Tales imagenes facilitan tanto la visualizacion de las formas y
movimientos caracteristicos del objeto, como la identificacion de figuras geométricas que
permitan modelarles. En su conjunto, estas imagenes constituyen el modelo real de la
situacion y el requisito indispensable para la construccion de un modelo matematico.
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